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V  o  r  w  o  r  t. 

Dieses  Buch  hat  den  Zweck,  das  Wichtigste  aus  den 
Elementen  der  Zahleutheorie  in  einfacher  und  übersichtlicher 
Darstellung  zu  geben.  Es  werden  darin  die  Theilbarkeit  der 
Zahlen,  die  Congruenzen  ersten  Grades,  die  Potenzreste  und 
im  Zusammenhang  damit  die  binomischen  Congruenzen,  ferner 
die  quadratischen  Reste  und  die  Congruenz  zweiten  Grades, 
endlich  die  binären  quadratischen  Formen,  soweit  die  ganz- 
zahlige Aullösung  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 
mit  zwei  Unbekannten  es  erfordert,  eingehend  behandelt.  Da 
das  Buch  für  Anfänger  bestimmt  ist  und  wohl  nur  an  wenigen 
höheren  Lehranstalten  Zeit  für  eine  gründliche  Beschäftigung 
mit  den  in  der  Zahlentheorie  vielfach  angewandten  Ketten- 
brüchen bleibt,  so  schien  es  mir  rathsam,  diesem  Gegenstande 
ein  besonderes  Kapitel  zu  widmen. 

Was  die  Darstellung  betrifft,  so  habe  ich  besonderes  Ge- 
wicht darauf  gelegt,  die  wichtigeren  Sätze  und  Verfahrungs- 
arten  durch  Beispiele  und  durch  mehr  oder  weniger  vollständig 
gelöste  Aufgaben,  die  zum  Theil  den  trefflichen  Sammlungen 
von  Heis,  Bardcy  und  Meier  Hirsch  entnommen  sind,  zu  be- 
festigen. Durch  diese  wiederholte  Anwendung  hoffe  ich  den 
Lernenden  in  den  wirklichen  Besitz  der  vorgetragenen  Lehren 
zu  setzen  und  ihn  zu  einem  genussreichen  Studium  der  klas- 
sischen Werke  und  Arbeiten  über  Zahlentheorie  zu  befähigen 
und  zu  veranlassen. 

Frankfurt  a.  M.,  im  Februar  1887. 

(x.  Wertheiin. 
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Erstes  Kapitel. 

Theilbarkeit  der  Zahlen. 

§  1.  Definition.  —  Jede  Zahl  a  lässt  sich  durch  sich 
selbst  und  durch  die  Einheit  ohne  Rest  theilen,  hat  also 
wenigstens  zwei  Divisoren,  nämlich  a  und  1.  Eine  Zahl, 
welche  nur  diese  beiden  Divisoren  zulässt,  wird  eine  abs"olute 
Primzahl  oder  schlechtweg  eine  Primzahl  genannt.  Eine 
Zahl,  die  dieser  Definition  nicht  entspricht,  heisst  zusammen- 
gesetzt. 

Eine  Primzahl  ist  z.  B.  13;  dagegen  ist  die  Zahl  15  zu- 
sammengesetzt, da  sie  ausser  1  und  15  auch  noch  die  Divi- 
soren 3  und  5  hat. 

§  2.  Ermittlung  der  Primzahlen.  —  Die  einzige 
gerade  Primzahl  ist  2;  alle  übrigen  Primzahlen  sind  un- 
gerade. Daher  hat  man,  um  die  Primzahlen  zu  ermitteln, 
nur  die  ungeraden  Zahlen 

3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,... 
ins   Auge    zu    fassen.     Aus    die^ser  Reihe    scheidet    man   nach 
einem   dem   Eratosthenes  (250  v.  Chr.)  zugeschriebenen   Ver- 
fahren („Sieb  des  Eratosthenes")  die  zusammengesetzten  Zahlen 
in  folgender  Weise  aus: 

Man  streicht,  mit  3  beginnend,  die  3*"  Zahl,  d.  i.  9,  die 
6**^,  d.  i.  15,  die  9**^,  12'®,  u.  s.  w.  Zahl  aus;  dadurch  fallen  aus 
der  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  offenbar  die  durch  3  theil- 
baren  Zahlen  9,  15,  21,  27,  .  .  .  weg.  Weiter  streicht  man, 
mit  5  beginnend,  die  5'%  10'®,  15'°, .  .  .  Zahl  aus,  wobei  die 
bereits  weggefallenen  Zahlen  mitzuzählen  sind,  und  entfernt 
dadurch  alle  durch  5  theilbaren  ungeraden  Zahlen  15,  25,  .... 
Ebenso   verfährt  man  weiter  mit  7,  11,    13,  ....     Die   nach 

Wurtlicim,  Zalileuthfiorie.  1 
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dieser  Operation    stehen   gebliebenen   Zahlen   sind   die   sümmt- 
lichen  in  dem  betrachteten  Gebiet  vorhandenen  Primzahlen. 

Es  fragt  sich  nun,  welches  die  letzte  Primzahl  ist,  mit 
der  man  diese  Abzahlung  beginnen  muss,  um  alle  Primzahlen 
bis  zu  einer  gewissen  Grenze  a  zu  erhalten.  Das  crgiebt  sich 
aus  folgender  Bemerkung:  Wenn  eine  zwischen  1  und  a  lie- 
gende Zahl  &  das  Produkt  zweier  Faktoren  m,  n  ist  {h  =  m  .  ti), 
von  denen  der  eine  mehr  als  ]/«  beträgt,  so  muss  der  andere 
<  ]/a  sein.  Die  Zahl  h  fällt  demnach  bei  dem  obigen  Ver- 
fahren schon  durch  die  mit  dem  kleineren  Praetor  beginnende 
Abzahlung  weg,  und  es  ist  überflüssig,  die  Abzahlung  von 
dem  grösseren  Factor  aus  vorzunehmen.  Die  letzte  Zahl,  von 
der  aus  man  abzuzählen  hat,  um  alle  zwischen  1  und  a  lie- 
genden Primzahlen  zu  finden,  ist  also  die  grösste  Primzahl 
welche  kleiner  oder  gleich  |/a  ist. 

Beispiel.  Da  ]/IÖÖ  =  10  und  7  die  grösste  Primzahl 
unter  10  ist,  so  hat  man,  um  alle  Primzahlen  bis  100  zu  er- 
halten, in  der  oben  dargelegten  Weise  nur  mit  den  Zahlen  3, 
5,  7  zu  verfahren.  Man  erhält,  wenn  die  wegfallenden  Zahlen 
in  Klammern   gesetzt   werden, 

3,  5,   7,  [9],  11,   13,  [15J,  17,   19,  [21],  23;  [25],  [27],  29, 

31,  [33],  [35],  37,  [39],  41,  43,  [45],  47,  [49],  [51],  53,  [55], 

[57],  59,  61,  [63],  [65],  G7,  [69],  71,  73,  [75],  [77],  79,  [81], 

83,  [85],  [87],  89,  [91],  [93],  [95],  97,  [99]. 

§  3.  Anzahl  der  Primzahlen.  —  Lehrsatz.  Die  na- 
türliche Zahlenreihe  enthält  unendlich  viele  Prim- 
zahlen (Euldid's  Elemente,  Buch  IX,  Satz  20). 

Beweis.  Wäre  die  Anzahl  der  Primzahlen  eine  endliche 
und  p  die  grösste  derselben,  so  könnten  wir  alle  vorhandenen 
Primzahlen  2,  3,  5, .  .  .,  j9  mit  einander  multipliciren  und  das 
Produkt  um  eine  Einheit  vergrössert!.     Die  erhaltene  Zahl 

^  =  2.3.5...^)+  1 
wäre  nun  jedenfalls  grösser  als  p  und  durch  keine  der  vor- 
handenen Primzahlen  2,  3,...,  p  theilbar,  da  sie  ja  für  jede 
derselben  den  Rest  1  liefert.  A  müsste  also  entweder  selbst 
eine  Primzahl  oder  durch  über  p  hinausliegcnde  Primzahlen 
theilbar  sein. 
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In  jedem  Falle  existirt  also,  im  Widerspruch  mit  unserer 
Annahme,  eine  Primzahl ,  die  grösser  als  j)  ist,  und  die  Reihe 
der  Primzahlen  ist  daher,  wie  die  natürliche  Zahlenreihe  selbst, 
unbegrenzt. 

Anmerkung.  Der  vorstehende  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  all- 
gemeineren, von  Lejeune  Dirichlet  in  den  Abhandlungen  der  Berliner 
Akademie  1837  bewiesenen  Satzes:  Jede  unbegrenzte  arithmetische 
Progression,  deren  erstes  Glied  und  Differenz  ganze  Zahlen 
ohne  gemeinschaftlichen  Factor  sind,  enthält  unendlich  viele 
Primzahlen. 

§  4.  Zusammengesetzte  Zahlen  und  Zerlegung  der- 
selben. —  Eine  zusammengesetzte  Zahl  m  lässt  sich  der  De- 
finition nach  als  das  Produkt  zweier  Factoren  darstellen,  von 
denen  jeder  kleiner  als  m  ist.  Jeder  dieser  Factoren  ist  ent- 
weder eine  Primzahl  oder  zusammengesetzt.  Im  letzteren  Falle 
lässt  er  sich  wieder  in  zwei  Factoren  zerlegen,  von  denen  jeder 
kleiner  als  er  selbst  ist.  Da  man  auf  diese  Weise  zu  immer 
kleineren  Factoren  gelangt,  und  es  nicht  unendlich  viele  ganze 
Zahlen  geben  kann,  die  kleiner  als  m  sind,  so  muss  man  end- 
lich zu  Zahlen  gelangen,  die  nicht  weiter  zerlegt  werden  können, 
d.  h.  zu  Primzahlen.  Jede  zusammengesetzte  Zahl  kann  also 
als  das  Produkt  von  Primzahlen  dargestellt  werden.  Es  ist 
z.  B.  60  =  2  .  2  .  3  .  5. 

Tritt  in  der  Zerlegung  einer  Zahl  m  eine  Primzahl  a  wieder- 
holt, etwa  «mal,  als  Factor  auf,  so  schreibt  man  statt  der  a 
Factoren  a  einfach  die  Potenz  a".  Ebenso  verfährt  man  mit 
den  übrigen  Primzahlfactoren  &,  c,  .  .  .,  die  beziehungsweise  ß, 
y,  ...  mal  vorhanden  sein  mögen.  Dann  wird  die  Zahl  m  auf 
die  Form 

m  =  a^  h!^  c^  .  .  . 

gebracht,  wo  a,  h,  c,  ...  ungleiche  Primzahlen,  a,  ß,  y,  ... 
ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.    Beispiel:   504  =  2^ .  3^  .  7. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  jede  zusammengesetzte  Zahl 
nur  auf  eine  Weise  in  Primzahlfactoren  zerlegt  werden  kann. 
Der  Beweis  wird  geführt  mittels  der  beiden  folgenden  Hilfs- 
sätze : 

Hilfssatz  I.  Das  Produkt  zweier  ganzen  Zahlen, 
die  kleiner  als  eine  Primzahl  p  sind,  ist  durch  j^  nicht 
theilbar. 

1* 
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Beweis.  Wir  nehmen  an,  es  gebe  zwischen  1  und  p  mehrere 
Zahlen  h,  c,  d,  ...  von  der  Beschafienheit,  dass  das  Produkt 
einer  jeden  in  die  demselben  Intervall  angehörende  Zahl  a 
durch  ])  theilbar  sei.  Die  kleinste  dieser  Zahlen  h,  c,  d,  . .  . 
sei  h.  Nun  muss  erstens  &  >  1  sein;  denn  für  h  =  \  wäre 
alj  =  rt,  also  a,  der  Voraussetzung  zuwider,  durch  i)  theilbar. 
Ferner  kann  h  nicht  in  p  aufgehen,  da  ^>  eine  Primzahl  ist. 
Wir  werden  also,  wenn  wir  p  durch  h  dividiren,  einen  Quo- 
tienten q  und  einen  Rest  r  erhalten,  welcher  letzterer  von 
Null  verschieden  und  kleiner  als  h  ist.     Es  ist  dann 

11  =  1(1  +  r, 
folglich  a})  =  ahq  -\-  ar . 

Nun  ist  offenbar  aber  ap  und  (der  Voraussetzung  nach) 
auch  ahq  durch  p  theilbar;  p  muss  daher  auch  in  ar  auf- 
gehen, d.  h.  r  muss  sich  unter  den  Zahlen  h,  c,  d,  ...  vor- 
finden. Unsere  Annahme,  h  sei  die  kleinste  dieser  Zahlen, 
führt  also  zu  dem  Resultat,  dass  es  eine  noch  kleinere  Zahl 
r  von  derselben  Beschaffenheit  gebe.  Es  giebt  also  überhaupt 
keine  Zahl  zwischen  1  und  p,  deren  Produkt  in  a  durch  7> 
theilbar  wäre. 

Hilfssatz  II.  Wenn  wederY«  noch  h  durch  die  Prim- 
zahl p  theilbar  ist,  so  ist  auch  das  Produkt  ah  nicht 
durch  p  theilbar. 

Beweis.  Wir  dividiren  jede  der  beiden  Zahlen  a,  h  durch 
p  und  nennen  die  erhaltenen  Quotienten  A,  B,  die  erhaltenen 
Reste  a,  /3,  so  ist 

a  =  Ap  -f  a ,  &  =  Bp  +  ß , 
also  ah  =  {ABp  +  aB  +  ßA)p  -f  aß . 

Wäre  nun  ah  durch  p  theilbar,  so  müsste  p  offenbar  auch  in 
a(i  aufgehen.  Das  ist  aber,  da  jede  der  Zahlen  a,  ß  kleiner 
als  p  ist,  nach  dem  vorigen  Satze  unmöglich. 

Zusatz.  Wenn  keine  der  Zahlen  a,  h,  c,  d,  ...  durcli 
die  Primzahl  p)  theilbar  ist,  so  ist  auch  das  Produkt 
ahcd  .  .  .  durch  ;)  nicht  theilbar. 

Beweis.  Nach  dem  Hilfssatz  11  ist  ah  nicht  durch  ;) 
theilbar;  folglich  geht  p  nach  demselben  Satze  auch  nicht  in 
ah  .  c  =  ahc  auf,  u.  s.  w. 
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Lehrsatz.  Eine  jede  zusammengesetzte  Zahl  kann 
nur  auf  eine  Weise  in  Primzahlfactoren  zerlegt  werden. 

Beweis.     Angenommen,  die  Zahl 

A  =  a"  h'^  C'' .  .  ., 
wo  a,  h,  c,  .  .  .  ungleiche  Primzahlen,  a,  ß,  y,  .  .  .  ganze  posi- 
tive Zahlen  sind,  sei  noch  auf  eine  zweite  Weise  in  Primzahl- 
factoren zerlegt  worden.  Dann  kann  das  zweite  Factoren- 
System  keine  Primzahl  enthalten,  die  sich  nicht  auch  im 
ersteren  vorfindet;  denn  eine  solche  würde  nach  dem  vorher- 
gehenden Zusatz  nicht  in  a" b'^ c^  .  .  .,  d.  h.  nicht  in  A  auf- 
gehen. Ebenso  kann  dem  zweiten  System  keine  Primzahl  des 
ersten  fehlen;  denn  eine  solche  würde  nach  demselben  Zusatz 
nicht  in  das  Produkt  der  Zahlen  des  zweiten  Systems,  d.  h. 
nicht  in  A  aufgehen. 

Beide  Systeme  könnten  sich  also  nur  dadurch  unter- 
scheiden, dass  ein  und  dieselbe  Primzahl  in  dem  einen  System 
einen  grösseren  Exponenten  als  in  dem  anderen  hätte.  Es 
sei  p  eine  solche  Primzahl,  welche  in  dem  einen  System  den 
Exponenten  m,  im  anderen  System  einen  grösseren  Exponenten 

Ä 
m  -f-  n  habe.     Dann   würden  sich   für   die  Zahl   —  zwei  Zer- 

legungen  ergeben,  von  denen  die  eine  die  Primzahl  p  gar  nicht, 
die  andere  den  Factor  p"'  enthielte,  was,  wie  wir  bereits  ge- 
zeigt haben,  unmöglich  ist.  Beide  Zerlegungen  stimmen  also 
auch  hinsichtlich  der  Exponenten  vollständig  überein. 

§  5.  Divisoren  einer  Zahh  —  Hat  man  eine  Zahl  m 
auf  die  Form 

m  ==  a"  ¥  &  .  .  . 

gebracht,  wo  a,  h,  c,  .  .  . ,  cc,  /3,  7,  .  .  .  die  schon  mehrfach  an- 
gegebene Bedeutung  haben,  so  ist  es  leicht,  ihre  sämmtlichen 
Divisoren  zu  bilden. 

7)1  hat  zunächst  des  Factors  a"  wegen  die  ß  +  1  Divisoren 
(I)  1 ,  a ,«",...,  a"  . 

Weil  ferner  m  auch  den  Factor  6/*  enthält,  so  geht  weiter 
jede  Zahl  in  m  auf,  die  entsteht,  wenn  man  die  Zahlen  (I) 
der  Reihe  nach  mit  jeder  der  Zahlen  h,  Iß,  .  .  . ,  h"^  multiplicirt. 
Man  erhält  auf  diese  Weise  aus  jeder  der  Zahlen  (I)  /3,  also 
im  Ganzen  {cc  -\-  1)  ß  neue  Divisoren  von  m,  nämlich 
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(II)        h,  ah,  a'h,  ...,  a"h;  Ir ,  ah-,  a'¥ ,  . .  .,  a^h^-, 
.  .  .;  h^  ,  ab''' ,  crh^ ,  .  .  .,  a"h''' , 

und  die  Gesammtzahl  der  Divisoiren,  die  nur  aus  a  und  h  ge- 
bildet sind,  ist 

(«  +  1)  +  («  +  1)  ^  =  («  +  1)  (ß  +  !)• 
Dazu  kommen   weiter  wegen  des  Factors  c"   alle  Zahlen,    die 
man  erhält,   wenn   man   die   {a  +  1)  (^  +  1)  Zahlen  (I)   und 
(II)  der  Reihe  nach  mit  c,  c\  .  .  .,  &  multiplicirt.    Dies  liefert 
(a  +  1)  (/3  +  1)  y  neue  Divisoren.    Man  hat  dann  im  Ganzen 

(«  +  i)(^  + 1)  +  («  +  i)(;/3  +  1)7 

=  («  +  1)  (/3  +  1)  (y  +  1) 

Divisoren.     Durch   Fortsetzung   dieser   Schlüsse   erkennt  man, 

dass  die  Zahl 

m  ^a'^h?  cy  ...  li' 
genau 

(«+!)    (/3-f-l)    (j;+l)...    (x+1) 

Divisoren  hat,  die,  wie  man  leicht  sieht,  die  sämmtlichen 
Glieder  des  Produkts 

{XJ^a-^d'A, 1-  a'') 

X  (1  4_  6  +  6^  +  . . .  +  60  •  •  •  (1  +  A;  +  •  •  •  +  Z^'^) 
sind,  deren  Summe  also 

c/'+^  - 1  _  6/^+^  - 1  ^  ^  _  ^:^3_i 

o—   1       '       ft  —  1       ""       A  —  1 

ist. 

Beispiel.  Die  Zahl  504  =  2^ .  3^  .  7  hat  zu  Divisoren  die 
24  Glieder  des  Produkts 

(l  _|_  2  +  2^'  +  2^  (1  +  r>  +  3^')  (1  -f  7)-, 

diese  sind,  der  Grösse  nach  geordnet,  1,  2,  3,  4,  6,  7,  8,  9,  12, 
14,  18,  21,  24,  28,  36,  42,  56,  63,  72,  84,  126,  168,  252,  504 
und  haben  zur  Summe 

Anmerkung.  Eine  merkwürdige  Formel  zur  Berechnung  der 
Summe  der  Divisoren  einer  Zahl  ist  von  Euler  gefunden  und  nach 
vielen  Bemühungen  von  demselben  bewiesen  worden.  (Euler,  Commen- 
tationes  Algebr.  Collectae,  Petropoli  1849,  T.  J,  p.  14Gff'.). 
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Vollkoiumeue  Zahlen.  —  Eine  Zahl,  welche  der  Summe 
ihrer  Divisoren,  die  Zahl  selbst  ausgeschlossen,  gleich  ist,  heisst 
vollkommen. 

Alle  uns  bekannten  Zahlen  dieser  Art  liefert  der  Satz 
von  Euklid  (Elemente,  Buch  IX,  36).  Addirt  man  von  der 
Einheit  an  so  viele  Glieder  der  geometrischen  Pro- 
gression 1,  2,  4,  8,...,  bis  deren  Summe  eine  Prim- 
zahl wird,  so  ist  das  Produkt  aus  dieser  Summe  und 
dem  letzten  Gliede,  das  genommen  wurde,  eine  voll- 
kommene Zahl. 

Beweis.    Es  sei  s  =  1  +  2  -f  2^  H h  2»-^  =  2»  —  1 

eine  Primzahl,  so  ist  zu  zeigen,  dass  die  Summe  der  Divisoren 
des  Produkts  (2"  —  1)  2""^  gleich  diesem  Produkt  selbst  sei. 
Diese  Divisoren  sind  aber,  da  2"  —  1  eine  Primzahl  ist,  die 
der  Kürze  wegen  mit  p  bezeichnet  werden  möge, 

1     2    2^  2"-^    1)    2w    2^«  2«-2w 

haben  also  zur  Summe 
2«  —  1  -f  p  (2'»-!  —  1) 

=  2"  —  1  +  (2'*  —  1)  (2"-i  —  1)  =  (2"  —  1)  2''-^ 

Beispiele.  Den  Werthen  n  =  2,  3,  5,  7  entsprechen  be- 
ziehungsweise die  vollkommenen  Zahlen  6,  28,  496,  8128. 

Befreundete  Zahlen,  —  Zwei  Zahlen  heissen  be- 
freundet, wenn  jede  derselben  der  Summe  der  Divisoren  der 
anderen,  die  Zahl  selbst  ausgeschlossen,  gleich  ist.  (Vergl. 
Euler,  Opuscula,  T.  IL  p.  23  ff).  Von  dieser  Art  sind  z.  B. 
die  beiden  Zahlen  220  und  284;  denn  die  Divisoren  von  220 
haben  die  Summe 

1  +  2-f  4  +  5 -f  10  -f  11  -f  20  +  22  +  44  -f  55  -f  110  =  284, 

und  die  Divisoren  von  284  haben  die  Summe 

1  +  2  +  4  +  71  +  142  =  220. 

§  6.  Der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von 
Zahlen.  —  Wenn  Zahlen  in  ihre  Primzahlfactoren  zerlegt  sind, 
so  bildet  man  ihren  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  auf 
folgende  Weise:  Man  nimmt  jede  Primzahl,  die  allen  gegebenen 
Zahlen  gemeinschaftlich  ist,  giebt  ihr  den  kleinsten  Exponenten, 
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den  sie  iu  einer  dieser  Zalileu  luit,  und  nuiltiplicirt  die  so  er- 
haltenen Potenzen. 

Beispiel.     Die  Zahlen 

504  =  2^  3-  .  7 ,  240  =  2^  3  .  5  und  864  =  2^ .  3=^ 
haben  als  grössten  gemeinschattliclien  Divisor  2^  .  3  ==  24. 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  wie  man  verfährt,  wenn  die  ge- 
gebenen Zahlen  nicht  in  ihre  Primzahlfactoren  zerlegt  sind 
und  auch  nicht  erst  zerlegt  werden  sollen. 

Aufgabe  I.  Den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  zweier 
Zahlen  a  und  h  <C  a  zu  ermitteln. 

1.  Fall.  Wenn  die  Zahl  h  iu  a  aufgeht,  so  ist  sie,  da 
sie  auch  in  sich  selbst  aufgeht,  ein  gemeinschaftlicher  Divisor 
von  a  und  h.  Sie  ist  aber  auch  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor,   weil   keine   grössere  Zahl   als  h  \n  h   aufgehen  kann. 

2.  Fall,  h  geht  nicht  in  a  auf.  Erhält  man  bei  der 
Division  einer  beliebigen  Zahl  «  durch  eine  Zahl  ß  einen 
Quotienten  x  und  einen  Rest  Q  <i  ß-,  so  ist  cc  =  ßx  -\-  q,  und 
man  erkennt  leicht,  dass  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  a  und  ß  mit  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  von 
ß  und  Q  übereinstimmt. 

Dies  vorausgesetzt,  dividiren  wir  mit  h  in  «,  mit  dem 
Rest  r,  der  kleiner  als  b  ist,  in  h,  mit  dem  neuen  Rest  rj,  der 
kleiner  als  r  sein  wird,  in  r,  u.  s.  w.,  und  erhalten,  da  die 
Reste  immer  kleiner  werden,  also  endlich  einmal  der  Rest 
Null  erscheinen  muss,  die  Gleichungen 

a       ==  hq  -\-  r 

^       =  r<h         +  'i 


t'm         =  '';;H-l(Z"'-fSi  • 

Da  nun  die  Zahlenpaare  a  und  h,  h  und  r,  r  und  )\,  .... 
r„,_i  und  r„,,  r„,  und  r„,-\-i  denselben  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  haben,  und  da  r,n^i  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Divisor  des  letzten  Paares  ist,  so  ist  r„j+i  auch  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  n  und  b. 


Theilbarkeit  der  Zahlen.  9 

Aufgabe  II.  Den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor 
mehrerer  Zahlen  a,  h,  c,  . .  .  zu  bestimmen. 

Man  ermittle  zunächst  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  cl  der  beiden  Zahlen  a  und  h,  und  sodann  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Divisor  d'  von  d  und  c,  so  ist  d'  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  der  drei  Zahlen  a,  h,  c;  denn  d'  geht 
in  c  und,  weil  in  d,  auch  in  a  und  h  auf,  ist  also  ein  Divisor 
von  a,  b,  c.  Hätten  nun  die  drei  Zahlen  a,  &,  c  einen  ge- 
meinschaftlichen Divisor  d,  der  grösser  als  d'  wäre,  so  würde 
d  in  c  und,  weil  in  a  und  &.  auch  in  d  aufgehen,  d.  h.  c  und 
d  würden  einen  gemeinschaftlichen  Divisor  haben,  der  grösser 
als  ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  wäre.  Es  ist  also 
in  der  That  d'  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  a,  1),  c. 

Man  sieht  leicht,  wie  man  durch  wiederholte  Anwendung 
dieses  Verfahrens  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  be- 
liebig vieler  Zahlen  bestimmen  kann. 

§  7.  Relative  Primzahlen,  —  Zwei  Zahlen  heissen 
prim  zu  einander  oder  relative  Primzahlen,  wenn  ihr 
grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  die  Einheit  ist. 

15  und  8  sind  prim  zu  einander,  15  und  12  nicht. 

Lehrsatz  I.  Wenn  die  Zahlen  a  und  h  prim  zu 
einander  sind,  so  geht  jeder  gemeinschaftliche  Di- 
visor von  ah  und  b  in  h  auf. 

Beweis.     Da  a  und  b  relative  Primzahlen  sind,  so  gelangt 
man   bei   den   in   §   6    Aufgabe  I   angegebenen   Divisionen  zu 
dem  Rest  1,  erhält  also  die  Gleichungen 
a       =hq         -{-  r 
b        =  rqi         +  r^ 


Werden  dieselben  sämmtlich  mit  Je  multiplicirt,  so  verwandeln 
sie  sich  in 

aJc        =  bqlc  -\-  rJc 

bh        =  rqji        -\-  rJc 


r„i-xh  =  r,„g,„-|-i/.:  -f  h, 
und  daraus  erkennt  man,   dass  ein  gemeinschaftlicher  Divisor 
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von  ah  uud  h  auch  in  rh,  folglich,  weil  in  h  und  rl\  auch  in 
r^lc,  u.  s.  w.,  endlich  auch  in  k  aufj^ehen  musa. 

Ist  im  Besonderen  alc  durch  h  theilbar,  so  muss  h  durch 
h  theilbar  sein. 

Lehrsatz  IL  Wenn  jede  der  beiden  Zahlen  a,  Je 
prim   zu  h  ist,   so   ist   auch   das  Produkt  aJc  prim  zu  h. 

Beweis.  Ein  gemeinschaftlicher  Divisor  von  ak  und  h 
müsste,  da  a  prim  zu  h  ist,  nach  dem  vorigen  Satze  in  k  auf- 
gehen, während  k  prim  zu  b  sein  soll. 

Zusatz.  Potenzen  relativer  Primzahlen  sind  prim 
zu  einander. 

Beweis.  Weun  a  ])nm  zu  h  ist,  so  ist  nach  dem  vorigen 
Satze  auch  «-',  daher  nach  demselben  Satze  auch  a^,  u.  s.  w., 
allgemein  a'"  prim  zu  h.  Auf  dieselbe  Weise  folgt  aus  der 
Annahme,  h  sei  prim  zu  a'",  dass  auch  b^ ,  b^,  u.  s.  w.,  all- 
gemein &"  prim  zu  a'"  sein  muss.  «'"  und  6"  sind  mithin 
relative  Primzahlen. 

§  8.  Das  kleinste  Vielfache  von  Zahlen.  —  Unter 
dem  kleinsten  Vielfachen  der  Zahlen  «,  b,  c,  .  .  .  versteht  man 
die  kleinste  Zahl,  welche  durch  jede  der  Zahlen  «,  b,  c,  .  .  . 
theilbar  ist. 

Wenn  die  Zahlen  a,  b,  c,  .  .  .  in  ihre  Primzahlfaktoren 
zerlegt  sind,  so  bildet  man  das  kleinste  Vielfache  derselben  auf 
folgende  Weise:  Man  nimmt  jede  Primzahl,  die  in  einer  der 
Zahlen  a,  &,  c,  .  .  .  vorkommt,  giebt  ihr  den  grössten  Ex- 
ponenten, den  sie  in  einer  derselben  hat,  und  bildet  das  Pro- 
dukt aller  so  erhaltenen  Potenzen. 

Beispiel.   Die  Zahlen 

504  =  2^  3'^  7 ,     240  ==  2^  3  .  5,     864  =  2-^ .  3=^ 
haben  das  kleinste  Vielfache 

2^ .  3^  5  .  7  =  30240 . 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  man  das  kleinste  Vielfache 
gegebener  Zahlen  ermittelt,  ohne  ihre  Primzahlfactoren  zu 
benutzen. 

Aufgabe  I.  Das  kleinste  Vielfache  zweier  Zahlen  a,  b 
zu  linden. 

1.  Fall.  Wenn  (t  und  b  prim  zu  einander  sind,  so  ist 
d;is  Produkt  ab  das  kleinste  Vielfache  beider  Zahlen, 
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Das  kleinste  Vielfache  muss  nämlich  durch  a  theilbar, 
also  von  der  Form  ah  sein,  wo  h  eine  ganze  positive  Zahl 
ist.  ali  soll  aber  auch  durch  h  theilbar  sein,  und  da  a  prim 
zu  h  ist,  so  erfordert  dies  nach  §  7  Lehrsatz  I,  dass  Ti  durch 
h  theilbar,  also  k  =  hl  sei,  wo  l  eine  ganze  positive  Zahl  be- 
zeichnet. Die  durch  a  und  zugleich  durch  h  theilbaren  Zahlen 
haben  also  die  Form  aJc  =  all  und  werden  erhalten,  indem 
man  l  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2,  3,...  beilegt.  Die 
kleinste  dieser  Zahlen,  d.  i.  das  kleinste  Vielfache  von  a  und 
h  entspricht  dem  Werthe  l  =  1  und  ist  ah. 

2.  Fall.  Haben  a  und  h  einen  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  d,  so  ist 

-.ab 

das  kleinste  Vielfache  von  a  und  h.     Es  sei  nämlich 

a  =  ad,  b  =  ßd, 
wo  a  und  ß  relative  Primzahlen  sind.  Dann  ist  jedes  Viel- 
fache von  a  von  der  Form  adJc.  Soll  dasselbe  durch  h  =  ßd 
theilbar  sein,  so  muss  ß  in  aJc  und,  da  ß  prim  zu  a  ist,  ß  in 
Ji  aufgehen.  Je  ist  also  von  der  Form  ßl,  wo  l  eine  ganze 
positive  Zahl  bezeichnet.  Die  Vielfachen  von  a  und  h  sind 
daher  in  dem  Ausdruck  aß  dl  enthalten  und  ergeben  sich, 
wenn  man  l  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2,  3,  .  .  .  beilegt. 
Das  kleinste  Vielfache   entspricht  dem  Werthe  1=1  und  ist 

aßd  =  d  .  a  .  ß  =  d  •  -j-  •  -j  ' 

Aufgabe  II.  Das  kleinste  Vielfache  beliebig  vieler  ge- 
gebenen Zahlen  a,  &,  c,  .  .  .  zu  finden. 

Auf  die  im  Vorigen  angegebene  Weise  lässt  sich  das  kleinste 
Vielfache  m  der  beiden  Zahlen  a  und  h  und  sodann  das  kleinste 
Vielfache  in^  von  m  und  c  bestimmen;  w^  ist  dann,  wie  wir 
zeigen  wollen,  das  kleinste  Vielfache  der  drei  Zahlen  a,  h,  c. 

Da  die  durch  a  und  h  theilbare  Zahl  m  in  m^  aufgeht, 
so  geht  sowohl  a  als  auch  b  in  m^  auf.  ni^  ist  aber  auch 
ein  Vielfaches  von  c,  also  ist  m^  ein  Vielfaches  der  drei  Zahlen 
a,  b,  c. 

Es  ist  jetzt  noch  zu  beweisen,  dass  mj  das  kleinste  Viel- 
fache   von    a,  b,  c  ist.     Gäbe   es    eine   Zahl    fi<imi,    welche 
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durch  a,  h,  c  theilbar  wäre,  so  müsste  dieselbe,  weil  durch  a 
und  h,  aucli  durch  ni,  und,  weil  durch  m  und  c,  auch  durch 
nty  theiibar  sein.  Das  ist  aber  unmöglich,  da  fi  <  w,  sein 
soll,  w^^  ist  somit  in  der  Tliat  das  kleinste  Vielfache  der 
drei  Zahlen  a,  h,  c. 

Man  sieht  leicht,  wie  man  durch  wiederholte  Anwendung 
dieses  Verfahrens  das  kleinste  Vielfache  beliebig  vieler  Zahlen 
bestimmt. 

§  9.  Die  Function  (p{m).  —  Von  besonderem  Interesse 
ist  es,  zu  bestimmen,  wie  viele  Zahlen  [)rim  zu  einer 
gegebenen  Zahl  m  und  nicht  grösser  als  m  sind.  Die 
Anzahl  dieser  Zahlen  pflegt  man  mit  q)ij>ii)  zu  bezeichnen. 

So  giebt  es  eine  Zahl,  nämlich  1,  welche  prim  zu  1 
und  nicht  >  1  ist;  es  ist  folglich  (p{\)  =  1. 

Prim  zu  6  und  nicht  grösser  als  6  sind  die  beiden  Zahlen 
1  und  5;  also  ist  9?(G)  =  2.     Ebenso  erhält  man  leicht 

9,(2)  =  1,     (jp(3)  =  2,     9)(4)  =  2,    g>{ö)  =  4, 
u.  s.  w.     Um  allgemein  ^{»t)  zu  bestimmen,  denken   wir  uns 
m  in  seine  Primzahlfactoren  zerlegt, 

tu  =  a"  W  c"'' .  .  . , 

wo  wieder  a,  h,  c,  .  .  .  ungleiche  Primzahlen,  a,  ß,  y,  .  ■  .  ganze 
positive  Zahlen  bezeichnen.    Es  handelt  sich,  dann  darum,  aus 
der  Reihe 
(I)  1,  2,  3,...,m 

jede  Zahl  zu  entfernen,  welche  durch  eine  oder  mehrere  der 
Primzahlen  «,  h,  c,  .  .  .  theiibar  ist,  und  die  stehen  gebliebenen 
Zahlen  zu  zählen. 

Durch  a  sind   theiibar  die  -    Zahlen 

a 

a ,  za  ,  öa ,  .  .  .,  —  a. 

'         '         '  a 

Streicht  man  diese  Zahlen  aus,  so  bleiben  in  der  Reihe  (1)  noch 

m  A         1  \ 

m =  ni  [1 1 

a  \  a  / 

Zahlen  stehen,  von  denen  keine  durch  a  theiibar  ist. 

Zweitens  haben  wir  die  Zahlen  wegzulassen,  welche  den 

Factor  h  enthalten.     Es  sind    dies  die  -r  Zahlen 

b 
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h,    2h,    U,...,  f  &. 
Einige   derselben   sind   aber  schon  weggefallen,  weil  sie  aucli 

durch  a  theilbar  sind,  nämlich  die  -r  Zahlen 

'  ab 

ah ,  2ah ,  3ah  , . . .,  ^r  ah. 

'  '  '         'ab 

Die  Reihe  (I)  enthält  also 


VI 

T 


ab         b   \  a  J 


Zahlen,   welche   durch  h,   nicht  aber    auch    durch   a    theilbar 
sind,  folglich 


m 


0-4)-f0-i)-»0-i)0-i) 


Zahlen,  welche  weder  den  Factor  a,  noch  den  Factor  h 
enthalten. 

Drittens  haben  wir  die        durch  c    theilbaren  Zahlen  der 
Reihe  (I) 
(II)  c,  2c,  3c,...,  ™c 

zu  betrachten  und  zu  bestimmen,  wie  viele  derselben  nicht 
schon  fortgefallen  sind,  d.  h.  wie  viele  von  ihnen  weder  a, 
noch  h  als  Factor  enthalten.  Da  nun  c  als  Primzahl  nicht 
durch  a  oder  h  theilbar  ist,  so  läuft  diese  Aufgabe  darauf 
hinaus,  zu  untersuchen,  wie  viele  Zahlen  der  Reihe 


(III)  1,2,3,...,^ 

weder  a  noch  h  als  Factor   enthalten.     Nun  haben   wir   oben 
gefunden,  dafs  die  Reihe  (I) 

Zahlen  enthält,  die  weder  durch  a,  noch  durch  h  theilbar  sind; 
mithin  enthält  die  Reihe  (III) 

v(i-')(i-4) 

Zahlen  derselben  Beschaffenheit,  d.  h.  es  befinden  sich  in  (I) 
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Zahlen,  die  durch  c,   nicht  aber  auch  durch  a  oder  h  theilbar 
sind.     Werden  auch  diese  Zahlen  entfernt,  so  bleiben  noch 

«.0-i)(^-i)-:0-:)(-i) 
='»0-:-)0-00-:) 

Zahlen,    und    diese    enthalten    weder    a,    noch  h,  noch   c   als 
Factor. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  ergiebt  sich  der  Satz: 
Wenn   m  =  a^h^ ö' .  .  .h''-    ist,    wo    a,  h,  c,  .  .  .,  Je    un- 
gleiche Primzahlen  bezeichnen,  so  ist 

^("')  =  '"(i-i)('-y)---0-i)- 

Beispiel.    Da  504  =  2^ .  3^ .  7  ist,  so  ist 

<p(504)  =  504.(l-4)(l-|)(l-|) 

d.  h.  es  giebt  144  Zahlen,  die  prim  zu  504  und  nicht  grösser 
als  504  sind. 

§  10.  Eigenschaften  der  Function  q)(ni).  —  Lehr- 
satz I.  Sind  mj,  Wg,  m.^,  .  .  .  relative  Primzahlen,  d.  h. 
Zahlen,  von  denen  jede  prim  zu  jeder  anderen  ist, 
so  ist 

<3p(Wi  «?.2  «?.,  .  .  .)  =  9P(»"i)  9>{'>^h)  9(»W:j)  .  .  . 
Beweis.   Es  seien 
a, ,  6,,  c, ,  .  .  .  die  ungleichen  Primzahlen  von  m^, 

^2i    ^2}    ^2)  •  •  '       )}  >}  })  >}       ^^2 } 

%>    ''s?    ^3>   •   •  •       7)                    >i                         »                        »       *%> 
) 

SO  ist  nach  §  9 

vi'",)  =  «h  (i  -,!,)(i  -(!,)■■■' 

und  ebenso 
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(f  (ni^  m.^  nig  .  .  .) 

=  m,m,m,  . .  .  (l  _  l)  (l  _  _^)  .  .  .  (l  _  A)  .  .  . , 

folglich 

(p{m^m^m.^  ...')  =  (pim^)  <p{m^  9'(*%)  •  •  • 

Beispiele.   (p{  GO)  =  <p{A)  g)(3)  g)(5)  =  2  .  2  .  4  =    16 , 
9,(504)  =  9(8)  95(9)  9)(7)  =  4  .  6  .  6  =  144 . 

Lehrsatz  II.  Sind  dy,  d^,...,  dn  sämmtliche  Divi- 
soren einer  Zahl  m  =  a"¥c'  ...,  die  Einheit  und  die 
Zahl  selbst  nicht  ausgeschlossen,  so  ist 

9pK)  +  9^^  H h  ^{fin)  =  m. 

Beweis.   Ein  Divisor  von  m  hat  die  Form 

a*h"-  e  . .  ., 

wo    t  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .,  a, 

„    u     „        „         „        0,  1,  2, .  .  .,  p, 

„     '^     V        „         V        0,  1,  2,.  .  .,  y, 


bezeichnet,  und  da  a,  h,  c, .  .  .  ungleiche  Primzahlen  sind,  so 
ist  nach  dem  vorhergehenden  Satze 

(p{a*  &"  €"..)  =  cpiof)  (p(b")  (p{c")  .  .  . 
Nun  ist  nach   §  5   die   Summe   aller  Divisoren   von   m  gleich 
dem  Produkt  der  Reihen 

1  +  ö  +  a-  + \-  a" , 


folglich  die  Summe  der  q)  sämmtlicher  Divisoren  von  m  gleich 
dem  Product  der  Reihen 

tp{V)  +  cpia)  +  <p{a^)  H h  «pM  ; 


Is  ist  aber 

9^(1)  =  !; 

cp{a)  =  a   (l  -  l^ 

9^(a^)  =  «^'(l-|) 

9)(a«)  =  a«(l  ~  ]^, 
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also 

=  1  +  (l  -  I)  («  +  «'  +  •■•  +  ^'"'  =  «"• 
Ebenso  ergiebt  sich 

<?(!)  +  ^xi^)  +  <p{i^')  +  •  •  •  +  ^'M  =  ^'^ 
j 

mithin 

<3p(^i)  +  9' W  H h  9'('^»)  =  «"  l!^  ■  ■  ■  =m. 

Beispiel.  Die  Zahl  12  hat  die  6  Divisoren  1,  2,  3,  4,  6, 
12.     Es  ist 

qp(l)=l,      9^(2)  =  1,      ip{^)  =  2,      qp(4)  =  2, 

9^(6)  =  2,     9(12)  =4 
und 

1  +  1  +  2  +  2  +  2  +  4=  12. 

§  11.  HöchstePotenz  einer  Primzahl,  welche  in  das 
Product  aller  Zahlen  von  1  bis  n  aufgeht.  (Legendre, 
theorie  des  nombres,  Introduction,  XVI).  —  Bezeichnet  2>  eine 
Primzahl  und  r  die  gröfste  ganze  Zahl,  welche  in  dem  Bruche 

—  enthalten  ist,  so  befinden  sich  in  dem  Produkte 

P  =  1  .  2  .  3  .  .  .  n 
r  durch  p  theilbare  Factoren,  nämlich  j),  2j),  3jk  .  .  .,  >j). 
Ist   ferner   s   die    gröfste   ganze   Zahl ,    die   der  Bruch  — r^ 

enthält,  so  giebt  es  in  P  s  durch  ]r  theilbare  Factoren,  näm- 
lich jr,  2^r,  3jr,  ....,  sjr.  Da  wir  nun  aus  jedem  dieser 
Factoren  p  schon  einmal  genommen  haben,  so  erhalten  wir 
s  neue  Factoren  ^}. 

Bezeichnet    weiter  t   die   grösste    in     ,,  enthaltene    ganze 

Zahl,  so  kommen  noch  t  Factoren  2^  hinzu. 

So  fahren  wir  fort,  bis  wir  zu  einem  Bruche  —  gelangen, 

der  keine  ganze  Zahl  mehr  enthält.  Die  Summe  der  bei 
diesen  successiven  Divisionen  gefundenen  ganzen  Quotienten 
ist  der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  j),  welche  in  das 
Produkt  1  .  2  .  3  .  .  .  Ji  aufgeht. 
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Beispiel.    Es  ist 

100  _  .().    100  _  9r,.    1^  _  19  .    ^  —  (\ 

—  ->u,     —  ZJ,       g     —  Iw,  .  .   .,      ^^_D,..., 

100  _  o  100  .  100  ^ 

imJ  da 

50  4-  25  +  12  +  G  +  3  +  1  -=  97 

ist,  so  enthält  das  Produkt  1.2.3...  100  den  Factor  2^1 

Dieses    Resultat    setzt    uns    in    den    Stand,    zu   beweisen, 

dass  der  Ausdruck 

1.2.3... a 

1  .  2     3...&.1.2.3...C.  77l  .  2  .  .  .  <?  ' 

in  welchem  die  ganzen  Zahlen  a,  h,  c,  .  .  .,  d  der  Bedingung 

a  =  'b-\-c-\-----\-ä 

genügen,  eine  ganze  Zahl  ist. 

Wir  haben  nämlich  nur  darzuthun,    dass    eine  beliebige 

Primzahl  p  in  den  Zähler  dieses  Ausdrucks  mindestens  ebenso 

oft  aufgeht,  als  in  den  Nenner  desselben.     Zu  diesem  Zwecke 

bezeichnen    wir    mit  Legendre   die    grösste    in  einem   Bruche 

—  enthaltene  ganze  Zahl   durch  E  ( — ) .     Dann  ist 

der    Exponent    der    höchsten    Potenz    von  p,    welche    in    den 
Nenner  und 

der   Exponent   der   höchsten    Potenz   von  jp,    welche    in   den 
Zähler  aufgeht.     Nun  ist  offenbar 

} 

Werthoim,  Zalilcuthoorie.  2 
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also  geht  jede  Primzahl  j),  die  in  den  Nenner  aufgeht,  min- 
destens ebenso  oft  in  den  Zähler  auf,  d.  h.  der  Zähler  ist 
durch  den  Nenner  theilbar  und  der  Ausdruck  selbst  eine 
ganze  Zahl. 

§  12.  Anzahl  der  Zahlen  eines  gegebenen  Ge- 
biets, welche  durch  gegebene  Primzahlen  nicht  tlieil- 
bar  sind.  —  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe  zu  ermitteln,  wie 
viele  Zahlen  der  Reihe 

(1)  1,  2,  3,  ...,n 

durch  gegebene  Primzahlen  p,  q,  r,  . .  .,  s  nicht  theilbar  sind. 
Ist  zunächst  n  ein  Vielfaches   von  j)^  etwa  n  =  hp,   so 
enthält  die  Reihe  (1)  die  h  durch  p  theilbaren  Zahlen 

p,  2p,  3j|j,  ...,  Ip-, 
mithin  sind 

n  —  k  =  n =  n  (l ) 

Zahlen  von  (1)  durch  j9  nicht  theilbar. 

Wenn  n  kein  Vielfaches  von  p  ist  und  wir  wieder  die 
ffrösste  in  dem  Bruche  —  enthaltene    ganze   Zahl   mit  El-] 

bezeichnen,   so  ergiebt  sich,   dass   die  Reihe  (1)  -E"  (     )  durch 
p  theilbare,  also 

Zahlen  enthält,  welche  durch  diese  Primzahl  nicht  theil- 
bar sind. 

Um  weiter  zu  bestimmen,  wie  viele  von  den  Zahlen  (1) 
weder  durch  p,  noch  durch  q  theilbar  sind,  scheiden  wir  zu- 
nächst die  E  ( — \  durch  p  theilbaren,  dann  die  E  {—\  durcli 
q  theilbaren  aus;  dadurch  würden  wir 


-<j)-^{:) 


erhalten.     Wir  haben  aber  jede  der  E  ( ^  \  durch  das  Produkt 

pq  theilbaren  Zahlen  zweimal  ausgeschieden.     Es  ergiebt  sich 
somit,  dass  die  Reihe  (1) 
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-<j)-<i)+<f:) 


Zahlen  enthält,  welche  weder  durch  j),  noch  durch  q  theilbar 
sind.  Wenn  n  durch  pq  theilbar  ist,  so  geht  dieser  Ausdruck 
über  in 


(^-7)(^-i)- 


Ist  r  eine  dritte  Primzahl,  so  ergiebt  sich  die  Anzahl  der 
weder  durch  ^;,  noch  durch  q,  noch  durch  r  theilbaren  Zahlen 
der  Reihe  (1)  anf  folgende  Weise: 

Wir  lassen  erst  die  durch  p,  dann  die  durch  q,  endlich 
die  durch  r  theilbaren  Zahlen  weg  und  erhalten  als  Ausdruck 
für  die  Anzahl  der  zurückgebliebenen  Zahlen 


-^(7)-^(f)-^(T)- 


Nun  ist  aber  jede  der  beziehungsweise  durch  pq,  qr,  pr  theil- 
baren Zahlen  zweimal  ausgeschieden;  also  muss  zu  obigem 
Ausdruck  noch 


\pq_)  "*  \2»"/  \pr) 


addirt   werden.     Endlich    ist  jede    der    E  i \    Zahlen,    die 

durch  das  Produkt  pqr  theilbar  sind,  dreimal  fortgelassen 
(weil  durch  p,  durch  q  und  durch  r  theilbar) ,  aber  ebenso 
oft  wieder  hinzugefügt  Avorden  (weil  durch  pq,  durch  qr, 
durch  pr  theilbar).  Da  nun  diese  Zahlen  aus  (1)  fortgelassen 
werden  sollen,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe  (1) 

Zahlen  enthält,  welche  weder  durch  p,  noch  durch  q,  noch 
durch  >•  theilbar  sind.  Wenn  n  durch  pqr  theilbar  ist,  so 
ireht  dieser  Ausdruck  über  in 


0-^)0-))(-^) 


Durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  erhalten   wir  den  Satz: 

Man    erhält    die    Anzahl     der    Zahlen    der    Reihe 

2* 
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1,  2,  3,  ...,  w,  welche  durch  keine  der  Primzahlen 
P,  q,  r,  ...,  s  theilbar  sind,  indem  man  das  Produkt 

auflöst  und  jedes  Glied  unter  Beibehaltung  seines 
Vorzeichens  durch  die  grösste  in  ihm  enthaltene 
ganze  Zahl  ersetzt. 

Wir  wollen  die  Anzahl  der  Zahlen  des  Gebiets  von  1  bis 
n,  welche  durch  keine  der  i  ersten  Primzahlen 

2h=^,    i),  =  3,    i?3  =  5,  ..  .,  i), 
theilbar  sind,  durch  cp(n,  i)  bezeichnen.     Es  ist  also  z.  B. 

9,(7,1)  =  4,     <p(8,  1)  =  4,     g)(10,2)  =  3, 
u.  s.  w. 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  eine  Formel  herzuleiten,  welche 
die  Berechnung  von  q){n,  i)  in  allen  Fällen  ermöglicht. 

Werden  nämlich  aus  der  Reihe  (1)  alle  Zahlen  weg- 
gelassen, welche  durch  eine  der  i  —  1  ersten  Primzahlen  theil- 
bar sind,  so  bleiben  noch  (p{n,i  —  1)  Zahlen  stehen. 

Von  diesen  wollen  wir  noch  diejenigen  fortschafi'en,  welche 
durch  die  i*®  Primzahl  theilbar  sind,  so  dass  uns  nach  der 
Definition  nur  noch  cp{n,  i)  Zahlen  übrig  bleiben.  Durch  j^j, 
theilbar  sind  von  den  Zahlen  des  betrachteten  Gebiets 

Pi,   2p;,   3j>,-,  ...,  EQ-)pi. 

Ein  Theil  dieser  Zahlen,  nämlich  die  durch  eine  der  i  —  1 
ersten  Primzahlen  theilbaren,  sind  aber  schon  in  Wegfall  ge- 
kommen; es  bleiben  also  nur  noch  die  zu  beseitigen,  welche 
durch  pi,  aber  durch  keine  der  vorhergehenden  Primzahlen 
theilbar  sind.  Die  Anzahl  dieser  Zahlen  ist  gleich  der  An- 
zahl der  Zahlen  der  Reihe 

welche  durch  keine  der  i  —  1  ersten  Primzahlen  theilbar  sind, 
also  gleich  q)   \E(—\,  i —  1     ,    und    somit    orgiebt    sich    zur 
Berechnung  von  9?(w,  ?)  die  Formel 
(2)  <p{n,  i)  =  cp{n,  i~\)-<p  ^F  (^),  /  -  l]  . 
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Aufgabe.  Die  Anzahl  der  Zahlen  des  Intervalls  von  1 
bis  1000  zu  bestimmen,  welche  durch  keine  der  vier  ersten 
Primzahlen  2,  3,  5,  7  theilbar  sind. 

Es  ist 

9)(1000,  4)  =  gj(1000,  3)  —  g?(142,  3). 

Nun  ist 

1)  9>(1000,  3)  =  g?(1000,  2)-9?(200,2)==333—    67  =  266; 

denn 
cp(\000,  2)  =  g)(1000,  1)  -  g)(333, 1)  =  500  -  167  =  333 
9p(  200,2)  =  g)(  200,  l)-g)(  66,1)  =  100—    33=    67. 

2)  9)(142,  3)  =  9)(142,  2)-^(28,  2)=    47-     9=38; 
denn 

(p(U2,  2)  =  ^(142,  1)  -  9)(47,  1)  =  71  -  24  =  47 
(p{  28,  2)  =  (p{  28,  1)  -  (p{  9,1)  =  U-    5  =    9  . 
Es  ergiebt  sich  also 

9)(1000,  4)  =  266  -  38  =  228, 

d.  h.  das  Gebiet  1,  2,  ..  .,  1000  enthält  228  Zahlen,  welche 
weder  durch  2,  noch  durch  3,  noch  durch  5,  noch  durch  7 
theilbar  sind. 

§  13.  Anzahl  der  Primzahlen  in  dem  Intervall  von 
1  bis  n.  —  Die  Aufgabe,  zu  bestimmen,  wie  viele  Primzahlen  zwi- 
schen beliebig  gegebenen  Grenzen  liegen,  hat  einige  der  bedeu- 
tendsten Mathematiker  der  neueren  Zeit  beschäftigt.  Legendre 
(theorie  des  nombres,  IV,  8),  Gauss  (Bd.  II  p.  444),  Tchebichef 
(Liouville's  Journal,  Bd.  17),  Riemann  (Monatsberichte  der  Ber- 
liner Akademie,  1859)  und  Scheibner  (Schlömilch's  Journal, 
1860)  suchen  die  Anzahl  der  Primzahlen  eines  gegebenen  Inter- 
valls durch  eine  Formel  auszudrücken.  Dagegen  hat  Meissel 
(Mathematische  Annalen,  Bd.  II  u.  III)  die  Aufgabe  gelöst, 
die  wirkliche  Zählung  der  Primzahlen  in  einem  gegebenen 
Gebiet  zurückzuführen  auf  die  Zählung  derselben  in  einem 
kleineren  Gebiet.  Das  Verfahren,  welches  Meissel  einschlägt, 
wollen  wir  jetzt  darlegen. 

Es  bezeichne  i^{n)  die  Anzahl  der  Primzahlen  in  dem 
Intervall  von  1  bis  n,  und  es  werde  vorausgesetzt,  man  habe 
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die  Anzahl  der  Primzalileu  in  den  beiden  Intervallen  von  1 
bis  }/7i  und  von  1  bis  ]/w  gefunden,  also  z/'}/«  und  ^  |/« 
bestimmt.  Da  das  zweite  Intervall  grösser  als  das  erste  ist, 
so  wird  CS  im  Allgemeinen  auch  mehr  Primzahlen  als  jenes 
enthalten.     Wir  setzen  dem  gemäss 

wo  ^  >  0  ist.  Bezeichnet  jetzt  s  eine  Zahl ,  die  der  Bedin- 
gung ft  ^  s  ^  0  genügt,  so  liefert  die  Formel  (2)  des  vorigen 
Paragraphen 

(p  (n ,  in  -f  ,s- ) 
=  <3P(",  m-\-  s  —  \)  —  cp(E  -^  ,  m  +  *•  —  \\  . 

Nun  ist  p,n  der  Voraussetzung  nach  die  grösste  Primzahl  des 

—  ^/~ 

Intervalls  von   1  bis  }/«,    also  — — <1,   und   daraus  ergiebt 

Pm+l 

sich  leicht 


(3) 


—-<Vn',       y- <>/w; 

Pm+l  '     Pni4-l 


i+1  '     J^m+l 

es  ist  also  auch 


^\/~^<tVn,     d.h.     m>^YJ^' 
Für  den  Werth  s  =  1   besteht  demnach  die  Ungleichuns 
m+s-  1  >,/,  "|/-^L_. 

^    P,n+s 

Da  nun,  wenn  .s  zunimmt,  die  linke  Seite  derselben  offen- 
bar grösser,  die  rechte  Seite  dagegen  kleiner  wird,  so  gilt 
diese  Ungleichung  für  jedes  s  >  1 . 

Ferner  enthält  das  Intervall  von  1  bis  ]/w  nach  unserer 
Voraussetzung  m  -j-  ^  Primzahlen,  von  denen  p,n-\-n  die  grösste 
ist.     Es  ist  also  Pn,+f,  <  Vn ,  folglich 

',n+f,  I    n  Pm+f< 

und  somit 


tlj 


(-  — )>^|/w,      d.    h.     ^i.f^\>;n-\-^i>m-]-^i—l. 

\t^m-\-n/  \l>„,-\-/ii/ 
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Für  6'  =  fi  bestellt  demnach  die  Ungleichung 


{kz)>"'  +  ^-'' 


und  da  bei  abnehmendem  s  die  linke  Seite  zunimmt,  während 
die  rechte  kleiner  wird,  so  gilt  diese  Ungleichung  für  jedes 
s  <  ft. 

Auf  Grund  unserer  Voraussetzungen  bestehen  also  für 
die  Gültigkeit  der  Formel  (3)  die  Grenzbedingungen 

(4)  ^.(^)>,;,  +  ,_l>^,]/^, 

WO  |u^  ^  s  ^  0  ist. 

Ehe  wir  aus  der  Formel  (8)  weitere  Schlüsse  ziehen, 
wollen  wir  das  zweite  Glied  ihrer  rechten  Seite  etwas  um- 
formen. 

Nach  der  Definition  drückt  9)(«,  a)  die  Anzahl  der  Zahlen 
des  Gebiets  von  1  bis  n  aus,  welche  durch  keine  der  a  ersten 
Primzahlen  j}^,  p^j  •  •  ■}  Pa  theilbar  sind.  Es  sind  dies  ausser 
der  Einheit  die  Primzahlen  Pa+i,  Pa+2,  ■•■,  Pip{n)  und  die 
Produktverbindungen  der  letzteren.     Wird  nun  die  Bedingung 

(5)  .    il;(ii)  >,  a  ^  ^  ]/m 

gestellt,  so  ist  pia+i^V'ii,  und  folglich  enthält  das  Intervall 
von  p„-f-i  bis  n  keine  Produktverbindung  jener  il;{n)  —  a  Prim- 
zahlen; also  ist  unter  der  Bedingung  (5) 

(6)  9p(n,  a)  =  1  -|-  i^(n)  —  a. 
Diese  Formel  (6)  darf  auf  den  Fall 

n  =  jfc" ,     a  =  ni  4-  s  —  1 

angewandt  werden ,  denn  für  diesen  Fall  fällt  (4)  mit  der 
Bedingung  (5)  zusammen.     Es  ergiebt  sich 

cpfE-""    ,m  +  6-  -  l)  =  1  +  ^  (-^)  -  (m  +  s  -  1), 

und  dann  geht  (3)  über  in 

(p{n,  m  -\-  s)  =  (p(n,  m  -\-  s  —  1)  —  2  +  (^'^  ~h  ^)  —  ^  ( )• 

Ertheilt  man  hierin  s  der  Reihe  nach  die  ^  Werthe  ft,  fi  —  1, 
^  —  2,  .  .  .,  2,   1,  so  erhält  man  die  ^  Gleichungen 
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9(«,  in  +  fO  =  9P(**?  wi  +  a  —  1)  —  2 

+  (nt  +  ^)-4'(-^), 

q){n,  m  -\-  ^  —  l)  =  (p[n,  m  -\-  ^  —  2)  —  2 

+  (m+a)-l-0(-^'— ), 

(p{n,  m  +  1)  =  (p{n,'>n)  —  2  +  (m  +  .u)  -  (^  —  1)  -  i^.  (,7^)  » 

\Pm+l/ 

durch  deren  Addition  sich 


(p(;)i,  tu  -f-  ^u)  =  qr)(«,  w)  —  2fi  -j-  f*  ("^  +  ^) 


(i{[i—  1) 


ergiebt.     Nun  ist  m  -\-  ^  =  jp  Yn , 

fi((i  —  1)  (x(fi  +  3) 


t    Wi  -f 

also  geht  diese  Formel,  wenn 
gesetzt  wird,  über  in 

Nach  Formel  (6)  ist  aber 

9d(«,  i^]/m)  =  1  +  ^{ii)  —  ipYn, 
und  durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  (7)  erhält  man  nach 
leichten  Reductionen 


(8) 


t{n)  =  cp(n.,  m)  +  m(^  +  1)  +  ^^%    '^  -  1 


-I^ö 


Diese    Formel    dient    zur   Berechnung    der   Anzahl    der  Prim- 
zahlen zwischen  1  und  n. 

Beispiel.  Es  sei  n  =  1000,  so  ist  ]/n  =  10,  Yn  =  31, 
m  =  ^  (10)  =  4,  m  -}-  ^  =  xp  Sl  =  11 ,  ^  =  1;  die  Formel 
(8)  liefert  also 


Nun  ist 


Theilbarkeit  der  Zahlen.  25 

^,  (lOOD)  =  g>  (1000,  4) +  4. 8  +  ^-1-^^  Q^^j  • 

2h  =11;  t/'(^')  =  t/'(90)  =  24, 

i,,  =13,  ^/,(l^)  =  rA(76)  =  21, 

,,==17,  ^(-^)  =  ^(58)  =  16, 

Ps  =19,  i/'(^)  =  ^(52)  =  15, 

i^.  =23,  ;^(^)  =  z^(43)=14, 

Äo  =  29,  ,^,(1^)  =  .^(34)  =  11, 

l>n  =  31,  t^(^)  =  ^(32)  =  ll, 


ilso 


'1000\ 


und  da  nach  dem  Früheren 

95(1000,4)  =228 
ist,  so  erhalten  wir 

^(1000)  =  228  +  32  +  21  —  1  —  112  =  168; 

zwischen  1  und  1000  giebt  es  also  168  Primzahlen. 
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CoDgrueute    Zahlen. 

§  14.    Definition.  —  Wenn  die  Differenz  zweier  Zahlen 

a,   b   durch    eine   dritte  Zahl  m  theilbar,   wenn   also  eine 

ganze  Zahl  ist,  so  nennt  man  a  und  b  in  Beziehung  auf  m  con- 
gruent.  Die  Zahl  m  heisst  dann  der  Modul,  und  man 
schreibt  nach  Gauss'  Vorgange 

a^b  (mod.  m) . 
So  ist  z.  B. 

34  ^  16  (mod.  9) ,  17  =  —  3  (mod.  10) . 

§  15,  Reste  einer  Zahl.  —  Erhält  man  bei  der  Di- 
vision einer  Zahl  a  durch  tu  den  Quotienten  g  und  den  Rest  r, 
so  ist 

a  =  mq  -}-  r . 

Dafür  kann  man  aber  auch 

a  ==  m  (q  -{-  1)  —  (ni  —  r) 

schreiben,  d.  h.  man  kann  den  Quotienten  um  eine  Einheit 
vergrösseru  und  statt  r  den  negativen  Rest  —  {m  —  r)  nehmen. 

Wenn  »*  =  -^  ist,   so  l^c  auch  m  —  r  =  -  ;  ""d  wenn  *"  >  y 

ist,  so  muss  m  —  *"  <^  "ö  ^^^^-  Je^lß  Zahl  hat  also  in  Be- 
ziehung auf  einen  Modul  ni  einen  positiven  oder  negativen 
Rest,   welcher  nicht  grössser   als  --  i^^-     Diesen   Rest  nennt 

man  den  absolut  kleinsten,  im  (k^gonsatz  zu  dem  kleinsten 
positiven  Rest,  der  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .,  m  —  1  ist. 
Beispiel.     Dividirt  man   24  durch   0,   so   erhält  man   als 
kleineten  positiven  Rest  6,  als  absolut  kleinsten  Rest  —  3. 
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Es  folgt  nun  aus  der  Annahme 
a  =  mq  -\-  r , 

dass      ~"  -  eine  cranze  Zahl  q  ist,  d.  h.  iede  Zahl  a  ist  ihrem 

Rest  r  in  Beziehung  auf  den  Divisor  m  als  Modul  congruent. 

Von  diesem  Satze  ausgehend,  hat  man  den  Begriff  „Rest" 
verallgemeinert  und  nennt  jede  von  zwei  für  einen  Modul  con- 
ffruenten  Zahlen  den  Rest  der  andern  für  diesen  Modul. 

§   16.     Congruenzen.    —    Drückt    mau    aus,    dass   zwei 

Grössen  für  einen  Modul  congruent  sind,   so  erhält  man  eine 

Congruenz.     Eine    solche    kann,   wie    eine    Gleichung,    eine 

oder   mehrere  Unbekannte  enthalten  und   vom   ersten,   oder 

zweiten,  u.  s.  w.   Grade    in  Beziehung  auf   die   Unbekannten 

sein.     So  ist 

3a;=7(niod.  11) 

eine  Congruenz  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten, 

bx  -{-2y~S  (mod.  13) 
eine  Congruenz  ersten  Grades  mit  zwei  Unbekannten, 

x^  +  dx  =  4:  (mod.  7) 
eine  Congruenz  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten,  u,  s.  w. 

§  17.  Sätze  über  die  Verbindung  von  Congruenzen. 

I.  Wenn  zwei  Zahlen  a  und  h  für  einen  Modul  m 
einer  dritten  Zahl  c  congruent  sind,  so  sind  sie  für 
denselben  Modul  einander  congruent. 

Beweis.    Da  a  ^  c  (mod.  m)  und  b^  c  (mod.  m)  sein  soll, 

also  — —  und ganze  Zahlen  sind,   so  muss  auch 

a  —  c         h  —  c  .;-& 

in  VI  m 

eine  ganze  Zahl,  d.  h.  a^^h  (mod.  m)  sein. 

IL  Durch  Addition  mehrerer  auf  einen  Modul  be- 
züglichen Congruenzen  erhält  mau  eine  für  denselben 
Modul  richtige  Congruenz. 

Beweis.     Ist 

tti  ^  &i ,  «j,  ^E  &2 >  •  ■  •}  C'n  ^^  bn  (mod.  m) , 
also  jede  der  Grössen 
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a,  —  &i      a^  —  ftg  «„ 


eine  ganze  Zahl,  so  muss  auch  die  Summe 

tti  —  6,      ,     «g  —  ?;.,     ,  «n  "~  ^»1 

-\ 1 \ 


m 
eine  ganze  Zahl  sein,  d.  h.  es  ist 

^1  +  ^2  +  •  •  •  +  ^«  ^  ^1  +  öj  +  •  •  •  +  ^«  (mod.  w) . 

Zusatz.  Eine  Congruenz  bleibt  richtig,  wenn  man 
jede  Seite  derselben  mit  einer  Zahl  n  multiplicirt. 

Beweis.  Wird  der  vorhergehende  Satz  auf  die  n  iden- 
tischen Congruenzen 

a^b,  a^b,  .  .  .,  a  E^b  (mod.  m) 
angewandt,  so   ergiebt  sich  sofort 

na  ^nb  (mod.  m). 

Oder:    Wenn  a^b  (mod.  ni),  also  eine   ganze  Zahl  ist, 

so    muss    auch    eine    ganze    Zahl,    d.    h.    an  z^  bn 

(mod  .  m)  sein. 

Beispiele.     Aus  den  Congruenzen 

17  =  5,  19  =  —  5,  34  EEE  10  (mod.  12) 
folgt  durch  Addition 

70  =10  (mod.  12). 
Aus  5  IH  —  2  (mod.  7)  folgt  durch  Multiplication  mit  3 
15  ^  —  G  (mod.  7)  . 
III.    Die  Differenz  zweier  auf  einen  Modul  bezüg- 
lichen Congruenzen  ist  eine  für  denselben  Modul  rich- 
tige Congruenz. 

Beweis.     Wenn  a^^b^,  a.y^i^b^  (mod.  m),   also -, 

— ganze  Zahlen  sind,  so  ist  auch 

«1  —  fei   ttj  —  bj  ^_  («1  —  et«)  —  (bi  —  feg) 

m  m  m 

eine  ganze  Zahl,  d.  h. 

Ol  —  a2  ^  &i  —  &2  (uiod.  m) . 
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Beispiel.    Aus 

17  EE  5,  19  =  -  5  (mod.  12) 
folgt 

—  2  =  10  (mod.  12)  • 

IV.  Das  Produkt  mehrerer  auf  einen  Modul  be- 
züslichen  Congruenzen  ist  eine  für  denselben  Modul 
richtige  Congruenz. 

Beweis.     Ist  «j  ee  ?>i  (mod.  w),  also  — - j— ^  =  ^i?  wo  g^ 

eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

(1)  a^  =  &i  +  mg^ . 

Ebenso  kann  man  statt  der  übrigen  gegebenen  Congruenzen 

«2  ^  &2 ,  «3  ^  &3 ,  .  .  . ,  ttn^bn  (mod.  m) 
die  Gleichungen 

(2)  «o  =   &2  +  '^^ff-  }       ■  ■}    ^»   =  ^^«   +  ''^^ü'^ 

setzen,  wo   auch  ^27  •  •  •?  9n   ganze   Zahlen  bedeuten.     Durch 
Multiplication  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  erhält  man 

<^i  «2  %  •  '  •  ^«  =  ^1  ^2  ^3  •  ■  •  ^»  +  "^  ^  7 
wo   G  eine   ganze  Zahl  bezeichnet,  auf  deren  Grösse   es   uns 
hier  nicht  ankommt.     Es  ist  mithin 

CTi  q,  «3  •  .  •  g^  —  &i  &3  •  •  •  6„  ^ 

d.  h. 

«1«,  .  .  .  ör„  ^E  &,  &2  . .  .  ?>«  (mod.  m) . 

Zusatz.    Eine  Congruenz   bleibt  richtig,  wenn  man 
beide  Seiten  auf  dieselbe  Potenz  erhebt. 
Beweis.    Wird  in  der  letzten  Congruenz 
a^^  =  a^  =  a.^  ^  •  '  •  =  ttn  =  a 
&j  =  62  ^=  \  ^  •  '  •  =  l)a  =  h 
vorausgesetzt,  so  geht  dieselbe  über  in 
a"  ^  &"  (mod.  w)  . 
Beispiele.  Aus  12  i^  5,  3  ~  —  4,  2  =  —  5  (mod.  7)  folgt 
durch  Multiplication 

72  =  100  (mod.  7) . 

Aus  2  =  —  5  (mod.  7)  folgt  durch  Erhebung  auf  die  2*^  Potenz 

4  =  25  (mod.  7)  . 
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V.     Wenn  beide  Glieder  a,  h  einer  Congruenz 
a^h  (mod.  7n) 
einen    grössten   gemeinschaftlichen  Divisor   d   haben, 
der    prini   zum   Modul   ni    ist,    so    erhält   man   eine   für 
denselben    Modul    m    richtige    Congruenz,    wenn    man 
beiderseits  durch  d  dividirt. 

Haben  aber  d  und  der  Modul  m  den  grössten  ge- 
meinschaftlichen Divisor  Ö,  so  gilt  die  durch  jene 
Division  erhaltene  neue  Congruenz   nur  noch   für  den 

Modul    5- 
o 

Beweis.  Es  sei  a  =  ad,  h  =  ßd,  wo  a  und  ß  prini  zu 
einander  sind.     Nun  soll 

ad  —  ßd  ^^1  ß) 

VI  VI 

eine  ganze  Zahl  sein.     Wenn  also  (/  prini  zu  ni  ist,  so  muss 
(§  7)  m  in  a  —  ß  aufgehen,  also 

a  ^n  ß  (mod.  ni) 
sein.     Wenn  aber  (/  und  0)1,  den  grössten   gemeinschaftlichen 
Divisor  d  haben,    so   lässt   sich    der  Bruch   — ^ durch   d 

'  VI 

heben  und  geht,  wenn  d  =  did,  m  =  m^d  gesetzt  wird,  über 

in   '^^  —  •     Damit    dieser    Ausdruck    eine    ganze   Zahl    sei, 

f^ ß 

muss,  da  m^  prim  zu  d^^  ist, eine  ganze  Zahl,  d.  h. 

?«, 

a  :ee  ß  (mod.  lUy) 
sein. 

Beispiele.   Aus  26  th  12  (mod.  7)  folgt,  da  2  i)rim  zu  7  ist, 

13  =  6  (mod.  7) . 
Aber  aus  28  ^^  16  (mod.  6)  folgt 

7  EE5  4  (mod.  3,  nicht  mod.  6) . 

§  18.  Anwendungen  dieser  Sätze.  —  Die  vorher- 
gehenden Sätze  (inden  im  bürgerlichen  Rechneu  vielfache  An- 
wendung. Zunächst  ergeben  sich  aus  ihnen  die  verschiedenen 
liegeln,  nach  denen  man  entscheidet,  ob  eine  Zahl  durch  eine 
andere  theilbar  sei  oder  nicht.  Es  sei  nämlich  P  eine  Zahl, 
welche  a  Einer,  b  Zehner,  c  Hunderte,  u.  s.  w,  enthält,  also 
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P=a4-  106  +  100c  H 

Ist  dann  für  einen  Modul  m 

10  EEEE  r^ ,  100  =  rg ,  .  .  . , 
so  ist 

F ^  a  -\-  r^h  -\-  r.,c  -\-  •  •  •  (mod.  m) , 

und  wenn  letztere  Zahl   durch  in  theilbar  ist,   so  ist   auch  P 
durch  m  theilbar. 

Beispiele.     I.    Sowohl  für  den  Modul  2,  als  auch  für  den 

Modul  5  ist 

10  =  0,  100  =  0,  ..., 
mithin 

P^a  (mod  .  2  und  mod.  5) , 

und  dies  drückt  aus,   dass  eine  Zahl  durch  2  oder  5  theilbar 

ist,  wenn  die  Anzahl  ihrer  Einer  durch  2  oder  5  theilbar  ist. 

II.  Sowohl  für  den  Modul  3,  als  auch  für  den  Modul  9  ist 

10  EE^l,   100=1,   ..., 
mithin 

P^a-{-b-\-c-\---'  (mod.  3  und  mod.  9) , 

und  diese  Formel  lehrt,  dass  jede  Zahl  bei  der  Division  durch 

3  und  durch  9  denselben  Rest  wie  ihre  Quersumme  lässt. 

IIL   Für  den  Modul  11  ist 

10  =  —  1 ,  100  =  +  1 ,  1000  =  —  1 ,  u.  s.  w., 

folglich  ist 

P=a  —  h-\-c  —  d-\ (mod.  11) , 

welche   Formel    die    bekannte   Theilbarkeitsregel    für  den  Di- 
visor 11  liefert. 

IV.  Für  den  Modul  7  ist 

10°=  1,  10^  =  3,  10^  =  2,  lO^EE^-  1,  10*= -3, 

10^  =  —  2,  Wzz.!,  10^  =  3 ,  . .  . , 
also 

P=  (a  +  36  +  2c)  —  (d  +  3e  +  2/^)  +  •  •  •  (mod.  7). 

Nach  dieser  Formel  ist  z.  B. 

37589  =  (9  +  24  +  10)  -  (7  +  9)  lEZE  27  =  G  (mod  .  7), 

275  768  929  =  (9  +  6  H-  18)  -  (8  +  18  +  1^)  +  (5  +  21  +  4) 

=  33  —  40  +  30  =  23  =  2  (mod.  7). 

V.  Es  sei  jetzt  und  in  den  folgenden  Beispielen 

P=^a  -\-  Wh, 
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wo    a    die   Anzahl    der  Einer   und   h   die  Zahl   bezeichnet,   die 
aus  P  bei  Fortlassung  der  Einer  entsteht.     Da  nun 

1  =  8,  10  =  — 4(mod.  7) 
ist,  so  ist 

P  =  8a  —  4&  =  —  4  (6  —  2a)  (mod.  7) , 

und  da  —  4  prim  zu  7  ist,  so  wird  F  durch  7  theilbar  sein, 
wenn  b  —  2a  durch  7  theilbar  ist. 

Danach  ist  2422  durch  7  theilbar,  wenn  7  in  242  —  4  =  238  aufgeht, 
„         2o8         „  „      1       V       „2b  — 10  =  7  „       , 

und  da   7    durch   7    theilbar   ist,    so   ist  auch   2422    durch   7 
theilbar. 

VI.  Für  den  Modul  13  ist 

1  =  —  12,  10=  —  3, 

also 

P=  -  l2a  —  U=  —  3{h-\-  4a)  (mod.  13) , 

und  P  wird  durch  13  theilbar  sein,  wenn  13  in  Z>  -[-  4a  aufgeht. 
Untersucht  man  mit  Rücksicht  hierauf  die  Zahl  701064, 
so  erhält  man  der  Reihe  nach  die  neuen  Zahlen 

70122,  7020,  702,  78, 
und  da  13  in  78  aufgeht,  so  ist  auch  jede  der  vorhergehenden 
Zahlen  durch  13  theilbar. 

VII.  Für  den  Modul  19  ist 

1=— 18,  10= —  9, 
also 

P=  -  18a  -  9Ü;  =  ~  9  (h  +  2a)  (mod.  19). 

Bei  Anwendung  der  sich  hieraus  ergebenden  Regel  erhält  man 
aus  16536194  der  Reihe  nach  die  neuen  Zahlen 

1653627,  165376,  16549,  1672,  171,  19, 
und  da  die  letzte  durch  19  theilbar  ist,  so  sind  es  auch  alle 
vorhergehenden. 

VIII.  Wird  weiter  P  ^e  a  -\-  100 &  gesetzt,  wo  a  die  aus 
den  Einern  und  Zehnern  gebildete  (zweistellige)  Zahl,  b  die 
Zahl  ist,  in  welche  P  sich  verwandelt,  wenn  a  fortgelassen 
wird,  so  folgt  aus  den  beiden  Congruenzen 

100  =  2  (mod.  7)     und     100  =  — 2  (mod.  17), 
dass 

P=  a  +  26  (mod.  7)     und     P  =  a  —  2&  (mod.  17) 
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ist.  Die  erste  dieser  Formeln  liefert  eine  neue  Theilbarkeits- 
regel  für  7,  die  zweite  eine  solche  für  17;  bei  Anwendung 
der  letzteren  ist,  wenn  2&  >  a  ist,  die  rechte  Seite  durch 
—  (2h  —  a)  zu  ersetzen. 

Beispiele.  Um  zu  sehen,  ob  5943  durch  7  theilbar  sei, 
hat  man  die  Zahlen  43  -f  118  =  161,  61  +  2  =  63  zu  bilden. 
Da  63  durch  7  theilbar  ist,  so  ist  es  auch  die  vorgelegte  Zahl. 

Dass  8041  durch  17  theilbar  ist,  erkennt  man  durch 
Bildung  der  Zahlen  160  —  41  =  119,  19  —  2  ==  17. 

In  ähnlicher  Weise  könnte  mau  für  andere  Divisoren 
Regeln  herleiten;  doch  ist  es  meist  zweckmässiger,  die  Di- 
vision selbst  zu  versuchen,  als  solche  Regeln  anzuwenden. 

Die  oben  hergeleiteten  Sätze  lassen  noch  eine  andere  An- 
wendung zu.  Hat  man  nämlich  eine  Reihe  von  Zahlen  durch 
Addition,  Subtraction  oder  Multiplication  vereinigt,  so  kann 
man,  um  das  Resultat  zu  prüfen,  jede  Zahl  durcli  ihren 
kleinsten  Rest  für  irgend  einen  Modul  (am  zweckmässigsteu 
9  oder  11)  ersetzen.  Vereinigt  man  dann  diese  Reste  in  der 
vorgeschriebenen  Weise,  so  muss  das  so  erhaltene  Resultat, 
wenn  kein  Fehler  begangen  ist,  denselben  Rest  wie  das  durch 
Vereinigung  der  Zahlen  selbst  erhaltene  liefern. 

Um  z,  B.  zu  sehen,  ob  wirklich 

(27  +  46)  39  —  112  =  2735 

sei,  ersetze  man  links  jede  Zahl  durch  ihren  Rest  für  den 
Modul  9;  man  erhält  (0  +  1)3—4  =  —  1  =  8  (mod  .  9), 
welchen  Rest  auch  2735  =  2  +  7  +  3  +  5=  17  liefert. 
Ersetzt  man  jede  Zahl  links. durch  ihren  Rest  für  den  Modul  11, 
so  erhält  man 

(5  +  2)  6  -  2  =  40  EEE  7  (mod.  11), 

und  denselben  Rest  hat  auch 

2735  EEZ  (5  +  7)  -  (3  +  2)  =  7  (mod.  11) . 

§  19.  Wurzeln  von  Congruenzen.  —  Bezeichnen  A, 
B,  6',...,  N,  P  gegebene  ganze  Zahlen  und  n  eine  positive 
ganze  Zahl,  so  ist 

Ax"  +  Bx"-^  -^  ...-\-  Nx-\-  Fr^O  (mod.  m) 
eine  Congruenz  w**^"  Grades  mit  einer  Unbekannten  x.     Wenn 

Wertheim,  Zalileutlicorie.  3 
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jeder  der  Coefficieuten  A,  J>,  ...,  N,  F  durch  den  Modul  in 
theilbar  ist,  so  wird  die  Congrueuz  durch  jeden  Werth  von  x 
befriedigt;  in  diesem  Falle  nennt  man  sie  eine  identische 
Congruenz,  Die  Congruenz  ist  unmöglich,  d.  h,  es  kann 
keinen  Werth  von  x  geben,  der  ihr  genügt,  wenn  alle  Coeffi- 
cieuten, mit  Ausnahme  von  P,  durch  m  theilbar  sind. 

Wenn  weder  das  eine,  noch  das  andere  der  Fall  und 
Xi  eine  Zahl  ist,  nach  deren  Einsetzung  an  die  Stelle  von  x 
die  linke  Seite  der  Congrueuz  durch  m  theilbar  ist,  so  nennt 
man  x^  eine  Wurzel  der  Congruenz.  So  ist  2  eine  Wurzel 
der  Cougruenz  3a;  +  7  ^  0  (mod.  13),  da  3  .  2  +  7  =  13 
durch  13  theilbar  ist. 

Hat  eine  auf  den  Modul  di  bezügliche  Congruenz  eine 
Wurzel  Xi,  so  wird  sie,  wie  die  in  §  17  bewiesenen  Sätze 
erkennen  lassen,  auch  durch  jede  der  imendlich  vielen  Zahlen 
befriedigt,  welche  =r^  x^  (mod.  m)  sind.  So  wird  die  linke 
Seite  der  vorigen  Congruenz,  welche  eine  Wurzel  2  hat,  durch 
13  theilbar,  wenn  man  x  durch  irgend  eine  der  Zahlen  2, 
15,  28,  .  .  .,  oder  —  11,  —  24, .  .  .,  allgemein  2  +  ISA;  ersetzt, 
wo  Je  jede  ganze  positive  oder  negative  Zahl  sein  kann.  Alle 
diese  Zahlen  sieht  man  aber  nur  als  eine  einzige  Wurzel 
an,  und  die  verschiedeneu  Wurzeln  einer  Cougruenz  be- 
stimmen, heisst  die  incongrueuteu  Zahleii  ermitteln,  welche 
derselben  genügen. 

Enthält  eine  Congruenz  mehrere  Unbekannte  x,  y,..., 
oder  liegen  mehrere  Congruenzen  mit  mehreren  Unbekannten 
vor,  so  bilden  die  zusammengehörigen  Werthe  x^,  ^, ,  .  .  ., 
welche  im  ersteren  Falle  der  Congruenz,  im  zweiten  Falle  allen 
Congruenzen  genügen,  eine  Auflösung  derselben. 

Beispiele.    Eine  Auflösung  der  Congruenz 
3a;-f  öy-f  G  :--^  0  (mod.  17) 


ist 


X  :^2 ,  y  :i^  l  (mod.  17) 
Eine  Auflösung  der  Congruenzen 
13a;  —  ly  —  10  e=  0 


ist 


,  (mod.  IG) 
3,  y=n  (mod.  IG). 
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§  20.     Umformung   einer  Congruenz.   —   Man    kann 
eine  Congruenz 

Äx"  +  Bx"-^  +  .  .  .  +  iV^o;  +  P  =  0  (mod.  m) 
dadurch  auf  eine  andere  Form  bringen,  dafs  man  jeden  ihrer 
Coefficieuten  Ä,  13,  .  .  .,  N,  P  durch  seinen  kleinsten  Rest  für 
den   Modul   m    ersetzt.      Die    Zulässigkeit    dieser    Umformung 
ergiebt  sich  aus  §  17.     So  ist  die  Congruenz 

17a;*  +  12a;3  +  2öx^  +  20 x  +  49  =^  0  (mod.  12) 
gleichbedeutend  mit 

5^4  ^  ^2  _  4^  _^  1  ^  0  (mod.  12) . 
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Congruenzen  ersten  Grades. 

§  21.  Bedingung  für  die  Mögliclikt'it  einer  Con- 
gruenz  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten.  —  Jede 
Congruenz  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten  lässt  sich 
auf  die  Form 

ax^h  (mod.  ni) 

bringen,  wo  x  die  Unbekannte,  a  und  h  gegebene  ganze  Zahlen 
bezeichnen,  von  denen  jede  (§  20)  kleiner  als  der  Modul  m 
vorausgesetzt  werden  kann. 

Lehrsatz  I.  Wenn  a  prim  zu  m  ist,  so  hat  die  Con- 
gruenz ax  z^^h  {\noi[.  m)  stets  eine,  aber  auch  nur  eine 
Wurzel. 

Beweis.  Wir  betrachten  die  Reihe  der  Produkte 
a,  2a,  3a,  .  .  .,  (in  —  1)  a . 
Wäre  eins  derselben,  etwa  la  durch  m  theilbar,  so  nüisste, 
da  a  prim  zu  m  ist ,  Je  durch  1)1  theilbar  sein  (§  7 ,  Lehr- 
satz T),  was  offenbar  unmöglich  ist.  Ferner  sind  jene  Pro- 
dukte für  den  Modul  m  sämmtlich  incongruent;  denn  hätte 
man  ka  'i~i  h' a  (mod.  ni),  so  wäre  (§  17,  V)  auch 

h  =T3  h'  (mod.  m) , 
während  zwei  verschiedene  Zahlen  der  Reihe  1,  2,  3, . . .,  (ni  —  1), 
durch  ni  dividirt,  nicht  denselben  Rest  geben  können.  Da  so- 
mit die  m  —  1  Produkte  für  den  Modul  m  sämmtlich  ver- 
schiedene Reste  geben,  und  da  der  Rest  Null  ausgeschlossen 
ist,  so  müssen  ihre  Reste  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  den 
Zahlen  1,  2,  3,  ...,  (m —  1)  übereinstimmen,  dergestalt  dass 
jedes  Produkt  einer,  aber  auch  nur  einer  dieser  Zahlen  con- 
gruent   ist.      Unter    den    letzteren    befindet   sich    auch   b.     Es 
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giebt  also  eiue  einzige  Zahl  x,  welche,  mit  a  luultiplicirt,  für 
den  Modul  m  den  Rest  h  liefert,  d.  h.  der  gegebeneu  Con- 
gruenz  genügt. 

Anmerkung.  Wenn  der  Modul  eine  Prinizalil  ist,  so  ist  die  Be- 
dingung des  vorhergehenden  Satzes  stets  erföllt. 

Lehrsatz  IL  Die  Congruenz  ax^h  (modi.tii)  ist  un- 
möglich, wenn  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
d  von  a  und  m  nicht  auch  in  h  aufgeht. 

Beweis.    Die  gegebene  Congruenz  ist  der  Gleichung 

ax  =  })  -^  my 

äquivalent,  wo  y  eiue  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet.  Hier- 
aus erhält  man  ax  —  tny  =  &,  oder  durch  Division  mit  d 

a  m  b 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  der  Voraussetzung  nach 
eine  ganze  Zahl.  Die  Gleichung  und  daher  auch  die  Con- 
gruenz ist  somit  unmöglich,  wenn  -j  ein  Bruch  ist,  d.  h.  wenn 
d  nicht  auch  in  h  aufgeht, 

Lehrsatz  IIL  Wenn  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  d  von  a  und  m  auch  in  b  aufgeht,  so  hat  die 
Congruenz  ax  ^h  {mod.  m)  d  incongruente  Wurzeln. 

Beweis.  Nach  §  17,  V  geht  die  vorgelegte  Congruenz 
über  in 

Da  imn  -y  prim  zu  -^  ist,    so    hat   diese   letztere    Congruenz 

eine    einzige    Wurzel    (nach  Lehrsatz  I),    die    wir   Xi    nennen 
wollen.     Die    gegebene   Congruenz  hat    dann    die  d  verschie- 
denen (d.  i.  nach  dem  Modul  m  incongruenten)  Wurzeln 
,   _,    m  j^  2w  f^  {d  —  l)wi 

Beispiele.  Die  Congruenz  5a;  ^  7  (mod.  12)  hat  nur  die 
Wurzel  x~—l  (mod.  12). 

Die  Congruenz  Qx^l  (mod.  12)  ist  unmöglich. 

Die  Congruenz  9a;  ^6  (mod.  15)  ist  möglich,  weil  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  9  und  15,  d.  i.  3,  auch 
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in  G  aufgeht.     Durch  Division  mit  3  erhält  man  die  Congrueu/. 

3a;=^:2(raod.  5), 
welche  nur  die  eine  Wurzel 

x^=  —  1  (raod,  5) 
hat;  die  voro-ele^te  Conffruenz  hat  also  die  drei  verschiedenen 
Wurzeln 

x^'EF  -  -  \  ,     x.,'jEE  —  1  +  5  =  4, 

^3  m  -  1  +  10  =  9  (mod.  15) . 

§  22.  Auflösung  der  Congruenz  ersten  Grades 
mit  einer  Unbekannten.  —  Nachdem  wir  untersucht  haben, 
unter  welcher  Bedingung  die  Congruenz  ax  E^h  (mod.  m)  mög- 
lich ist,  und  wie  viele  Wurzeln  sie  in  jedem  Falle  hat,  wollen 
wir  diese  Wurzeln  bestimmen  lernen.  AVir  können  dabei  von 
vorn  herein  a  als  prini  zu  m  annelimen;  deiui  ein  etwa  vor- 
handener gemeinschaftlicher  Divisor  würde  sich  (§  21,  Lehr- 
satz III)  durch  Division  entfernen  lassen. 

Die    vorgelegte    Congruenz    ist    gleichbedeutend    mit    der 

Gleichung 

ax  =  h  -\-  my , 

wenn  darin  y  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Diese  Gleichung  ist 
unbestimmt,  da  sie  zwei  Unbekannte  x,  y  enthält.  Sie  lässt 
im  Allgemeinen  unendlich  viele  Lösungen  zu;  denn  man  kann 
der  einen  Unbekannten  jeden  beliebigen  Werth  beilegen  und 
sodann  mittels  der  Gleichung  den  Werth  der  andern  Un- 
bekannten berechnen.  Wenn  mau  sich  aber  auf  ganze  und 
(wie  es  meist  geschieht)  positive  Werthe  der  Unbekannten 
beschränkt,  so  wird  die  Anzahl  der  Lösungen  verringert.  Oft 
sind  in  den  Aufgaben,  die  zu  unbestimmten  Gleichungeji  führen, 
und  die  mau  nach  dem  Mathematiker  Diophant,  welcher 
sich  zuerst  mit  solchen  Aufgaben  beschäftigt  hat,  diophan- 
tische  Aufgaben  nennt,  noch  Bedingungen  angegeben,  die 
sich  zwar  nicht  in  Gleichungen  umsetzen  lassen,  aber  doch 
die  Zahl  der  Lösungen  noch  weiter  verringern. 

Wir  wollen  jetzt  die  ganzen  Zahlen  bestimmen,  welche, 
für  X  eingesetzt,  der  Gleichung  genügen.  Durch  Division  mit 
a  erhält  man 

X  =  c-{-  (Uj  -\ , 
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wo  c   und  d  die    Quotieuteii,   c  und  /   die   Reste   der    Division 
von    beziehungsweise   h   und   di    durch  a  ])ezeichnen.     Da  nun 

x,  c,  d,  y  ganze  Zahlen  sind,  so  muss  auch     '^—-^  eine  ganze 

Zahl  sein.     Wir  setzen  also,  diese  Zahl  mit  ^  bezeichnend, 

—L_LA  =  2 
a 
und  erhalten  daraus 

—  e  -\-  az 


y== 


f 


) 


oder,  wenn  wir  die  Division  mit  /'in  —  e  und  a  ausführen  und 
die  Quotienten  mit  g  und  A,  die  Reste  mit  i  und  k  bezeichnen, 

Mit  dem  Bruche        . '" ,  der  wieder  eine  ganze  Zahl  sein  muss, 

da  y,  (j,  h,  z  ganze  Zahlen   sind,    verfahren  wir    ebenso,   wie 

wir  mit  verfuhren,    und   da  die  Brüche,  zu   denen  die 

Fortsetzung  dieses  Verfahrens  führt,  immer  kleinere  Zahlen 
zu  Nennern  haben  {a^f"^  u.  s.  w.),  so  müssen  wir  endlich 
zu  einem  Bruch  mit  dem  Nenner  1  gelangen.  Die  zuletzt 
erhaltene  Gleichung  bestimmt  dann  die  vorletzte  der  Un- 
bekannten X,  y,  3,  ...  mittels  der  letzten ,  die  unbestimmt 
bleibt,  und  durch  eine  Reihe  von  Substitutionen  lassen  sich 
rückwärts  alle  vorhergehenden  Unbekannten,  also  zuletzt  auch 
X,  durch  dieselbe  Unbestimmte  ausdrücken. 

Die  Rechnung  wird   zuweilen    erheblich  abgekürzt,   wenn 
man  die  absolut  kleinsten  Reste  nimmt. 

Beispiel.     Die    Gougruenz    15a;  ^11  (mod.  23)    ist    der 
Gleichung 

15^  =  11  +  2?>y 
äquivalent.     Diese  liefert  der  Reihe  nach 

x^i  +  '^y-'^^P^, 

4  +  7»/  —4  +  152         „        ,2—4         ^  —  4 

—15"=^'  y  =  — f— =  ^^  +  -7-'   -7^  =  "' 

0  =  4  +  7^«, 
und  hieraus  folgt 

«/=    8  +  15  tf, 
o;  =  13  +-  23  n  . 
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Die  Congruenz  hat  also  die  Wurzel 
a:  =  13  (mod.  23 j . 
Anmerkung    1.    —    Daa    oben    dargelegte    Verfahren    rührt    von 
Kuler  her  (Algebra  11,  Kap.  I).     Von  den  anderen  Methoden,  eine  Glei- 
chung   ersten  Grades    mit  2  Unbekannten  zu    lösen ,    sei    noch   die  von 
hagrange  erwähnt ,  welche  auf  den  Eigenschaften  der  Nähernngswerthe 
von  Kettenbrüchen  beruht,    und  die  wir  in  §  38  kenneu  lernen  werden. 
Anmerkung  II.  —  Wenn  der  Modul  ?«  der  Congruenz 
ax  =  6  (mod.  m) 
nicht  sehr  gross  ist,    so  verführt  man  zweckmässig  auf  folgende  Weise: 
Man  schreibt   die  Reihe   der  Zahlen  hin,   welche   für   den  Modul  m  den 
Rest  h  geben ,  und  wählt  die  kleinste  dieser  Zahlen ,  die  durch  a  theil- 

c 
bar  ist,     Ist  c  diese  Zahl,   so  hat  die  Congruenz  die  Wurzel 

Es    soll    z,    B.    die    Congruenz    5  a;  1^8  (mod.  11)    gelöst 

werden.     Die  Zahlen,  die  durch  1 1  dividirt,  den  Rest  8  haben, 

30 
sind  8,  19,  30,  .  .  .;  die  gesuchte  Wurzel  ist  also  —  =  6. 

Anmerkung  III.  Durch  geeignete  Auwendang  der  in  §  17  be- 
wiesenen Sätze  kann  man  eine  vorgelegte  Congruenz  so  transformiren, 
dass  der  Coefficient  schliesslich  gleich  1  wird.  Da  dieses  Verfahren  in 
vielen  Fällen  leicht  und  schnell  zum  Ziele  führt,  so  wollen  wir  einige 
Beispiele  nach  demselben  behandeln. 

1.  Beispiel.  35a;  e^  78  (mod.  97) . 

Da  35  ;z   —  62  (mod.  97)  ist,  so  erhalten  wir 

—  62a;  =  78  (mod.  97)      • 
und  weiter  durch  Division  mit  2 

—  31a;  =  39  (mod.  97). 

Wird  diese  Congruenz  zur  vorgelegten  addirt,  so  folgt 
4a;  =  117  =  20  (mod.  97), 
und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Division  mit  4 
a;^5  (mod.  97). 

2.  Beispiel.  39a;  =    7  (mod.  28). 

lla;ziz  7  (mod.  28), 
55a;  =  35  (mod.  28) , 
— a;=£    7  (mod.  28), 

a;  =  — 7^21  (mod.  28). 
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3.  Beispiel.  35a;  =  12  (mod.  88). 

Da  X  durch  4  theilbar  sein  muss,  so  setzen  wir 

x  =  Ay 
und  erhalten 

35?/  ^  3  (mod.  22)  , 
—  9?/ =  3  (mod.  22), 

3y/EEE  —  1  =21  (mod.  22), 
y  =  7  (mod.  22) , 
a;  EEE  28  (mod.  88) . 
§  23.      Abkürzung   der  Rechnung  bei   zusammen- 
gesetzten   Moduln.    —    Wenn  der  Modul    eine   zusammen- 
gesetzte Zahl  m  .  n  ist,  wo  m  eine  Primzahl,  n  eine  beliebige 
Zahl  bezeichnen  möge,   so   lässt  sich   die  Auflösung  der  Con- 
gruenz 

(1)  ax^^h  (mod.  7Hn) 

vereinfachen.     Da    ax  —  h   durch    mn  theilbar    sein    soll,    so 
muss  zunächst  auch  m  in  ax  —  h  aufgehen,  d.  h. 

(2)  ax^h  (mod.  'in) 

sein.     Ist  x^  eine  Wurzel  dieser  Congruenz  (2),  so  ist 

X  =  x^  -\-  my , 
wo  y  eine  Unbestimmte  bezeichnet,  die  allgemeine  Form  der 
Wurzeln  von  (1).  Es  genügt  aber  nicht  jede  in  diesem  Aus- 
druck enthaltene  Zahl  der  Congruenz  (1),  sondern  nur  die 
Zahlen,  welche  gewissen  Werthen  von  y  entsprechen.  Um 
diese  Werthe  von  y  zu  bestimmen,  ersetzen  wir  in  {\)  x  durch 
^1  ~\~  "^y  ^^^^  erhalten 

amy  ^b  —  ax^  (mod.  m  .  n) 
oder,  da  &  —  ax^  durch  m  theilbar  ist,  durch  Division  mit  m 

(3)  ay  ^  c  (mod.  n) , 
wo  c  = gesetzt  ist. 

Die  Congruenz  (3)  liefert  den  Werth  (resp.  die  Werthe) 
von  y,  durch  dessen  Einsetzung  in  x  =  Xi  -\-  my  sich  der 
Werth  von  x  ergiebt. 

Wenn  auch  der  Modul  n  der  Congruenz  (3)  eine  zusam- 
mengesetzte Zahl  ist,  so  kann  man  mit  (3)  ebenso  verfahren, 
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wie  wir  mit  (1)  verfuhren.  Auf  diese  Weise  lässt  sich  die 
Auflösung  einer  Conf'ruenz  ersten  Grades  auf  die  von  Con- 
gruenzen  zurückführen,  von  denen  jede  eine  Primzahl 
zum   Modul   hat. 

Beispiel.     Um  die  Congruenz 
(IJ  li»a;  _z  3  (mod.  44) 

zu  lösen ,  behandeln  wir  zunächst 

(2)  10:f       :3(mod.  2) 

und  erhalten  o;  =  1  (mod.  2),  d.  h.  x  =  i  -\-2y. 

Wird   dieser  Werth  von  x  in  (1)  eingesetzt,  so  folgt 

19  +  38w  -z  3  (mod.  44) 
oder  \        J  \  ) 

(3)  lOy  z^  —  8  (mod.  22) . 

Auch  diese  Congruenz  lösen  wir  zunächst  für  den  Modul 
2,  behandeln  also 

(4)  19t/  ZE  -  8  (mod.  2) 

und  erhalten  y  ^eO  (mod.  2),  d.  h.  ^Z  =  2^.  Für  diesen  Werth 
von  //  geht  (3)  über  in  38 .s  :^  —  8  (mod.  22)  oder 

19.JEEE:  — 4(raod.  11)     oder     8^  =  — 4  (mod.  11) 
oder  endlich 

(5)  22=  —  \  (mod.  11). 
Diese  Congruenz  ist  gleichbedeutend  mit 

2z  =  10  (mod.  11), 
welche  z  ^m  ö  (mod.  11)  liefert. 
Es  ist  also 

^  =  5+  HZ',         ij  =  2z  =10 -{-22k 
und  a:=  1  4-  2?/  =  21  +  44/.-, 

d.  h.  die  Congruenz  (1)  hat  die  Wurzel 
.fi     21  (mod.  44). 
4^  -4.     Aufgaben.  —  1.    Jemand  kauft  Pferde  und  Ochsen, 
zusammen  für  10820  Mk.     Er  bezahlt  für  ein  Pferd  7tiO  Mk., 
für  einen    Ochsen   340  Mk.     Wie    viel    Pferde    und    wie    viel 
Ochsen  hat  er  gekauft? 

Bezeichnet  x  die    Anzahl   der   Pferde,   y   die    der  Ochsen, 
so  ist 
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760a;  +  340//  =  10  820     oder     38a;  +  17?/  =  541 . 
Statt  dieser  Gleicliuiig  setzen  wir  die  Congrueuz 

38a;5EE541  (üiod.  17), 
welche  4x  i^  14  (mod.  17),  also 

2a;  =  7  (mod.  17) 
ergiebt  und  die  Wurzel  x^  12  (mod.  17)  bat,  so  dass  wir 

a;=  12  +  17/^ 
zu    setzen  babeu ,    wo   k  eine   ganze   Zabl    bezeichnet.     Wird 
dieser  Werth  von  x  in  die  Gleichung 

38a;  +  17?/ =  541 
eingesetzt,  so  erhält  man 

456  +  38.  17  A-  +  17?/  =  541, 
also  y  =  b  —  38A',  und   damit   sowohl   x   wie   auch  y  positiv 
sei,  muss  k  =  0  angenommen  werden.    Die  Aufgabe  lässt  also 
nur  die  eine  Lösung  a;  ==  12,  ?/  =  5  zu. 

II.    In  einer  Rechnung  findet  sich  der  Posten 

*24  fS  ä  Mk.  1,9+  =  Mk.  *38,08 . 

Da  wo  das  Zeichen  *  steht,  sind  die  Ziffern  unleserlich.    Wie 
heissen  diese  Ziffern? 

Werden  dieselben  der  Reihe  nach  mit  x,  y,  z  bezeichnet, 
so  erhält  man,  wenn  man  auf  Pfennige  rechnet,  die  Gleichung 

(24  +  100a;)  (190  +  ?/)  =  3808  +  10000  z, 

und  daraus  folgt  leicht 

Nun  soll  y  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .,  9  sein,  daher  muss 

4  •  '^^t'^TV  <  ^00,  aber  >  190,  also 
25a;  +  6  '  -^  ' 

238  4-  6252  ^  _^         ,  .      ,o 

25^  +  6     <^Q>     ^^«^'      ^^^ 

sein.     Dieser  Bruch  kann  also   die  Werthe  49  und  48  haben. 
Nun  folgt  aber  aus  der  Annahme 

238  -\-  625^  

25«  +  6  ' 

dass 
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238  +  f)25^  =  1225a;  +  294 ,     also     625^  ^  56  (mod.  1225) 

sein  müsste,  uud  diese  Congrueuz  ist  nach  §  21,   Lehrsatz  II 

uiimüglich.     Wird  weiter 

238  4-  625  r  ,^ 

2bx  +  6 

gesetzt,  so  ergiebt  sich  der  Reihe  nach 

238  -\-  62bz  =  1200a;  +  288, 

625  ^;=  1200a; +_  50, 

25^=      48  a;  +      2, 

48a;  =  —  2  (mod.  25), 

—  2x^  —  2  (mod.  25), 

a;  ^^~:  1  (mod.  25) , 

a;  =  1  +  25Ä;, 

wo  /.;  noch  unbestimmt   bleibt.     Setzt  mau  diesen  Werth  von 

X  in  die  Gleichung 

25^  =  48a;  +  2, 
so  erhält  man 

2  =  2  -\-4S  Je. 

Endlich  ist  noch  y  =  —  190  +  4  .  48  =;=  2 .  Damit  x  uud  z 
einstellig  seien,  ist  Je  =  0  anzunehmen;  also  erhalten  wir  die 
eine  Lösung 

x=  1,     y  =  2,     z  =  2. 

III.    Die  Zahlen  zu  bestimmen,  die  für 'gegebene  Moduln 
m^,  ni.2,  ...  gegebene  Reste  t\,  r^,  ...  geben. 

Die  gesuchten  Zahlen  x  sollen  den  Congruenzen 
X  ^  )\  (mod.  nl^) ,     x  jz:  r.^  (mod.  w/g) ;  •  •  •  • ; 
d.  h.  den  Gleichungen 

x  =  >\  4-  ni^y, 


genügen,  wo  y,  z,  .  .  .  unbestimmte  Zahlen  sind.  Setzt  man 
den  in  der  ersten  Gleichung  angegebenen  Werth  von  x  in  die 

D  DO 

zweite  (jileichung  ein,  so  werden  y  und  z,  folglich  auch  x 
(ni)thigeufalls  mittels  einer  neuen  Unbestimmten)  bestimmt. 
Der  so  erhaltene  Werth  von  x  wird  in  die  dritte  Gleichung 
eingesetzt  und  durch  Auflösung  derselben  ein  neuer  Ausdruck 
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für  X  hergeleitet.     So   gelangt    man   nach   und   nach   zu   dem 
Ausdruck  von  x,  welcher  allen  gegebenen  Bedingungen  genügt. 

1.  Beispiel.  Welche  Zahl  giebt,  durch  5  dividirt,  2,  und 
durch  6  dividirt,  5  zum  Rest? 

Die  gesuchte  Zahl  x  muss  die  Form  by  -\-  2  haben  und 
zugleich  für  den  Modul  G  kongruent  5  sein.     Es  ist  also 

5y  +  2  ^  5  (mod.  6) ,     5y  _^  3  (mod.  G) . 
Hieraus  ergiebt  sich  «/ ^  3  (mod.  6),  also  ist 

y  =  3  +  6Ä:,     a;  =  5(3  + G/0  + 2  =  17  +  30/,', 
wo  Z;  jede  ganze  Zahl  sein  kann. 

2.  Beispiel.  (Aus  einer  alten  chinesischen  Arithmetik). 
Es  wird  angezeigt,  dass  drei  Reisfässer,  deren  jedes  gleichviel 
Reis  enthält,  von  Dieben  zum  Theil  geleert  worden  sind.  Man 
wusste  nicht,  wie  viel  Reis  sich  im  Ganzen  darin  befand,  je- 
doch weniger  als  1000  Ho  (kleines  chinesisches  Maass),  aber 
es  ergab  sich,  dass  in  dem  einen  Fasse  noch  1  Ho  übrig  ge- 
lassen war,  in  dem  zweiten  noch  11  Ho  und  in  dem  dritten 
noch  1  Ho.  Als  man  der  Diebe  habhaft  wurde,  gestand  A, 
dass  er  mit  einer  Schaufel  mehrere  Male  aus  dem  ersten 
Fasse  den  Reis  in  einen  Sack  gefüllt  habe;  I?,  dass  er  in  der 
Eile  einen  hölzernen  Schuh  ergriffen  und  diesen  mehrere  Male 
aus  dem  zweiten  Fasse  voll  geschüttet;  (7,  dass  er  eine 
Schüssel  mehrere  Male  aus  dem  dritten  Fasse  gefüllt  habe. 
Diese  drei  Gefässe,  deren  sich  die  Diebe  bedient  haben,  sind 
zur  Stelle,  und  es  ergiebt  sich,  dass  die  Schaufel  11  Ho,  der 
Holzschuh  17  Ho  und  die  Schüssel  12  Ho  enthält.  Wie  viel 
Reis  befand  sich  in  jedem  Fasse? 

A  habe  y  mal  den  Inhalt  der  Schaufel,  also  \\y  Ho  ge- 
stohlen, so  ergiebt  sich  für  den  Inhalt  x  des  ersten  Fasses 
\\y  •\-  1.  Ebenso  liefern  die  Geständnisse  des  3  und  des  C 
für  dieselbe  Grösse  die  Ausdrücke  17^' -f-  11 ,  12«-f-l,  so 
dass  wir  die  drei  Gleichungen 

a;=ll?/-f-l,     a:=17^-|-ll,     ic  =  12«  -|-  1 
erhalten.     Es  ist  daher  zunächst 

lly+l  =  17..-f-ll, 
also 

17^  =E^  —  10  (mod.  llj, 
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iiiul  hieraus  fol^^t  der  Reihe  nach 

6^  =  —  10 ,       l^z  —  —  5  .-^  0 ,       ^  —  2  (mod.  11), 
^^  =  2+ll/r,       x  =  4b-i-  ISlk, 
\v(»  /."  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Wird  dieser  Werth  von  .r  in  die  dritte  Gleichung  ein- 
gesetzt, so  erhält  man 

45+  187/j=  12h  +  1, 
also 

lSlk=  —  44  (mod.  12),      7/.: --4  (mod.  12) 

und  hieraus 

/.•  rr  4  (mod.  12) ,     oder     /.:  =  4  +  12Ä;', 
wo  /.'  gleichfalls  eine  noch    unbestimmte  ganze  Zahl  bezeich- 
net.    Es  ist  also 

x  =  4d  +  187  (4  +  12//)  =  793  -f  2244//, 
und  da  x  <  1000  sein  soll,  so  ist  /.'  =  0  anzunehmen,  also 

X  =  793 . 

IV.  Einen  Bruch  ~  in  Partialbrüche  zu  zerlegen, 
deren  Nenner  die  Factoren  von  N  sind. 

Ist  N  =  a  .1)  .  c  .  .  .h,  wo  a,  h,  c,  .  .  .  ,  /.•  prim  zu  einan- 
der sind,  so  setzen  wir 

N  a   ~^    h   ~^    c   '>'  'Ä- 

und  erhalten  durch  Multiplication  mit  N 

Z  =^  a  .  hc  .  .  .  Je  -{-  ß  .  ac  .  .  .  k  -{-  •  ■  ■ 
Da  nun  alle  (llieder  mit  Ausnahme  von  Z  und 
a  .hc  .  . . k 
durch  a  theilbar  sind ,  so   muss 

Z^^^  a  .hc  .  .  .Je  (mod.  a) 
sein.     Ebenso  ergeben  sich  weiter  die  Bedingungen 
Z  ^  ß  .  nc  .  .  .  Je  (mod.  h), 
Z^  y  .  ahd  . .  .  Je  (mod.  c), 


Jede  dieser  Congruenzen   liefert  den  Werth  einer  der  Un- 
bekannten a,  ß,  .  .  .,  y. 
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49   .  . 

Beispiel.     Um   den  Bruch  --  in  seine  Partialbrüche  zu  zer- 
legen, setzen  wir 

60  3    "l      4    "■"    5 

und  erhalten  durch  Multiplication  mit  GO 

49  =  4  .  5  .  a  +  3  .  5  .  /3  +  3  .  4  .  T' , 
also  die  drei  Congruenzen 

49  =  20«  (mod.  3) ,         49  =  15/3  (mod.  4) , 
49  EEE  12/ (mod.  5), 
oder  vereinfacht 

2«  =  1  (mod.  3) ,     3/3  EEE  1  (mod.  4) ,     2y  =  A  (mod.  5) . 
Die  Wurzeln  dieser  Congruenzen  sind 

a  =  2  (mod.  3) ,     /3  =  3  (mod.  4)  ,     y  =  2  (mod.  5) . 
Es   ist  also  ,  wenn  Ic,  //,  /c"   unbestimmte   ganze  Zahlen 
bezeichnen , 

ß  =  2  +  3Ä; ,     /3  =  3  +  4Ä;' ,     y  =^  2  -{- 51c" , 
und    durch   Einsetzung    dieser  Werthe  in    die   gegebene   Glei- 
chung erhält  man 

49  =  (40  +  GO/j)  +  (45  +  60^')  +  (24  +  GO//') 
oder  49  =  109  -f  60  {h  -f  /.:'  +  h") . 

Wir  haben  danach  über  Ic,  h' ,  h"  so  zu  verfügen,  dass 
/,  +  /,'  -I-  /,"  =  _  1 

werde.     Das    ist    auf   unendlich  viele   Arten  möglich.     Fügen 

wir  aber  die  Bedingung  hinzu,    dass  die  Partialbrüche  echte 

Brüche   sein    sollen,   so   erhalten   wir   nur  drei  Werthsysteme 

für  h,  h'j  h" ,  nämlich 

7^  =  0,        r  =  0,        h"  =  —  \, 

Jc  =  0,  //  =  — 1,     Jc"  =  0, 

Jc=—l,     r=0,  h"  =0, 

welchen  die  Lösungen 

49 ^     1    A ^ 

60  Y    •"  T        5  '  • 

49  2    _    ^      1      ^ 


entsprechen. 


60 
49 
60  3      '      4 


49  ^    4_    ^    _1_    ^ 


48 
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V.  Es  seien  m  und  n  zwei  relative  Primzahlen.  Man 
soll  zwei  ganze  Zahlen  x,  y  bestimmen,  für  welche  die 
Gleichung 

(1)  mx  -^  ny  =  \ 
besteht. 

Die  Gleichung  ist  der  Congrueuz 

(2)  mx^  1  (mod.  n) 

äquivalent.  Da  in  prini  zu  n  ist,  so  hat  diese  Congruenz  eine 
Wurzel  a;  =  §  -f"  hn,  durch  deren  Eiusetzung  in  (1)  sich  ein 
Ausdruck  y  =  r^  —  mh  ergiebt.  Da  Ic  jede  ganze  Zahl  sein 
kann,  so  hat  die  vorgelegte  Gleichung  (1)  unendlich  viele 
Lösungen. 

Beispiel.    3a;  -1-  4y  =  1 . 

Die  Congruenz  3a;  ^  1  (mod.  4)  hat  die  Wurzel  a;  izi  3 
(mod.  4).  Setzt  man  in  die  vorgelegte  Gleichung  a;  ==  3  -}-  4^1:, 
so  ergiebt  sich  y  =  —  2  —  3Ä;,  und  man  erhält  für  x  und  y, 
je  nach  dem  Werthe,  den  man  h  beilegt, 


h 

—  2 

—  1 

0 

+  1 

+  2 

X 

-  5 

—  1 

3 

7- 

11 

y 

4 

1 

_  2 

—  5 

-8 

VT.  Es  seien  A,  B,  C,  D,  .  .  .  gegebene  ganze  Zahlen, 
deren  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  =  ^  ist.  Man  soll 
ganze  Zahlen  a,  h,  c,  d,  ...  so  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

aÄ-{-  hB  -\-cC  -\ =  ^i 

besteht. 

Lösung.  VVoun  zunächst  die  beiden  ersten  Zahlen  Ä,  B 
den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  (/,  haben,  so  können 
wir  die  Gleichung 

Äx  -j-  By  =  dl 
oder  die  Congruenz 

Äx  —  d^  (mod.  B) 

lösen.     Hat  letztei'e  die  Wurzel  a,  so  ist 

Aa  =  r7,  —  ßB , 
also 

Aci-\-  Bß=^di, 

wo  a,  ß  ganze  Zahlen  sind. 


I 
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Ebeuso  können  wir  weiter,  wenn  f/,  und  die  dritte  Zahl 
den  grössten  gemeinscliaftlicben  Divisor  d,  haben,  zwei  ganze 
Zahlen  y,  d  so  bestimmen,  dass 

•    yd,  -\-dC=(l, 
d.  h. 

yaÄ-\-yßB  -{-  dC=ch 

wird,  und  man  erkennt  leicht,  dass  d.^  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  von  A,  B,  C  sein  muss.  Als  grösster  ge- 
meinschaftlicher Divisor  von  d,  und  C  muss  nämlich  do  in 
jede  der  Zahlen  Ä,  B,  C  aufgehen.  Wäre  nun  nicht  d.^, 
sondern  d\'>  d.^  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von 
A,  B,  C,  so  würde  wegen  der  letzten  Gleichung  d'2  in  d.2  auf- 
gehen müssen,  die  grössere  Zahl  also  ein  Divisor  einer  klei- 
neren sein.  Demnach  ist  in  der  That  d.2  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  von  A,  B,  G. 

Wenn  noch  eine  vierte  Zahl  D  vorhanden  ist,  so  nehmen 
wir  weiter  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  d.,  von  d.^ 
und  J)  (der  dann  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von 
A,  B,  C,  D  sein  wird)  und  lösen  die  Gleichung  sd^  -{-  rjD  =  d.,/^ 
dann  ist 

yasA  -i-yßsB  -\-  dsC -{-  ^D  =  d.,. 

So  fortfahrend  gelangt  man  schliesslich  zur  Lösung  der  ge- 
stellten Aufgabe. 

I.  Beispiel.        14a;  -f  18?/  +  9^=1. 

14«  -f  18/3  =  2  hat  die  Lösung  «  =  4,  /3  =  —  3 , 

2y+    9(^  =  1     „      „         „        y=-4,  cy  =  l, 

also  ist 

[14.4+18.(-3)J(-4)  +  9.1  =  1, 
d.  h. 

a;==-lG,  y  =  -\-  12,  z  = -\- l . 

IL  Beispiel.     ?>x  -f  G^/  -f  8^  -f  12«  =  1 . 
3«  -f-    0/3  =  3  hat  die  Lösung  a  =  —  1 ,  /3  =        1 
3y+    8^=1     „       „         „        y=       ?,,ö  =  -\ 
e     -\-\2ri=\     „       „  „        £=      13,?;  =  —], 

also  ist 

x  =  ay£  =  —  39,  ij  =  ßy  s  =  ?/.),  s  =  ö s  =  —  13,  ?^  =  ?;  =  —  1 . 

Wer  th  ei  111,  Zalilentlieorio.  4 
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§  25.  Auflösung  cinor  Cougrueiiz  ersten  Grados 
mit  mehreren  Unbekannten.  —  Die  Congruenz 

ax  -{-  hy  -{-  cz  -\-  '  '  ^  r  (mod,  m) 
ist  offenbar  nur  dann  möglieh,  wenn  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Divisor  d  der  Zalilcn  a,  h,  c,  .  .  .  und  tu  auch  in  r  auf- 
geht. Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  fällt  d  durch  Division  weg. 
Wir  setzen  daher  von  vornherein  d  =  l  voraus.  Die  gegebene 
Coneruenz  ist  nun  gleichbedeutend  mit  der  unbestimmten 
Gleichung 

ax  -\-  by  -{-  CS  -{-  •  ••  =  ?•-[-  ^''^'" , 

und  diese  lösen  wir  für  die  Unbekannte,  welche  den  kleinsten 
Coefficienten  hat. 

Das  Verfahren  stimmt  mit  dem  in  §  22  dargelegten  ganz 
überein,  und  die  Unbekannten  werden  mittels  so  vieler  unbe- 
stimmten Grössen  ausgedrückt,  als  in  der  gegebenen  Con- 
gruenz Unbekannte  vorhanden  sind.  Besondere  Sorgfalt  hat 
man  anzuwenden,  wenn  man  alle  Lösungen  ermitteln  will, 
wie  sich  im  folgenden  Beispiel  zeigen  wird. 

Beispiel.  Ein  Münzmeister  hat  dreierlei  Silber;  das  erste 
ist  14-,  das  zweite  11-,  das  dritte  91öthig.  Er  braucht  30  Mark 
121öthiges  Silber.  Wie  viel  ganze  Mark  muss  er  von  jeder 
Sorte  nehmen? 

X  Mark  der  ersten,  y  Mark  der  zweite.n  und  ^  Mark  der 
dritten  Sorte  sollen  zusammen  30  .  12  =  360  Loth  Silber  ent- 
halten.    Es  muss  also 

(1)  14a;  +  11?/ +  9,5  =  360 
oder 

(2)  14a;  -f  lli/  =  360  (mod.  9) 

sein.     Diese  Congruenz  liefert  der  Reihe  nach 

—  4x-\-2y  =  0  (mod.  9),  —2x-^y  -0  (mod.  9),  ?/  =  2.r  +  9/.-. 

Wird  dieser  Werth  von  y  in  (1)  eingesetzt,  so  folgt  nach 
einigen  Vereinfachungen 

^;  =  40  —  4a;  -  11/r. 
X  und  k  sind  noch  unbestimmt  geblieben;   x  ist  positiv  anzu- 
nehmen,  und  k   muss   so   gewühlt  Averden,    dass  y,  z  positiv 
werden.     Um   nun   alle  Lösungen   zu   erhalten,  suchen   wir  k 
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in  Grenzen  eiuznseliliessen.    Die  für  y  und  ß  erhaltenen  Aus- 
drücke liefern,  wenn  x  eliminirt  wird, 

(3)  2^  +  ^  =  40+7/^, 
und  aus  dem  Werthe  von  2  folgt 

(4)  s-\-4x  =  40—lik. 

Da  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  positiv 
sind,  so  müssen  es  auch  die  rechten  sein,  d.  h.  k  muss  zwischen 

und  -h  -—  liegen,     k  kann  also  die  9  Werthe 

7  '    11       *= 

-5,  -4,  -3,  -2,  -1,  0,  1,  2,  3 
haben. 

Ist  nun  erstens  Je  =  —  b ,  so  gehen  die  Ausdrücke  von 
y  und  s  über  in 

y  =  2x  —  40,  z  =  —  4a;  +  95 ; 
damit  y  positiv  sei,  muss  x  wenigstens  23  sein,  und  damit  z 
positiv  sei,  darf  x  nicht  grösser  als  23  sein.    Dieser  Fall  liefert 
also  die  eine  Lösung 

a:  =  23 ,  y=l,  .s  =  3 . 
Wenn  zweitens  /,  =  —  4  ist,  so  werden  die  Ausdrücke 

für  y  und  z 

?/=  2a;  -  36,  ^  =  84  —  4a;, 

und   damit   diese   positive  und  von  Null  verschiedene  Werthe 

haben,  muss  a;>  18  und  <  21  sein,     x  ist  also  entweder  19 

oder  20,  so  dass  wir  die  beiden  Lösungen 

a;=  19,  ?/  =  2,  0  =  8 

a;  =  20,  y  =  4,  s  =  4 
erhalten. 

Ist  drittens  h  =  —  3,  so  erhalten  wir 
^=:  2a;  —  27,  s  =  lo  —  4x 
und  erkennen,  dass  a;>  13  und  <  19  sein  muss,  also  eine  der 
5  Zahlen  14,   15,   .  .  .,   18   sein   kann.     Dadurch  ergeben  sich 

die  5  Lösungen 

a;=  14,  y=  1,  .^=  17 

X  =  \b ,  y  =  3 ,  Ä'  =  13 

X  =  IG ,  y  =  6 ,  2  =  9 
.^=17,7/  =  7,0=  5 
x=lH,y  =  9j2=    1. 

4* 
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Auf  diese  Weise  erhalten  wir  für  /.•  =  —  2  noch  G,  für 
/•;  =  —  1  uocli  8,  für  h  =  0  noch  9,  für  /.;  =  1  noch  7,  für 
/•;  =  2  noch  4,  endlich  für  Je  =  3  noch  1  Lösung,  so  dass  die 
Aufgabe  auf  43  verschiedene  Arten  gelöst  werden  kann. 

§  20.  Auflösung  eines  Systems  von»»  Congruenzcn 
ersten  Grades  mit  m  oder  mehr  Unbekannten.  —  Liegen 
m  auf  denselben  Modul  bezügliche  Cougruenzen  ersten  Grades 
mit  m  -\-  n  Unbekannten  vor  (wo  n  auch  =  0  sein  kann),  so 
leitet  man  durch  Elimination  ein  neues  System  her,  in  welchem 
jede  folgende  Congrueuz  eine  Unbekannte  weniger  als  die  vor- 
hergehende enthält,  so  dass  sich  in  der  letzten  noch  n  -{-  \ 
Unbekannte  befinden.  Setzt  man  die  durch  Auflösung  dieser 
letzten  Congruenz  gefundenen  Werthe  der  n  -\-  \  Uubekannten 
in  die  vorhergehenden  Cougruenzen  ein,  so  werden  auch  die 
übrigen  Unbekannten  der  Reihe  nach  bestimmt. 

Beispiel.     Es  sei  das  System 

4:X  —  ^y  -{-  lz~~  5j 
5a;  +     y  -  3^^2    (mod.  14) 
X  —  4?/  —     z  z^  \) 
gegeben.     Wird   der  aus    der    dritten   Congruenz    genommene 
Werth  von  x 

ic  iz:  1  -{-  4^  -|-  z  (mod.  14) 

in  die  beiden  ersten  eingesetzt,  so  ergiebt-  sich 

—  y  —  ^z—        1]  , 

7      19  J  (mod.  14). 

ly  -\-2z=  —  ?>] 

Weiter  liefert  die  erste  dieser  beiden  Cougruenzen 
y=—\  —  3,s  (mod.  14), 
und  dieser  Werth  reducirt  die  zweite  auf 
02^  —  4  (mod.  14) . 
Das  neue  System,  das  wir  aus  dem  gegebenen  hergeleitet  haben, 
ist  also 

a;  _:  l  -|-  4  _?/  -f  ,?  | 

y=  —  l  —'dz     [  (mod.  14) . 
r^Z  =  -  4  ) 

Die  letzte  Congruenz,  für  welche  wir  auch 
bz  __  10  (mod.  14) 
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schreiben  können,  hat  die  Wurzel  0^^2]  die  zweite  Congruenz 
liefert  sodann  ?/ 1:^  —  7  :ze  +  7  und  die  erste  a;  ^  3  (mod.  14). 
Wenn  die  gegebenen  m  Cougruenzen  sich  auf  verschiedene 
Moduln  beziehen,  so  hat  man  jede  durch  die  entsprechende 
unbestimmte  Gleichung  zu  ersetzen,  wodurch  m  neue  Unbe- 
kannte eingeführt  werden,  und  durch  Elimination  eine  Gleichung 
zu  bilden,  welche  m  —  1  der  Unbekannten  nicht  mehr  enthält. 
Mit  dieser  Gleichung  ist  dann  auf  die  in  §  22  angegebene 
Weise  zu  verfahren.  Ebenso  behandelt  man  ikufgaben,  die 
von  vorn  herein  zu  m  linearen  Gleichungen  mit  mehr  als  vi, 
Unbekannten  führen. 

Beispiel.     Aus  den  Gleichungen 

X  -i-  Stj  +  5z  =  U 
Sx  -\-  5y  -\-  1  z  =  68 
folgt  durch  Elimination  von  x 

4^4-8^  =  64. 
Diese  Gleichung  liefert  für  y  den  Werth 

y  =  16  —  2^, 
nach  dessen  Einsetzung  in  die  erste  Gleichung  man  für  x  den 
Werth 

X  =  s  —  4 

erhält.  0  ist  unbestimmt,  muss  aber,  damit  y  positiv  sei,  <  8, 
und  damit  x  positiv  sei,  >  4  angenommen  werden.  Wir  er- 
halten somit  drei  Lösungen 

x^l,y  =  6,s  =  ö 

X  =-  2 ,  y  =  4,  0  =  6 

ic  =  3,  y  =  2 ,  z  =  1 . 

§   27.      Auflösung    der    unbestimmten    Gleichung 

zweiten    Grades    mit    zwei    Unbekannten,    von    denen 

die  eine  nur  im  ersten  Grade  vorkommt.  —  Es  soll  die 

Gleichung 

ax  +  Z>y  +  cxy  +  chf  -f  /'=  0, 

deren  Coefficienten  a,  &,  c,  d,  f  ganze  Zahlen  sind,  in  ganzen 
Zahlen  aufgelöst  werden.     Zunächst  ergiebt  sich 

^.  _  _  äy"-  -f-  by  +  /■  _ 
cy  -\-  a 


k 
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Diese  Division  wollen  wir  austuliren,  vorher  aber  dafür  Sorge 
tragen,  dass  die  Coefficieuteu  des  Quotienten  ganze  Zahlen 
werden.  Zu  diesem  Zwecke  haben  wir  uns  nöthigenfalls  nicht 
mit  dem  Ausdruck  von  x,  sondern  mit 

^      ~~  CT/  4-  a 

zu  beschäftigen.     Es  ergiebt  sich 

X,  resp.  C'X  =  ay  +  /3  +  7^—  > 

wo  a,  /j,  y  ganze  Zahlen  sind.  Damit  nun  x,  resp.  c^x  eine 
ganze  Zahl  werde,  muss  man  y  einen  solchen  Werth  beilegen, 
dass  cy  -\-  a  in  y  aufgehe;  init  anderen  Worten,  cy  -\-  a  muss 
ein  Divisor  von  y  sein.  Man  wähle  also  von  den  Divisoren 
von  y  diejenigen  aus,  welche,  um  a  vermindert,  durch  c  theil- 
bar  werden.  Jeder  dieser  Divisoren  liefert  einen  Werth  von 
7/  und  weiter  einen  ganzzahligen  Werth  von  c^x\  von  den  so 
erhaltenen  Werthen  sind  natürlich  nur  diejenigen  zu  nehmen, 
für  welche  auch  x  eine  ganze  Zahl  wird, 
Beispiel.     Aus  der  Gleichung 

3a;  -{-  bxy  -f-  2y  —  3?/^  =  15 
folgt 

_  3r  -  2j/  +  15 
52/  +  3 

oder 

o-  75«-  —  50  !/  4-  375         ^  ^  ,n     1        432 

52/  +  3  -^  '52/4-3 

Von  den  20  Divisoren  der  Zahl  432  -=  2^  •  3^  sind  nur  die  zu 
benutzen,  welche,   um  3  verringert,   durch  5  theilbar  werden, 
also,  wenn  wir  uns  auf  positive  Werthe  der  Unbekannten  be- 
schränken,  8,   18,  48,    108.     Wird   5y  -f-   3   der  Reihe  nach 
jeder  dieser  Zahlen  gleichgesetzt,  so  erhält  man  vier  Werthe 
von  y,  zu  deren  jedem  ein  Werth  von  x  gehört,  nämlich 
y  =  \\       y  =  3|       y  =  0|       y  =  2H 
x  =  2l'     x  =  2]'     x  =  bi'     x=\'2\' 
Diese  Methode  hört  auf,  anwendbar  zu  sein,  wenn  c  =  0, 
also 

a 
ist.    Bezeichnet  duuu  ?;  eine  ganze  Zahl,  die,  für  y  eingesetzt. 


I 
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X  zu  einer  gauzeu  Zahl  macht,  so  wird  auch  rj  -j-  Ica,  wo  h 
eine  behebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet, 
dieser  Bedingung  genügen,  da 

d  (ri  +  Jcaf  +  M»?  +  Jca)  +  f 

=  (dr]''  -j-ht]-\-f)-\-a  {2dliYi  +  ad¥  -{-  hk) 

ist.  Wenn  ^  >  -s-  ist,  so  kann  man  offenbar  über  die  Grösse 
und  das  Vorzeichen  von  h  so  verfügen,  dass  der  absolute 
Werth  von  y]  -{-  ha  <.  -^  werde.  Durch  Einsetzen  der  Zahlen 
1,  2,  .  .  .  bis  zu  der  grössten  ganzen  Zahl,  die  nicht  grösser 
als  ~  ist,  in  den  Ausdruck  für  x  wird  man  also  die  Werthe 

von  ij  ermitteln,   die  x  zu  einer  ganzen  Zahl  machen. 
Beispiel.     Aus 

5a;  —  6y  +  ?>if  —  464  =  0 
folgt 

_  -3j/^  +  6y  +  464  _  ,,     ,     09     ,     -  3  j/^  +  y  +  4 
X  —  -  —y-^j^^  - 

Der  Ausdruck  —  3?/^  -f-  ?/  +  4  soll  durch  5  theilbar  sein. 
Um  die  Werthe  von  y  zu  ermitteln,  die  dies  bewirken,  haben 
wir  in  denselben  nur  die  Zahlen  —  2,  —  1,  1,  2  einzusetzen. 
Für  diese  Werthe  von  y  nimmt  derselbe  beziehungsweise  die 
Werthe  —  10,  0,  2,  —  6  an.  Es  sind  also  —  2  +  5/v  und 
—  \  -{-  bh'  die  gesuchten  Werthe  von  y,  und  darin  bezeichnen 
h,  k'  beliebige  ganze  Zahlen.  Die  zugehörigen  Werthe  von  x 
sind 

+  88  +  18/j  —  IbJc'     und     91  +  12//  -  lök'i 

Will  man  sich  auf  positive  Werthe  beschränken,  so  liefert  das 
erste  Paar  der  Ausdrücke  für  x  und  y  die  drei  Lösungen 

a;  =  91 ,     y  =    3, 

a;  =  64,    y=    8, 

x=    1,     ?/=13, 
das  zweite  Paar  die  beiden  Lösungen 

a:  =  88,     y  =  4, 

X  =  bb ,    y  =  d  . 
Anmerkung.     Ueber   die    Ausdehnung    dieser  Methode   auf  Glei- 
chungen höherer  Grade  mit  zwei  Unbekannten,  von  denen  die  eine  nur 
im  ersten  Grade  vorkommt,  s.  Lagrange's  Zusatz  111  zu  Eulcr's  Algebra. 
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§  28.     Ermittlung  der  rationalen   (ganzen  oder  ge- 
brochenen) Wert  he  von  x,   für  welche  der  Ausdruck 

a  -{-  hx  -{-  cx' 
ein  vollständiges  (Quadrat  wird.  —  Diese  Aufgabe  ist 
nur  ein  specieller  Fall  der  allgemeineren:  Die  unbestimmte 
Gleichung  zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  in  rationalen 
Zahlen  zu  lösen.  Diese  letztere  Aufgabe  wird  weiter  unten 
behandelt  werden.  Hier  soll  der  Ausdruck  a  -\-  hx  -{-  ex-  nicht 
allgemein  ffür  beliebige  Werthe  der  Coefficienten  a,  h,  c)  in 
ein  Quadrat  verwandelt  werden,  sondern  unter  gewissen  Vor- 
aussetzungen, die  die  Sache  ungemein  vereinfachen  und  immer 
ermöglichen.     Ist  nämlich 

1)  a  ein  Quadrat  =  a^,  so  können  wir 

a  -\-  hx  -\-  cx'  =  (a  -\-  Icx)^  =  «^  -|-  2a]:x  -\-  1c' x' 
setzen,  wo  1c  eine  unbestimmte  Zahl  bezeichnet,  und  erhalten 

leicht 

h  —  2uk 
k-  —  c 

Danach  ist  z.  B.  4  -{-  bx  -f-  6x^  ein  Quadrat,  wenn  man 

5  —  4  A 

annimmt,  wo  1c  jede  rationale  Zahl  sein  kann.    Für  1c  =  1  ist 

X  = r  j  und  in  der  That  ist 

5 


4-14--^  =  -^'-  =  (-\ 

~    25  25  \5  J 


2)  Es  sei  c  ein  Quadrat  =  y-;  dann  setzen  wir 
a  -j-  hx  -f-  y^x^  =  (1^  +  y^)^ 
wo  1c  eine  unbestimmte  rationale  Zahl  bedeutet.  Es  ergiebt  sich 

^~2yk  —  b' 
Danach  ist  z.   li.  7  -\-  '.ix  -\-  25x-  ein  Quadrat,  wenn   Juan 

7  -  k- 


annimmt.     Für  /.' =  0,  —  1,  +  1,  •      ist  beziehun<.csweise 


X  ■■ 

10  Ä: 

■ — 

3 

-  1 

,    + 

1. 

1 

2 

ist 

b( 

7 
3 

) 

6 

> 

6 
7  ' 

27 
8 
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3)  Die  Aufgabe  ist  ferner  sehr  leiclit  zu  lö.seu,  wenn 
a  -\-  hx  -\-  cx"  sich  in  zwei  Factoreu  ersteu  Grades  mit  ratio- 
ualeu  Coefficienteu  zerlegeu  lässt.     Das  ist  der  Fall,  weun 

Ir  —  Aac  ein  Quadrat  =  li^ 
ist;  deun  unter  dieser  Voraussetzung  hat  die  Gleichung 
a  -\-  l)X  -{-  ex}  =  0 

die    AVurzelu   — ;r^=^ ,  so  dass 
2  c      ^ 


hx  +  cxr  ==  c    [x  —  ^^j  [x  +  ^'-^) 

men  also  au,  es  sei 

a  -^-hx  ■\-  cx^  =  (cl  -\-  ex)  (/'  -]-  gx), 


ist. 

Wir  uehmen  also  au,  es  sei 


und  setzen 

(J  +  ex)  y+gx)  =  '"'<■' +  '->'; 

dauu  erhalten  wir 

d  m^  —  fn^ 

So   z.  B.  ist  d6x'^  -\-  Idx  —   15  =  (Ix  -{-  b)  {8x  —  3),  und 
wenn  wir 

Ö6x^  +  19a:  -  15  =  {Ix  +  5)  (8a;  —  3)  =  '^J  (7a;  +  5)^ 
setzen,  so  ergibt  sich 

X  = 


—  7»ft^  +  Sn"-" 
also  etwa  für  m  =  1,  72  =  1 

a;  =  8. 
4)  Endlich  lassen  sich  leicht  Werthe  von  x  bestimmen, 
für  welche  a  -\-})X  -\-  cx^  ein  Quadrat  wird,  wenn  sich  dieser 
Ausdruck  auf  die  Form  l^  -\-  q-  r  bringen  lässt,  wo  p,  q,  r 
Functionen  ersten  Grades  von  x  (mit  rationalen  Coefficienteu) 
sind.     Setzt  man  nämlich 

a-\-ljx  -\r  ex-  =  ])'  +  q  r  =  U  +  "■  ^yj  , 

so  ergiebt  sich 

'imp  j^  in^  q^ 

n      "^    n*  ' 

und    aus   dieser  Gleichung    ersten   Grades   lässt  sich  x   leicht 
bestimmen. 
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Es  ist  z.  B. 

Ix'  +  2  =  i)x-  —  2  (x'  -  l)  —  (3a.')-  —  {2x  -  2)  (o;  +  0 . 
also 

j)  =  3x' ,     q  =  —  2x  -{-  2 ,     r  =  x  -\-  1 , 

und  cliiraus  erhält  man  leicht 

2  in'  —  ir 

2  m''  —  ömn  -\-  n- ' 

also  etwa  für  m  ^==^  \,  ii  =  \ 

1 

§  29,  Auflösung  der  Pythagoreischen  Gleichung 
in  ganzen  Zahlen  (Euklids  Elemente,  X,  20).  —  Um  die 
Gleichung 

in  ganzen  Zahlen  aufzulösen,  setze  man 

X  y 

~  =  u ,     ^-  =  v\ 

z  ^        z  ' 

dann  ist 

11^  -f-  «2  =  1  ; 

also  wird  u  =  \  —  liv  sein,  wo  li  eine  vorläufig  unbestimmte 
Zahl  bezeichnet.  Für  diesen  Wertli  von  u  geht  die  zu  lösende 
Gleichung  über  in 

.    (1  —  livY  -}-  v-  =  1 , 

woraus  sich  leicht 

^k  .        ,  1  —  Ä;- 

^  =  nr/7-   1  -  ^^•'^  =  1  + /,. 

ergiebt.     In  der  That  ist 

(.r.y+(N^r=^ 

also  auch 

Diese  Identität  löst  die  gegebene  Aufgabe;  denn  es  ist 
x  =  ±2h,     ./=+(!  -A-^),     ^=4-(l+/r'), 
wo  ]c  jede  ganze  Zahl  sein  kann.     So  z.  B.  ist  für 
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Aumerkuug.  Eine  der  Zahlen  x,  y  ist  durch  3,  eiue 
derselben  durch  4,  und  eine  der  Zahlen  x,  y,  z  ist  durch  5, 
also  das  Produkt  xyz  durch  60  theilbar. 

Beweis.  Da  eine  von  drei  auf  einander  folgenden  Zahlen 
durch  3  theilbar  und  y  =  ili —  1)  {]i  -{-  1)  ist,  so  uiuss  die 
Zahl  3  entweder  in  x  =  2 Je  oder  in  einen  der  Factoren  von 
y  aufgeheu. 

Wenn  ferner  /t  gerade  ist,  so  ist  x  durch  4  theilbiir.  Ist 
dagegen  J:  =  2j<  +  1;  so  ist  y  =  lir  —  1  =^  4w-  +  -1^^  durch 
4  theilbar. 

Endlich  kann  Je  für  den  Modul  5  die  Reste  0,  oder  +  1 
oder  4:  2  geben,  also  von  der  Form  ön  oder  on  ^  1  oder 
5«  +  2  sein.  Im  ersten  Falle  ist  x  =  10 n,  im  zweiten 
y  =  Jc^^  —  1  ==  2b  n^  +10«,  im  dritten  s  =  Jc^  -{-  1  =  26  ir 
+  20«  -j-  5  durch  5  theilbar. 

§  30.  Der  Wilson 'sehe  Satz.  —  Die  Theorie  der  Con- 
gruenzen  ersten  Grades  liefert  einen  direkten  Beweis  des  be- 
rühmten Wilson'schen  Satzes: 

Das  um  1  vermehrte  Produkt  aller  Zahlen  von 
1  bis  2^  —  Ij  also  die  Zahl 

^  =  1  .  2  •  3  .  •  •  (p  -  1)  +  1 
ist  durch  j)  theilbar,    wenn  j;  eine  Primzahl  ist,  sonst 
nicht. 

Beweis.  Es  sei  p  eine  Primzahl,  und  es  bezeichne  a 
irgend  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .,  (p  —  1),  so  wird  a  prim 
zu  p  sein    und    die   Congrueuz    ax  rz  1    (mod.  p)   nach   dem 
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Früheren  stets  eine,  aber  auch  nur  eine  Wurzel  haben.  Wäre 
diese  Wurzel  gleich  deui  Coefficienten  a,  also  a^  _:  1  (niod.  7)), 
so  müöstc  ä-  —  \  =  {a  -\-  1)  («  —  1)  durch  p  theilbar  sein, 
also  p  entweder  in  a  -\-  \  oder  in  a  —  1  aufgehen.  Nun  ist 
aber  a  kleiner  als  p.  Ginge  also  p  in  a  -\-  \.  auf,  so  müsste 
a  =  p  —  \  sein,  und  ginge  p  in  a  —  1  auf,  so  müsste  a  —  1 
:=  0,  also  rt  =  1  sein.  Wenn  daher  a  weder  1,  noch  p  —  1, 
sondern  eine  der  Zahlen  2,  o,  4,  .  .  .,  (p  —  2)  ist,  so  kann 
die  Wurzel  der  Congruenz  axzz.\  (mod. ^j)  nie  gleich  dem 
Coefficienten  a  sein.  Ferner  können  zwei  Congruenzeu  mit 
verschiedeuen  Coefficienten  «,  a 

ax:zi  1  j  d  x^\  (mod.  p) 
nicht  dieselbe  Wurzel  x  haben;  denn  sonst  würde  man  aus 
ax  ^  d X  (mod.  p)  durch  Division  mit  x  die  Congruenz  a^^  d 
(mod.j^)  erhalten,  während  zwei  verschiedene  Zahlen  der  Reihe 
2,  3,  .  .  .,  (p  —  2)  für  den  Modul  j)  nicht  congruent  sein  können. 
Die  Zahlen  2,  3,  .  .  .,  {p  —  2)  lassen  sich  somit  in  Gruppen 
von  je  zweien  zusammenstellen,  so  dass  das  Produkt  der 
Zahlen  jeder  Gruppe  den  Rest  1  liefert.  Durch  Multiplication 
aller  so  gebildeten  Congruenzen  erhält  man 

2  •  3  •  •  •  0>  -  2)  =  1  (mod.  p) , 

und  hieraus  folgt  durch  Multiplication  mit  p  —  1 

1  •  2  .  3  •  .  .  (ji9  —  1)     .P—1  —  -1  (mod.  p) 
oder 

1  •  2  •  3  • .  •  (2J  —  1)  +  1  :E=  0  (m  d.p), 

was  bewiesen  werden  sollte. 

Wenn  dagegen  p  keine  Primzahl,  sondern  durch  eine  Zahl 
q,  die  also  <ip  ist,  theilbar  ist,  so  tritt  q  als  Factor  in  dem 
l*rodukt  l  .  2  .  '6  .  .  .  (p  —  1)  auf.  Die  Zahl  2  ist  also  nicht 
durch  q  und  somit  auch  nicht  durch  p  theilbar. 

Anmerkung.  Dieser  von  seinem  Entdecker  nicht  bewiesene  Satz 
liefert  eine  allgemeine  und  untiüglicho,  aber  wegen  der  Ungeheuern 
Rechnung,  die  sie  erfordert,  in  der  Praxis  gar  nicht  anzuwendende  Hegel, 
ZU  erkennen,  ob  eine  gegebene  Zahl  eine  Primzahl  oder  zu.^ammen- 
gesetzt  sei.  Der  obige  Beweis  ist  von  Gauss,  Disquisitiones,  77  gegeben; 
andere  Beweise  sind  vonLagrango,  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie, 
1771;  Euler,  Opuscula  analytica  I,  p.  329;  Legendre,  theorie  des  nombres, 
11,  1.30;  Stern,  algebraische  Analysis,  p.  393. 


) 
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§  31.  Der  Fermat'sche  Satz. —  Bezeichnet  a  eine 
beliebige  durch  die  Primzahl  p  nicht  theilbare  ganze 
Zahl,  so  ist 

aP-^  ^  1  (mod.  p) , 

oder  mit  anderen  Worten:  die  Congruenz 

xP—'^  ^E  1  (mod.  j)) 
hat    jede    der  p — 1    Zahlen    1,    2,    3,  ...,   {p —  1)   zur 
Wurzel. 

Beweis.  Wir  betrachten  die  Produkte,  die  man  erhält, 
wenn  man  jede  der  Zahlen 

(1)  1,  2,  3,  ...,  0;-l) 
mit  a  multiplicirt,  also  die  Zahlen 

(2)  a,  2a,  3«,  .  . .,  (p*  ~  1)  «• 

Die  Reste  dieser  Produkte  für  den  Modul  p)  müssen  sämmt- 
lich  von  einander  verschieden  sein;  denn  aus  der  Annahme 

Jca  ^  Ic'a  (mod.  p)) 
würde  durch  Division  mit  a  sich 

Ti^h'  (mod. p) 
ergeben,  während  zwei  verschiedene  Zahlen  der  Reihe  (1), 
und  als  solche  werden  Ti  und  h'  vorausgesetzt,  nicht  con- 
gruent  sein  können.  Da  nun  ausserdem  keins  der  Produkte 
(2)  durch  p  theilbar  ist,  so  müssen  die  Reste  der  Zahlen  (2) 
in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  den  Zahlen  (1)  übereinstim- 
men, und  es  muss  folglich  das  Produkt  aller  Zahlen  (2)  dem 
Produkt  aller  Zahlen  (1)  congruent  sein,  d.  h.  es  ist 

1  .  2  .  3  .  .  .  (i)  —  l)a^^-i  E=  1  .  2  .  3  . . .  (j)  —  1)  (mod.j)), 
und  hieraus  folgt  durch  Division  mit  l  .  2  .  3  .  .  .  (^j  —  1) 
aP-'^  ^  1  (mod.  p) . 

Anmerkung.  Auch  von  diesem  Satze,  der  von  seinem  Entdecker 
Fermat  ohne  Beweis  in  einem  Briefe  mitgetheilt  worden  ist  (Varia 
opera  mathematica,  p.  163),  giebt  es  mehrere  Beweise  (von  Euler,  Lam- 
bert, Gauss),  die  wir  zum  Theil  noch  kennen  lernen  werden. 

§  32.  Ueber  die  Anzahl  der  Wurzeln  einer  Con- 
gruenz, deren  Modul  eine  Primzahl  ist. 

Lehrsatz  I.    Eine  nicht  identische  Congruenz,  deren 
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Modul   eine   Primzalil   ist,    besitzt  liöchsteus   so   viele 
Wurzeln,  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält. 
Beweis.    Wir  nehmen  an,  die  Congrueuz 

(1)  Ax"'  +  Bx'"-'  -^  ■■.-{-  Mx-\-  N  =  0  (med.  j)) , 

deren  Coefficienten  Ä,  L,  .  .  .,  N  ganze  Zahlen  sind,  die  wir 
nach  dem  Früheren  als  zwischen  0  und  p  oder  auch  zwischen 

—  '-  und   -|"  2    ^i^D^"^^  voraussetzen  dürfen,  besitze  mehr  als 

nij  also  wenigstens  ni  -j-  1  Wurzeln  a,  ß,  7,  .  . .  Die  kleinste 
dieser  Wurzeln  sei  a.  Setzen  wir  dann  y  -{-  a  an  die  Stelle 
von  Xj  so  erhalten  wir  eine  neue  Congruenz  ?m**'°  Grades 

(2)  ay'"  +  by"'-^  -\-  ■  ■  ■  -\-  m  y  -\-  n  —  0  (mod.p), 
welche   ebenso    viele  Wurzeln,   wie    die  gegebene  hat,    indem 
sie  durch  die  Werthe  0,  ß  —  a,  y  —  «,  ...    von  y  befriedigt 
wird.     Da  (2)  die  Wurzel  y  ee  0  hat,  so  muss  n  ^'^  0  (mod.p) 
sein.     Die  Congruenz  (2)  lässt  sich  also  auf  die  Form 

(3)  y  (ay'"-^  +  hy'"-^  + f-  m)  —  0  (mod.^)) 

bringen.  Die  linke  Seite  von  (o)  wird  durch  p  theilbar,  wenn 
mau  für  y  irgend  eine  der  Grössen  ß  —  «,  y  —  a,  ...  setzt, 
und  da  jede  der  letzteren  prim  zu  j)  ist,  so  muss  in  allen 
diesen  Fällen  der  Factor 

ay'"-^  +  hy"'--  +  •  •  •  +  ni 
durch  p  theilbar  werden,  d.  h.  die  Congruenz 

(4)  ay'"-^  -\-  by'"--  +  ■  •  •  -f  wi  =  0  (mod.  j)) 

muss  die  Wurzeln  ß  —  a,  y  —  cc,  ...  haben,  deren  Anzahl 
wenigstens  gleich  m  ist. 

Wenn  es  also  eine  Congruenz  m*^°'^  Grades  mit  mehr  als 
m  Wurzeln  giebt,  so  lässt  sich  daraus  eine  Congruenz  vom 
Grade  m  —  1  mit  mehr  als  m  —  1  Wurzeln,  daraus  ebenso 
eine  Congrueuz  vom  Grade  ?»  —  2  mit  mehr  als  m  —  2  Wur- 
zeln, u.  s,  w.,  endlich  eine  Congrueuz  ersten  Grades  mit  mehr 
als  einer  Wurzel  herleiten,  was  dem  Lehrsatz  I  des  §  21 
widersi^richt. 

Lehrsatz  IL  —  Es  seien  f(x)  und  F{x)  ganze  Func- 
tionen von  X,  deren  ('oefficienten  ganze  Zahlen  und 
deren   Grade   kleiner   als   die   Primzahl  j;  sind.     Wenn 
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dann  f{x)  ein  Divisor  von  a:''""^  —  1  -\-  jtFix)  ist,  so  be- 
sitzt die  Congrueuz 

fix)  ^=  0  (mo(l.j>) 
scenau    so    viele    Wurzeln,    als    ihr   Gratl   Einheiten 
enthält. 

Beweis.    Da  f(x)  ein  Divisor  von  a;^'~^  —  1  -\-2JF(x)  ist, 
so  können  wir 

xP-i  _  1  _|-  pF{x)  =  fix)  cp{x) 

setzen,  wo  (p{x)  eine  ganze  Function  von  x  mit  ganzen  Coef- 
ficienten  bezeichnet.  Nun  ist  nach  dem  Fermat'scheu  Satze 
xP~^  —  1  für  jeden  der  p  —  1  Wertlie  1,  2,  .  .  .,  (p  —  1)  von 
X  durch  p  theilbar,  und  da  pF(x)  33=  0  (mod.j))  eine  identische 
Congruenz  ist,  so  hat  die  Congruenz 

f{x)cp{x)  3^  0  (mod.  j)), 
deren   linke  Seite   vom  Grade  p  —  1  ist,   die  j?  —  1  Wurzeln 
1,  2,  3,  .  .  .,  {p  —  1).     Hätte  nun  die  Congruenz 

f{x)  ^  0  (mod.  j;) 
weniger  Wurzeln,  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält,  so  würde 

q){x)  ^  0  (mod.  ^) 
mehr  Wurzeln  haben  müssen,  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält, 
und  das  widerspricht  dem  vorhergehenden  Satze. 

Lehrsatz  III.  —  Wenn  die  Functionen  f{x)  und  q){x) 
einen  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  ipix)  haben, 
so  sind  die  den  Congruenzen 
(1)  f{x)  =  0     und     (p{x)  =  0{moCi.p) 

gemeinschaftlichen  Wurzeln  auch  Wurzeln  der  Con- 
gruenz 

ip{x)^0  (mod.j?) . 

Beweis.   Bezeichnen  wir  den  Quotienten  und  den  Rest  der 
Division    von  f{x)  durch  cp{x)  beziehungsweise  mit  Q  und  li, 

so  ist 

f{x)=Q.cp{x)^R, 

und  da  danach  für  jede  den  Congruenzen  (1)  gemeinschaftliche 
Wurzel  auch  11  durch  p  theilbar  werden  muss,  so  haben  die 
Congruenzen  (1)  die  nändichen  gemeinschaftlichen  Wurzeln 
wie  die  Congruenzen 
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(2)  (p(x)  —  0,     n—O  (raod.  p) . 

Durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  beweist  man  die  Dich- 
tigkeit des  vorliegenden  Satzes. 

Aufgabe.    Die  Zahl  der  Wurzeln  einer  Congruenz 

(1)  f\x)^0{mod.p), 
wo  2^  f^i"P  Primzahl  ist,  zu  bestimmen. 

Lösung.    Da  die  Congruenz 

(2)  x^-'  —  1=0  (med. ;)) 

durch  jede  der  ^)  —  1  Zahlen  1,  2,  ?>,  ...  Q)  —  1)  befriedigt 
wird,  so  haben  wir,  um  die  Anzahl  der  Wurzeln  von  (1)  zu 
ermitteln,  nur  zu  sehen,  wie  viele  Wurzeln  (1)  und  (2)  ge- 
meinschaftlich sind.  Wir  bestimmen  also  den  grössteu  ge- 
meinschaftlichen Divisor  der  Polynome  fix)  und  xp~^  —  1 ; 
der  Grad  dieses  Divisors  giebt  an,  wie  viele  Wurzeln  die 
Congruenz  (1)  besitzt. 

Beispiel.    Um  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz 

(1)  3x^  —  bx^  —  X  -{-A  —  0  (mod.  7) 

zu  bestimmen,  haben  wir  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  von  x'''  —  1  und  Sx^  —  6x-  —  x  -{-  4  zu  suchen.  Da- 
mit der  Quotient  der  zu  diesem  Zwecke  erforderlichen  Division 
ganze  Coefficienten  erhalte,  wollen  wir  den  Coefficienten  von 
x^  in  (1)  auf  die  Einheit  reducir.en. 
Da 

—  59,     —1  =  6,     4  =  — 3(mod.  7) 
ist,  so  geht  (1)  in 

3.r3  -f-  Da;-  +  6a;  —  3  ^  0  (mod.  7) 
oder  in 

(2)  x^  +  3a;-  +  2a;  -  1  EHE  0  (mod.  7) 

über.  Dividiren  wir  jetzt  x'''  —  1  durch  x^  -j-  3.a;-  -\-  2x  —  1, 
so  bleibt  der  Rest 

25a;-  +  35a;  —  15  --  4a;-  -  1  (mod.  7) . 
Ehe  wir  weiter  dividiren,  reduciren  wir  den  Coefficienten 
von  x-  auf  1,  indem  wir  beachten,  dass 
—  1  =  —  8  (mod.  7) 
ist.     Dann  geht  der  Rest  4a;^  —  1  in 

4a;2— 8  —  4(a;2-  2)  (mod.  7) 
über. 
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Mit  or  —  2   dividiren  wir    weiter  in  x^  -\-  ^dx'  -{-  2x  —  1 
und  erhalten  als  Rest 

4ic  +  5  =  4ä;  +  12  —  4  (ä;  +  3)  (mod.  7) . 
Wird  jetzt  endlicli    mit   a;  +  3  in  x^  —  2   dividirt,   so  bleibt 
der  Rest  7^0  (mod.  7).     Die  Congrueuz   (1)  hat  daher   mit 
x^  —  1  E^  0  (mod.  7)  nur  die  eine  Wurzel  der  Congruenz 

a;  +  3  =  0  (mod.  7) , 
d.  i.  4  gemein,  mit  andern  Worten:  die  Congruenz  (1)  besitzt 
überhaupt  nur  die  eine  Wurzel  ic  ^  4  (mod.  7) . 

Anmerkung.     Der    Lehrsatz  I    dieses   Paragraphen   liefert  einen 
ueuen  Beweis  des  Wilsou'schen  Satzes.     Die  Congruenz 

{X  —  1)  (x  —  2)  ...  (a;  —p  —  1)  —  {xP~^  —  1)  =  0  (mod.  p) 
ist  offenbar  vom  Grade  p  —  2  und  hat  dabei   die  p  —  1  Wurzeln  1,  2, 
3,  .  .  .,  (p  —  1).     Sie  muss  daher  eine   identische  Congrueuz,   d.  h.  je- 
der   ihrer  Coefficienten    muss   durch  2^   theilbar  sein;    also  ist  auch  der 
Coefficient  des  von  x  unabhängigen  Gliedes  durch  p  theilbar,  oder 
1.2.  3.  ..(p  —  1)4-1=0  (mod.  p)  . 
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Kettenbriiche. 

§  33.  Definition.  —  unter  einem  Ketteubrucli  ver- 
steht man  einen  Bruch,  dessen  Zähler  eine  ganze  Zahl  und 
dessen  Nenner  die  Summe  aus  einer  ganzen  Zahl  und  einem 
Bruche  von  derselben  Beschafifenheit  sind.  Ein  Kettenbruch 
ist  daher  jeder  Ausdruck  von  der  Form 

'  ^    5+  u.  s.  w.; 

darin  bezeichnen  u,  ß,  y,  Ö,  .  .  .,  sowie  h,  c,  d,  ...  positive 
oder  negative  ganze  Zahlen.  Wir  werden  aber  nur  solche 
Kettenbrüche  betrachten ,  in  denen  die  Zähler  h,  c,  cl,  ... 
der  Einheit  gleich  sind,  welche  also  die  Form 

''  +  T+. 

haben,  wo  übrigens  a,  ß,  y,  d ,  .  .  .  irgendwelche  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen  sind;  dünn  diese  Kottenbrüche  sijid  die 
einzigen,  die  wir  später  anzuwenden   haben. 

„Die  Kettenbrüche  bieten  sich  uns  naturgemäss  jedesmal 
dar,  wo  es  sich  darum  handelt,  gebrochene  oder  irrationale 
Grössen  in  Zahlen  auszudrücken.  Nehmen  wir  nämlich  an, 
wir  hätten  den  Werth  einer  beliebigen  gegebenen  Grösse  x 
anzugeben,  die  nicht  durch  eine  ganze  Zahl  ausgedrückt  wer- 
den kann,  so  wird  der  einfachste  Weg  darin  bestehen,  dass 
wir  zunächst  diejenige  ganze  Zahl  aufsuchen,  welche  dem 
Werth e  von  x  am  nächsten  liegt  und  sich  von  demselben  nur 
durch  einen  Bruch  unterscheidet,  der  kleiner  als  die  Einheit 
ist.     Diese    ganze    Zahl    sei    a ,    so    ist  x  —  a   gleich    einem 
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Bruclie,  der  kleiner  als  1  ist,  folo;lich eine  Zahl,  welche 

grösser  als  1  ist.     Es  sei    daher ■  =  x, ,  und  da  x,  grösser 

als  die  Einheit  ist,  so  kann  mau  die  ganze  Zahl  bestimmen, 
welche  dem  Wertlie  von  x^  am  nächsten  liegt.  Wird  diese 
ganze   Zahl  a^   genannt,   so  ist  wieder  x^  —  a^   gleich   einem 

Bruche,   der  kleiner  als   die   Einheit  ist,  folglich  eine 

'  '        °  a^i  —  Ui 

Zahl,  die   grösser   als  1  ist,  und   die   man  mit  X2  bezeichnen 

kann.     Um  den  Werth  von  x^  zu  ermitteln,  hat  man  nur  die 

demselben   zunächst  liegende   ganze   Zahl    zu   ermitteln;    wird 

diese  mit  «g  bezeicbnet,  so  ist  Xo  —  «2  kleiner  als   1,  folglich 

-^^^^ —  gleich  einer  Grösse  x^,  welche  grösser  als  die  Einheit 

ist,  u.  s.  f.  Durch  dieses  Verfahren  muss  man  offenbar  nach 
und  nach  dem  Werthe  von  x  immer  näher  kommen  und  zwar 
auf  die  einfachste  und  schnellste  Weise,  die  möglich  ist,  da 
man  nur  ganze  Zahlen  anwendet,  von  denen  jede  dem  ge- 
suchten Werthe  so  nahe  wie  möglich  liegt. 

„Da  jetzt 

1      


ist,  so  hat  man 

1 

X  —  a  =  — , 

X,' 

also 

,     1 

ebenso  folgt  aus 

1 

dass 

X,  -  a,           -' 

und  aus 

1 

dass 

^2  =  «2  +  ^ 

ic,  —  a„           •" 

ist,   u.  s.  w.,   so   dass   mau   durch   Einsetzung  dieser    Werthe 
der  Reihe  nach 


X 

a  + 

1 

X, 

= 

a  + 

1 

+ 

1 

X., 

= 

«  + 

1 

+ 

1 

«2 

+ 

1 

5* 
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uiul  allgemein 

erhält. 

„Es  ist  gut  zu  beachten,  dass  jede  der  ganzen  Zahleu 
a,  ffj,  a.,,  «.,,  .  ,  .,  welche,  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  die 
den  Grössen  x,  x^,  x^,  ...  zunächst  liegenden  ganzzahligen 
Werthe  darstellen ,  auf  zwei  verschiedene  Arten  genommen 
werden  kann,  da  jede  gegebene  reelle  Grösse,  die  nicht  selbst 
eine  ganze  Zahl  ist,  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
ganzen  Zahlen  liegt,  von  denen  jede  als  angenäherter  Werth 
gewählt  werden  kann.  Hinsichtlich  des  Kettenbruchs,  zu  dem 
wir  gelangen,  besteht  aber  zwischen  den  beiden  Arten,  diese 
angenäherten  Werthe  zu  wählen,  ein  wesentlicher  Unterschied. 
Nimmt  man  nämlich  immer  diejenigen  ganzen  Zahlen,  welche 
kleiner  sind  als  die  auszuwerthenden  Grössen,  so  werden  die 
Neuner  «j,  a.^,  a.^  .  .  .  sämmtlich  positiv  sein;  dieselben  wer- 
den sämmtlich  negativ  sein ,  wenn  man  immer  die  ganzen 
Zahlen  nimmt,  welche  grösser  als  die  auszuwerthenden  Grössen 
sind,  und  sie  werden  zum  Theil  positiv,  zum  Theil  negativ 
sein,  wenn  man  bald  zu  kleine,  bald  zu  grosse  angenäherte 
Werthe  wählt.''     (Lagrange,  Zusätze  zu  Eulers  Algebra). 

Wir  setzen  für  die  Folge  voraus,  dass.  immer  die  unter- 
halb der  zu  bestimmenden  Grössen  liegenden  ganzen  Zahlen 
als  angenäherte  Werthe  genommen,  dass  also  die  Zahlen  a, 
«1,  «2?  •  •  •  sämmtlich  positiv  seien. 

Wenn  eine  der  Grössen  iCj,  x.>,  x.^,  ■  -  -  eine  ganze  Zahl 
ist ,  so  ist  der  Kettenbruch  beendet.  Ist  z.  B.  x.^  eine  ganze 
Zahl,  so  erhält  man  für  x  den  Kettenbruch 

a+^  1 

Dieser  Fall  wird  immer  eintreten,  wenn  x  durch  einen 
rationalen  Bruch  ausgedrückt  ist;  wenn  aber  x  eine  irrationale 
oder  eine  transcendente  Grösse  ist,  so  wird  der  Kettenbruch 
ins  Unendliche  fortgehen. 

§   Sl.     Verwandlung   eines   rationalen    Bruchs    in 

A. 
einen  Kettenbruch.  —  Es  sei  ^  ein  rationaler  Bruch,  des- 
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seil    Zähler   uiid   Neuner   prini    zu    eiiiauder    seien;    dann    ist 

A 
die  ganze  Zahl  a,  die  dem  Werthe  von  ^  am   nächsten  liegt, 

der  Quotient  der   Division  von  Ä  durcli   B.     Wird  der  Rest 

dieser   Division   C  genannt,    so  ist  ^  —  a  =  j,.     Es  ist  also 

Xi  =  7i,  und  um  die  ganze  Zahl  a^  zu  erhalten,  die  dem  \Verthe 

von  j,  am  nächsten  liegt,  haben  wir  nur  B  durch  (7  zu  divi- 

diren  und  den  Quotienten  dieser  Division  «j  zu  nennen.    Wird 

der    Rest    dieser    Division    I)   genannt,    so    ist  x^  — %=-f»> 

C 
folglich  X2  =  -j^'i  wir  werden  also  weiter  C  durch  D  dividireu, 

den  Quotienten  %  nennen,  u.  s.  f. 

Um  also  einen  gemeinen  Bruch  in  einen  Kettenbruch  zu 
verwandeln,  dividiren  wir  den  Zähler  desselben  durcb  sekien 
Neuner  und  nennen  den  Quotienten  «;  darauf  dividiren  wir 
den  Nenner  durch  den  Rest  und  nennen  den  Quotienten  a^', 
hierauf  dividiren  wir  den  ersten  Rest  durch  den  zweiten  und 
nennen  den  Quotienten  a^i  i^  dieser  Weise  fahren  wir  fort, 
d.  h.  wir  dividiren  immer  den  vorletzten  Rest  durch  den 
letzten,  bis  wir  zu  einer  Division  gelangen,  welche  den  Rest 
Null  liefert,  was  nothwendig  einmal  geschehen  wird,  da  die 
Reste  eine  Reihe  abnehmender  positiver  Zahlen  bilden.  Der 
aus  den  erhaltenen  Quotienten  a,  a^,  a^,  .  .  .  gebildete  Ket- 
tenbrucli 


«1  -\ r 

für  den  wir  zuweilen   auch  («,  a^,  a^,  .  .  .)   schreiben   werden, 

A 
ist  dann  gleich  dem  t^eoebenen  Bruch   t,  • 

Beispiele. 

I-    I^  =  ^  +  T4:-i-   1     =(2,2,1,4,1,2,3) 

^  3 
"•    ,^=   r+-L-j_      =(0,3,3,3,7) 
'"*''  +  T+i. 

7 
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"I-  '^Y  =  (3, l^  1, 1,  ^l^ 2, 1,1,1, 2j. 

IV.     ^=(1,2,3,4,5). 

Das  hier  dargelegte  Verfahren  dient  auch  dazu,  irgend 
eine  durch  einen  Decimalbruch  ausgedrückte  Grösse  in  einen 
Kettenbruch  zu  verwandeln. 

Beispiel. 
V.    0;571317  =  (0,  2,  1,  2,  3,  1 ,  (5,  1,  1 ,  5,  32,  1 1). 

4$  35.  Bildung  der  Näherungsbrüche.  —  Bricht 
man  einen  Kettenbruch 

1 


a  + 


«1  + 


»t  + 


bei  irgend  einer  der  ganzen  Zahlen  a,  a^,  a.^,  ...,  die  man 
im  Gegensatz  zu  den  vollständigen  Quotienten  Xi,  x.^,  ...  die 
unvollständigen  Quotienten  nennt,  ab,  so  erhält  mau 
einen  Näherungsbruch.     So  ist  a  der  erste, 

1  aa^  +  1 


der  zweite. 


'    a,  a. 


,     1  aa,  a.,  4-  o.,  -\-  a 

a  -\ ,1    =  '       ■  -,  - — 


der  dritte  Näherungsbruch,  u.  s.  w. 

Um   das   Bildungsgesetz   der   Näherungsbrüche   zu   ermit- 
teln,   wollen  wir  den  ersten  mit     ' ' ,  den  zweiten  mit  -^"-,  all- 

Zf.  ^  .  Z  a 

gemein  den  /c**^"  mit  ^  bezeichnen.     Es  ist  dann      '  =  y> 

Z^  atti  +  1  Z^tti  -\-  1 

Z^  üaiatti  +  1)  +  a a^Zj  -|-  Z, 

X,  ~         o,«i  +  1  ~  (I.,  iV,  4-  N\ ' 

Wir  werden  jetzt  beweisen,  dass  allgemein 

^n  "«-1  ^n-l  +  -^«-2 


ist,  dass  also  der  Zähler,  resp.  Nenner,  des  71^"°  Näherungs- 
bruchs gefunden  wird,  indem  man  den  Zähler,  resp.  Nenner, 
des  («  —  1)'''"  Näherungsbruchs  mit  dem  n'*'"  unvollständigen 
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Quotienten    rt„_i  multiplicirt    und  zum   Produkte   den    Ziihler, 
resp.  Nenner,  des  (>^  —  2)**^°  Nüherungsbruchs  addirt. 

Da  der  Satz  für  den  dritten  Näherungsbruch  richtig  ist, 
so  liaben  wir^  um  seine  allgemeine  Gültigkeit  nachzuweisen, 
nur  darzuthuu,  dass ,  wenn  derselbe  bis  zu  einer  gewissen 
Grenze,  etwa  bis  zum  Jc^'^^  Näheruugsbruche,  Geltung  hat,  er 
auch  über  diese  Grenze  hinaus  für  den  {k  -\-  1)*°°  Näherungs- 
bruch besteht.     Es  sei  also 


N,        «,_iiV,_,+JV,. 


-2 


Wir   erhalten  hieraus   den    folgenden   Näherungsbruch,    wenn 
i  -1 ersetzen.     Dies 


wir  rti_i   durch  Uk—i  -] ersetzen.     Dies  liefert 

"a- 


^  I  "ic—l      1      „     I   "ü—l      I      —lc—2 


('«A-1 

+  ', 

-:) 

^A- 

-1  + 

^A-2 

_  («;t-i 

«A  + 

1) 

^A- 

-1  + 

«A  ^k-2 

(«*-i 

«A-  + 

1) 

^A- 

-1  + 

«A  -^A-2 

_  «A:  («A 

-1  ^A- 

-1 

+ 

^A-2) 

+  ^A-1 

oder,  wenn  a^—i  Zk—i  +  -^a— 2  durch  Z^  und  ebenso 
durch  Nk  ersetzt  wird , 

^A-+l    ^^  "a  ^k  +  -^A-l 

'^W    ~«A^^A+^^A-l' 

und  damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Z  1 

Wenn    wir    den    fingirten    Näherungsbruch     ifr  =  77  als 

ersten  vorausschicken,  so  liefert  die  hergeleitete  Formel  auch 
noch  den  zweiten  Näherungsbruch ,   da  sich  dann 

Z^  tti  Zi  -\-  Z„  «j  a  -|-  1    «1  a  4"  1 

iVT         Ol  N^  +  JVÖ         öT^T-f  0  ^a^ 

ergiebt.     Dies  soll  in  Zukunft  geschehen,  es  soll  also  ^^   den 
(n  +  1)**^°  Näherungsbruch  bezeichnen. 

Die  Näherungsbrüche   eines  Kettenbruchs  werden  also  in 
folgender  Weise  berechnet: 
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Muu  schreibt  die  uuvollstiindigeu   Quotienteu   uebeii   eiu- 
aiitler    imd    setzt    unter    den    ersten    den    Näheruugsbrucb 


0 


unter   den    zweiten 


Darauf    bildet    man    der  Reilie    nach 


die  Zähler  und  Nenner  der  folgenden  Nüherungsbrüche,  indem 
mau  jeden  unvollständigen  Quotienten  mit  dem  Zähler,  resp. 
Nenner,  des  unter  ihm  stehenden  Näherungsbruches  multipli- 
cirt  und  zum  Produkte  den  Zähler,  resp.  Nenner  des  diesem 
vorangehenden  Näherungsbruches  addirt. 

Danach    haben    die    oben   in  §    34   in  Kettenbrüche   ver- 
wandelten Brüche  folgende  Näherungsbrüche: 

I. 


2 

2 

1 

4 

1 

2 

3 

1 

2 

5 

7 

33 

40 

113 

379 

T 

1 

2 

3 

14 

17 

48 

161 

II. 


0 

7 

3 

3 

3 

7 

1 

0 

1 

1 

y 

3 

22 

10 
73 

33 
241 

241 
1760 

111. 

3 

2 

1 

1 

1 

2 

2 

1 

1 

1 

2 

1 

3 

7 

10 

17 

27 

71 

169 

240 

409 

649 

1707 

0 

1 

2 

3 

ö 

8 

21 

50 

71 

121 

192 

505 

IV. 


1   2 

3 

4 

5 

1   1 

0    1 

3 
2 

10 
7 

43 

30 

225 

157 

V. 

0 

2 

1 

2 

3 

1 

6 

1 

1 

0 

1 

1 

3 

10 

13 

88 

0 

1 

2 

■^ 

8 

27 

35 

237 

Anmerkung.  Der  erste  unvollständige  Quotient  o  kann  auch 
Null  sein;  in  diesem  Falle  darf  man  aber  nicht  vergessen,  ihn  hinzu- 
schreiben und  darunter  den  (zweiten)  Niiherungsbruch  —  zu  setzen. 
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§  30.     Eigeuscliafteii  der  Nälierungsbrüche. 
Lehrsatz  I.     Bezeicliuet  ~  deii(«-f-  1)''"  Nälieruiigs- 

n 

brucli,  so  ist 

(-    1)"     (Z„    Nn-l    -   Zn-X   ^n)  =   +    1  . 

Beweis.     Wir   betrachten   die  Differenz   zweier  auf  eiiiau- 

Z  Z 

der  fülgcndeu  Nülierungsbrüche  ^  und      "^  •    Es  ergiebt  sich 


__-{^.-X^\-2-^n-2K-x) 

K  K-x 

es  ist  also 

Z„   iV„_i    —    Zn—i  N,i   =  (Zn—1  ^n-2  —  Zn—2  N„—x)  . 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Grösse 

P  =  (-    1)»    {Z,,  Nn-X  -  Z„.x  Nu  ] 

für  jedes  n  denselben  Werth  hat.     Da  nun 

Z,  =  a,     N,^l,     Z,=  \,     N,  =  0, 
also  für  li  =  1 

p  =  (-iy.(-i)  =  +  i 

ist ,  so  ist  für  jeden  Werth  von  ii 

(-  1)»   (Zn  N„-x   -  Zn-X  iV„)  =  +   1  . 

Aus  diesem  Satze  geht  unmittelbar  hervor,  dass  Zähler 
und  Nenner  eines  Näherungsbruches  relative  Primzahlen  sind; 
demi  ein  etwa  vorhandener  gemeinschaftlicher  Divisor  von  Z^ 
imd  iV„  müsste  auch  in  1  aufgehen. 

Ferner  lehrt  der  Satz,  dass  die  Differenz  zweier  auf  ein- 
ander folgenden  Näherungsbrüche  ein  Bruch  ist,  welcher  zum 
Zähler  die  Einheit  und  zum  Nenner  das  Produkt  der  Nenner 
der  Näherungsbrüche  hat;  denn  es  ist 

Z.         Z„_,  (_  1)« 


'n—X 


n  n — 1  n        n — l 


Lehrsatz  IL  Der  Werth  einer  in  einen  Kettenbruch 
entwickelten  Grösse  liegt  zwischen  zwei  aufeinander 
folgenden  Näherungsbrüchen  und  zwar  näher  dem 
folgenden  als  dem  vorhergebenden. 
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Beweis. 


Ist  X  =  a  -i r   > 

"i  +  - 


o*  +  •         ,1 

n-l    r  ^ 


SO  geht  der  («  -|-  1)^*^^  Nälieruugsbruch 


a;  übe 
Es  ist  also 


offenbar  in  a;  über,  weim  mau  rt„_i  tlurch  a„_,i  -|-         ersetzt. 


ic  = 


^•;,  (««-1  ^n-1  +  ^n-2)  +  -^«-1 
^n  \  +  ^n-1 


und 

n               n       n      *         n — 1 

n                  n — 1       n              n        n — 1 

n              n      n     '         n — 1 

^.  ~    N„  (x^  N    +  iV„    A  > 

n                n  \   n       n     1         n — 1/ 

somit  nach  Lehrsatz  I 

-  (-  ir 

K      K  (^.  K  +  ^^,-0 

Ebenso  ergiebt  sich 


X 


C^) 


^n- 

-1 

^V 

-1 

^n- 

-1 

n — 1  \    n       n     I         n — IJ 

oder 

(- 1)"  ^„ 


^;-l     ^. 


n-1  i^n  ^n   +  J^.-l) 


Da  Xn  positiv  ist,  so  haben   die  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  entgegengesetzte  Vorzeichen,  also  liegt  x 

zwischen   -J^^^  und  ^^  •     Da  ausserdem  .<.„  >  1  und  Nn—i  <  Nn 

ist,  so  ist  die  Difl'erenz  (2)  grösser  als  die  Differenz  (1),  d.  h. 

X  liegt   näher   an  -^   als  an   ^tt 


Kettenbiüchc.  75 

Der  erste  Näherimgsbruch  ist    —  =  oo,    cUt    zweite    «; 

letzterer  ist  <  x,  folglich  ist  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze 
der  dritte  >  x,  mithin  der  vierte  wieder  <  x,  n.  s.  w.  Es 
sind  also  die  Näheruugsbrüche  gerader  Ordnung  siinimtlich 
<  X,  und  da  jeder  folgende  näher  an  x  liegt,  als  der  vorher- 
gehende, so  bilden  dieselben  eine  steigende  Reihe.  Dagegen 
sind  die  Näherangsbrüche  ungerader  Ordnung  sämmtlich  >  x, 
und  da  jeder  folgende  näher  au  x  liegt,  als  der  vorhergehende, 
so  bilden  dieselbe  eine  fallende  Reihe. 

Zusatz  I.  Die  Differenz  zwischen  einer  in  einen 
Kettenbruch  entwickelten  Grösse  und  dem  n'®°  Nähe- 
rungsbruch desselben  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

kleiner   als  -^ ^-  und  grösser  als 


Beweis.     Die  Gleichung  (2)  lässt  sich   auch  in  folgender 
Weise  schreiben: 

Z„    ,  (_  1)'. 


X  — 


n — 1 


-.-.(^,.  +  %^)' 


und  da  Xn  zwischen  1  und  oo  enthalten  ist,   so   liegt  die  be- 
trachtete Differenz  zwischen 

(-  •>'  und  4-  ')" 


Zuzatz  IL  Die  Differenz  zwischen  dem  Werth  eines 
Kettenbruchs  und  dem  w**^"^  Näherungsbruch  ist  kleiner 
als  die  Einheit,  dividirt  durch  das  Quadrat  des  Nen- 
ners des  Näherungsbruchs. 

Z„—i  ( ir 

Beweis.    Da  x  —  -^ —  <  ~ —■   und    Nn-i  <  Nn    ist, 

n — 1  n — 1       n 

so  ist  um  so  mehr 

Zusatz  III.  Wenn  die  in  einen  Ketteubruch  ent- 
wickelte Grösse  x  irrational  ist,  so  lässt  sich  immer 
ein  Näherungsbruch  von  der  Beschaffenheit  bilden, 
dass  die  Differenz  zwischen  demselben  und  x  kleiner 
als  eine  beliebig  gegebene  Grösse  cc  sei. 
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Beweis.     Da  x — v"— <-v-   "  ^^*'    ^^  ^^'^^'^^  ^^^^^^  Difi:e- 
reiiz  gewiss  <  «  sein,  wenu  -^—  <«,  also  iV^_i  >      ,   d.  h. 

JVn-i  >  1/ —  ist,  uiul  da  die  Nenner  der  auf  einander  fol- 
genden Näherungsbrüche  eine  Reihe  zunehmender  Zahlen  bil- 
den, so  lässt  sich  immer  ein  N  ermitteln,  welches  dieser  Be- 
dingung genügt. 

Lehrsatz  III.     Wenn  ein  irreducibeler  Bruch  ^  zwi- 
schen zwei  auf  einander  folgenden  Näherungsbrüchen 
und  -jrf-  liegt,   so   ist  sein  Nenner   grösser   als  der 


'n— 1 


Nenner  jedes  der  beiden  Näherungsbrüche. 

Beweis.     Da  *.   zwischen    -^1—  und   ,,"  liegt,  so  ist 

je  nachdem    vr— ^  -^  a/'  ist.     In  iedem  Falle  haben  die  beiden 
Differenzen 


77  —  T^ —   und  ,r Tf — 


n — 1  n  H — 1 

dasselbe  Vorzeichen,  und  der  absolute  VVerth  der  letzten  Dil- 
fereuz,  d.  i.    ^   ^ — ,  ist  grösser  als  der  absolute  Werth  der 

ersteren.  Es  ist  also,  wenu  wir  den  absoluten  Werth  einer 
Zahl  dadurch  ausdrücken,  dass  wir  dieselbe  in  eiue  eckige 
Klammer  []  setzen. 


B 

und  daraus  foliit  leicht 


^  ^n-y^ 


< 


[ÄNn-l   —   i>'Z,._i]  <      '-' 
n 

Die  linke  Seite  ist  eine  ganze  Zahl  und  der  Voraussetzung 
nach  von  Null  verschieden;  lolglich  muss  B  >  N„  und  um  so 
mehr  B  >  Nn—i  sein. 
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§  37.  Symmetrische  Kettenbrüclie.  —  Wenn  a,  rr,, 
((.,,  .  .  .,  a„_i  die  unvollständigen  Quotienten  eines  Kettenbruclies 
sind,  und  mau 

a  =  ün-l,  Ol  =  an-2,   u.   s.   w. 
hat,   wenn    also   die   von    den    Enden  gleich   weit    entfernten 
unvollständigen  Quotienten  einander  gleich  sind,  so  nennt  man 
den  Kettenbruch    symmetrisch.     Von    dieser  Art  sind  z.  B. 
die  Entwicklungen  der  Brüche 

^g^  (unvollst.  Quotienten:  2,  3,  1,  4,  1,  3,  2), 
28013 


5156 


(unvollst.  Quotienten:  5,  2,  3,  4,  4,  3,  2,  5) 


Lehrsatz    I.      Wenn    ein    rationaler    Bruch    ^,    der 

grösser  als  die  Einheit  ist,  einen  symmetrischen 
Kettenbruch  liefert,  so  ist  entweder  N-  -f-  1  oder 
N'^  —  l   durch  Z  theilbar. 

Beweis.     Wir  nehmen  an,  es  sei 
Z  ,    1 

Wird  der  vorletzte  Näherungsbruch   (der  letzte   ist  -^^  selbst) 

mit  ~ —  bezeichnet,  so  ist  nach  dem  Früheren 
)i — 1 

Z  ==  On-l  Zn-\   +   Zn-t  ,    alsO 

Z„-.i  =  «„_2  ^«—2  +  Z,ts ,  also 


^3  =  «^  Z,  +  Z, ,  also  ^  =  a,  +  y 
Z.^  =  «1  /^,  -\-  Zq,  also  T,'  =  »1  +  Y 

z, 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  Kettenbruch 

1        1 

(2)  ""^-'-^    ••  +  ^1 


z 

^„-1 

= 

««- 

-1  + 

_9 
-1 

^n-1 

^„-2 

= 

f/„- 

-.+ 

-a 
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welcher  dieselben  unvollständigen  Quotienten  wie  (1),  aber  in 
umgekehrter  Reihenfolge  enthält,  die  Entwicklung  von  y^  ist. 

n — 1 

Wenn  nun  (l)  ein  symmetrischer  Kettenbruch  ist,  so  ist  er 
mit  (2)  idoutisclr,  in  diesem   Falle  hai    man  also 

A  _     ^_ 

oder 

d.  h.  der  Nenner  des  Bruchs  ist  gleich  dem  Zähler  des  vor- 
letzten Näherungsbruchs.  Wird  dieser  Werth  von  Z„_i  in  die 
Formel 

eingesetzt,  so  geht  dieselbe  über  in 

ZNn-i-N'  =  {-  1)", 
und  hieraus  folgt,  dass 

also  eine  ganze  Zahl  ist. 

Lehrsatz  IL  (Umkehrung).  Wenn  N'^  +1  durch  Z 
theilbar  ist,    so   wird    der  Kettenbruch,  den   die   Ent- 

Z 

Wicklung  von    j^  liefert,  symmetrisch  sein. 

Beweis.  Man  kann  bei  der  Entwicklung  eines  rationalen 
Bruchs  in  einen  Kettenbruch  es  stets  so  einrichten,  dass  die 
Anzahl  der  unvollständigen  Quotienten  nach  Belieben  gerade 
oder  ungerade  sei;   denn  wenn  o^—i  der  letzte  unvollständige 

Quotient,  also  >  1  ist,  so  kann  man  dafür  immer  («„_i  —  1)  +   j 

schreiben,  wodurch  die  Anzahl  n  der  unvollständigen  Quo- 
tienten um  eine  Einheit  vergrössert  wird. 

Dies  vorausgesetzt,  entwickeln  wir  -^  so  in  einen  Ketten- 
bruch, dass  die  Anzahl  n  der  unvollständigen  Quotienten  ge- 
rade   oder  ungerade   sei,   je    nachdem   N~  -f  1    oder    N'^  —  1 

durch  Z  theilbar  sein  soll.    Es  ist  dann  — ^~ =  7i  eine 

ganze  Zahl,  also 

(1)  UZ-  N'  =  {-\)". 
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Z  _ 
Da  mm  ^—   der  vorletzte  Nälierungsbruch  ist,  so  haben  wir 

ausserdem 

(2)  Zl^n-X-Zn-^-^={-\r, 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

Z{ß  —  iV„_0  =  JV(JV  -  Z„_i) . 
Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  muss  also  durch  Z  th eilbar 
sein.     Nun  ist  Z  prim  zu  iV;  Z  muss  demnach  in  iV^  —  Zn—\ 
aufgehen,  und  da  diese  Differenz  <  Zist,  so  muss  sie  Null,  d.  h. 

sein.     Dann   ist   aber  der   Kettenbruch,    den   die   Entwicklung 

Z 

von  -^  liefert,  identisch  mit  demjenigen,  welchen  man  durch 

Z 

Entwicklung  von    r,        erhält,  d.  h.  er  ist  symmetrisch. 

Lelirsatz  III.  Wenn  eine  ganze  Zahl  P  ohne  Rest 
in  die  Summe  zweier  Quadrate  aufgeht,  welche  prim 
zu  einander  sind,  so  ist  sie  selbst  die  Summe  zweier 
Quadrate. 

Beweis.     Es   seien  II  und  B  relative  Primzahlen,   und  es 

möge  P  in  it"  -|-  Sr  aufgehen.    Wird  dann  -^  in  einen  Ketten- 
bruch entwickelt  und  der  vorletzte  Näherungsbruch  mit  —  be- 

zeichnet,  so  ist 

Es  -  5r  =  +  1  . 

Da  nun  die  Zahl  P  in  it^  -[-  /S^  aufgeht,  so  geht  dieselbe 
auch  in  (2^2  _j_  ^2^  (^^.2  _|_  ^o^j  _  g^^  _j_  ^^y  _|_  (^^^  _  g^y 

=  (Pr  +  Ssy  +  1 , 
also  auch  für  jeden  Werth  der  ganzen  Zahl  Je  in 

{Rr  -i-Ss  —  IcPy  +  1 
auf. 

Ueber  die  unbestimmte  Grösse  Je  kann  man  so  verfügen, 
dass  die  Zahl 

Q  =  Rr-\-  Ss-  JcF<P 
werde.    Wir  können  also  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
eine  ganze  Zahl  ^  <  P  so  bestimmen,  dass 

P 

eine  ganze  Zahl  ist. 
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p    .        .  , 

Wenn  wir  also  -     in  einen  Kettenbruch  entwickeln    und 
V 

es  dabei  so  einrichten,  dass  die  Anzahl  der  unvollständigen 
Quotienten  gerade  sei,  so  wird  dieser  Kettenbruch  symmetrisch 
werden,  und  die  Reihe  der  unvollständigen  Quotienten  wird 
sich  folgendermassen  schreiben  lassen: 

rt,  Gl,  a.,,  . . .,  a,n-\,  (tm-i,  ■  •  •,  0-2,  «1,  a. 
Der  aus  der  ersten  Hälfte  dieser  Zahlen  gebildete  Kettenbruch 
ist  ^—  ,   der  aus  der  letzten  Hälfte   gebildete  der  vollständige 

Quotient  x,„.  Da  dieser  letztere  aber  dieselben  unvollständigen 
Quotienten  wie  der  erste,  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge  ent- 

hält,  so  ist  er  gleich  y-"-,  und  durch  Einsetzung  dieses  Werthes 

^771—1 

für  x„i  in  die  Gleichung 
erhält  man 


Die  rechte  Seite  dieser  Formel  ist  ebenso  wie  die  linke  ein 
irreducibeler  Bruch.     Es  ist  nämlich 

Zm  \ZmNm  -f-  -^m— 1 -^;/(— l)  —  -Z>»t  (Au  "T"  An— l) 

=  Z,n—i  (Z„j  A„;_i   —  Zin—i  Villi)  =  ( —    1)'"  A/(— 1* 

Eine  Zahl,  welche  in  den  Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seite 
der  obigen  Formel  aufginge,  müsste  also  auch  in  Z,n—\  und 
somit  auch  in  Z,n  aufgehen,  während  diese  Zahlen  prim  zu 
einander  sind.     Es  ist  daher 

P  =  Z,n   -f-  Z,u—l  , 

und  das  sollte  bewiesen  werden. 

Die  letzte  Formel  lehrt  nicht  bloss,  dass  P  in  zwei  Qua- 
drate zerfällt  werden  kann,  sondern  bestimmt  auch  die  Grösse 
dieser  Quadrate',  wie  aus  den  folgenden  Beispielen  ersichtlich 
sein  wird. 

Beispiele.  I.  Die  Zahl  97  geht  ohne  Rest  in  22-  +  1 
auf;  sie  geht  also  für  jeden  Werth  von  h  in  (22  —  97/.)-  -\-  1 
auf;  am  einfachsten  ist  es,  h  =  0  zu  nehmen.     Nun  ist 
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97 
22 


4  + 


2-f 


2  + 


und  da  die  Bereclinunor  der  drei  ersten  Näherunorsbrüche 


4 

2 

1 

4 

9 

0 

1 

2 

ergiebt,  so  ist  97  =  9-  +  4^ . 

II.     757  geht  ohne  Rest  in  87^  -f-  1  auf.    Unvollständige 

Quotienten  des  Bruelis  --^: 


Näherunssbrüche 


8, 

h  2, 

2 

1, 

8. 

8 

1 

2 

1 

8 

9 

26 

0 

1 

1 

3 

L 


Zerlegung:  757  =  26"  +  9^. 

III.     433  geht  ohne  Rest  in  179^  -\-  1  auf.     Unvollstän- 
dige Quotienten  des  Bruchs  -^: 

2,  2,  2,  1,  1,  2,  2,  2. 
Näherungsbrüche : 


2           2 

2 

1 

1              2 
0              1 

5 

2 

12             17 

y   i   T 

Zerlegung:   433  =  17-4-12'. 

IV.    977  geht  ohne  Rest  in  252-  -f  1  auf.     Unvollstän- 
dige Quotienten  des  Bruchs 


977 
252 


Näherungsbrüche : 


3,  1,  7,  7,  1,  3 


3 

1 

7 

1 

3 

4 

31 

0 

1 

1 

» 

Zerlegung:    977  =  31-  -}-  4". 

§   38.      Anwendung     dor    Kettenbrüclio     zur    Auf- 


Wertheiin,  Zahlentheorie. 
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lösung  der  Congruenz  ersten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten. —  Um  die  Congruenz 

axzzih  (mod.  m) , 
d.  i.  die  unbestimmte  Gleichung 

ax  —  my  =  h 

aufzulösen,  entwickeln  wir  in  einen  Kettenbrucli  und  be- 
rechnen  die  Näherungsbrüche  desselben.  Der  letzte  dieser 
Nälierungsbrüche  ist  —  ,  der  vorletzte  werde  mit  —  bezeichnet: 
dann  ist  nach  dem  Früheren 

aft  —  am  ^  +  1 . 
Dies   vorausgesetzt,    berechnen   wir  x  und  y  mittels    der   ge- 
gebenen Gleichung 

ax  —  my  =  h 

und  der  Hülfsgieichung 

ax  —  [ly  =  Je, 
in   welcher  k    eine   unbestimmte    ganze   Zahl    bezeichnet.     Es 

ergiebt  sich 

fib  —  mk       II  b 


X  = 


y  ^ 


an  —  am 
ab  —  ak 


m  k 
±  1       ' 

ab  —  ak 


afi  —  am  +1       ' 

und  somit  ist  die  vorgelegte  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auf- 
gelöst. 

Beispiele.     T.    157a;  =  12  (mod.  179). 

—  liefert,   in  einen  Kettenbruch  entwickelt,   die   unvoll- 
179  '  ' 


ständigen  Quotienten 
Näherungsbrüche : 


0,  1,  7,  7,  3, 


0 

1 

7 

' 

3 

1 

0 

1 

7 

50 

157 

0 

1 

1 

8 

57 

179 

Es  sind  also  die  Gleichungen 

157a;—  179?/  =  72 
50a;—    bly^k 
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aufzulösen;  es  ergiebt  sich  (auf  y  kommt  es  hier  nicht  au) 

x=  -4104+  179Z;; 
die  Congruenz  hat  also  die  Wurzel 

x=-  4104  =  13  (mod.  179) . 
II.     281a;  =  400  (mod.  859). 
Unvollständige  Quotienten    der   Kettenbruch-Entwicklung 


von 


281 
859 


Näherungsbrüche : 


0,  3,  17,  1,  1,  3,  2, 


I 
I 


Gleichungeu : 

Resultat: 
d.  i. 


0 

3 

17 

1 

1 

3 

2 

1 

0 

1 

17 

18 

35 

123 

281 

0 

1 

3 

52 

55 

107 

376 

859 

28  Iri;  — 859  2/ =  400 
\2?>x  —  316ij  ^Ic. 

x=-  150400  +  859  7^, 
X  =  784  (mod.  859)  . 


Anmerkung.  Wir  haben  im  Vorstehenden  die  Lagrange'sclie 
Methode  in  der  von  C.  Reuschle  jun.  (Zeitschrift  für  Mathem.  u.  Physik, 
1874,  p.  272)  vereinfachten  Form  gegeben. 

§  39.  Irrationale  Grössen,  deren  Entwicklungen 
in  "Kettenbrüche  zu  einem  und  demselben  vollstän- 
digen Quotienten  führen. 

Lehrsatz  I.  Wenn  die  Kettenbrüche,  in  welche 
sich  zwei  irrationale  Grössen  x,  x  entwickeln  lassen, 
einen  vollständigen  Quotienten  y  gemeinsam  haben, 
so  bestellt  zwischen  beiden  eine  Gleichung 

ax  +  ß 
""  ya;  +  *' 

wo  «,   /3,  y,   d  ganze  Zahlen   sind,  die   der  Bedingung 

«^  _  /3y  =  +  1 
genügen. 

Beweis.  Wir  denken  uns  x  und  x  in  Kettenbrüche  ent- 
wickelt; die  Näherungsbrüche,  welche  in  beiden  dem  vollstän- 
digen Quotienten  y  entsprechen,  seien  beziehungsweise  -j^  ■>  ■—? , 

6* 


kanntlicli 

(1) 

(2) 

Aus 

(1)  folgt 

aus 

(2)  ebenso 

also 

ist 

^;,_x  -  K.-x^' 
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Z  Z' 

die    vorhergehendeu    beziehungsweise    , ,  ~  ,  j^f^—  ,    so  ist  be- 

y      N,x  -  z,  ' 

^;-x  -  ^\:^,cc-  ^  z,_^  -  N,_,x 

und  diese  Gleichung  liefert,  gehörig  entwickelt, 

oder 

,_  «j:  +  P 

wo 

a  =  Z',„Nk-i  —  Z,'n-iNk, 

ß  =  Z];Z,n-l   —  Zk—\Z,n, 

Y  =  Nk-iK,  —  N^X,-i, 
ö  =  Z,N,:^r-Z,_,X, 

und,  wie  die  wirkliche  Ausrechnung  ergiebt, 

=  (—  1)^+'« 
ist. 

Lehrsatz  II.    (Unikehrung).  Wenn  zwischen  zwei  irra- 
tionalen Grössen  x,  x   die  Gleichung 

(1)  ^-^yx  +  S 

besteht,  wo  a,  /i,  y,  rf  ganze  Zahlen  sind,   die  der  Be- 
dingung 

aö  -  /3}^  =  +  1 
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genügen,  so  haben  die  Kettenbrüche,  in  welche  sich 
X  und  X  entwickeln  lassen,  einen  vollständigen  Quo- 
tienten y  gemeinschaftlich. 

Beweis.      Wir    entwickeln   x    in    einen    Kettenbruch    und 
nennen    einen   beliebig    weit    entfernten    unvollständigen   Quo- 

tienten    ])\     demselben    entspreche     der    Näherungsbruch    -^, 

welchem  -^—  vorangehen  möge.     Dann  ist 
■"*— 1 

also 

,  _^  (aZ,  +  ßN,)y  +  (ccZ,__,  +  ßN,_,) 

-*  (y  ^,  +  SN,)  y  +  (y  Z,_,  +  dN,_,) 

oder  kürzer 

,  _  Äy  +  B 

(2)  ^  ~  Cy  +D' 

wo,  wie  sich  leicht  ergiebt, 

(3)  ÄD  -  BC=  (ad  -  ßy)  {Z,N,^,  -  Z^-^N,)  =  ±  1 
ist.     Nun  ist 

c^Z,-\-ßN,  N,        "n,-^^ 


c^Z,_,-^ßN,_^         N,_,        Z,_^         ^ 

der  erste   Factor  der  rechten  Seite   ist   positiv   und  >  1 ;   der 

Zj,  Z, j 

zweite   kann,   da   man  ^   und  -^ —  einander  beliebig  nähern 

kann,  der  Einheit  so  nahe  gebracht  werden,  als  man  will; 
folglich  ist  die  linke  Seite  positiv  und  grösser  1,  d.  h.  ^  >  B. 
Ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass  C^  D  ist. 

Entwickelt  man  jetzt   den    rationalen   Bruch  -^  ^"   einen 

Kettenbruch    und    bezeichnet    den    vorletzten    Näherungsbruch 

desselben  mit  -^,  so  ist 

(4)  AD'  -CB'  =  ±\, 

und  es  lässt  sich,  wie  wir  früher  gesehen  haben,  stets  so  ein- 
richten, dass  in  (4)  das  Zeichen  +  dasselbe  sei  wie  in  (3). 
Dann  folgt  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
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A(D'  -  D)=::C{B'  —  B). 

Weil  aber  Ä  prim  zu  C  uud  >  B,  also  um  so  mehr  >  B'  ist, 
so  kann  diese  Gleichung  nur  bestehen,  weim  B  =  B\  also 
D  ^  D'  ist,  und  dann  zeigt  die  Gleichung  (2),  dass  y  ein  un- 
vollständiger Quotient  auch  von  x   ist. 

§  -40.  Verwandlung  der  irrationalen  Wurzeln  von 
Gleichungen  zweiten  Grades  in  Kettenbrüche.  —  Um 
die  nachstehende  allgemeine  Darstellung  verständlicher  zu 
macheu,  wollen  wir  mit  einem  Beispiele  beginnen. 

Die  Gleichung 

?>x'  —  Ux  -f  10  =  0 

hat  die  Wurzeln  x  ==     ~   — ,  von  denen  wir  zunächst  — 

ins  Auge  fassen  wollen.  Die  Wurzel  der  grössten  Quadrat- 
zahl   unter   19   ist  4,    die   grösste    ganze   Zahl,    welche  nicht 

grösser  als  ist,  folglich  3;  wir  setzen  demgemäss 

7  +  ^19       o.^  +  yTy-o  ,  yiö  -  2      .,1 

~3 =  '^  "^ 3  ==^  ^  ^ 3 =  ^  +  o^' 

und  es  ist 

5  3  ()/l9  -f  2)        j/U)  -j-  2 


X,  = 


\/i9  —  2  19  —  4 


Da  weiter  1   die  grösste  ganze  Zahl  ist,  die  nicht  grösser  als 
Xi  ist,  so  setzen  wir 

^  '  5  '5  '     Xg 

Ebenso  ergiebt  sich 

_         ^         _  5  (V'19  +  •^)   _  /TÖ  4-  3  _  o     ,     /i9  -f  3  —  6 

Xa    -    ,^_-  -    -  O    -|—  ■ 

|/l'J  —  3  19  —  9  2  2 

^         yiO  -  3  19  —  9  5  5  ''4  ' 

X   =      ^     -  =  ^^V'^^±ll  _  ]l}1+1  =  '>  4-  1^^*^  =  2  -f-    ^  • 
^1/19-2  19-4  3  "     '  3  ^5' 


3 

]/T9-4 
1 

1/19  —  4 
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3(1/19  +  4)  |/l9  +  4 

19—16  1 

yi9  +  4  _  yi9  +  4  _ 
19—16  3 


=  8  + 


V19  — 4 


«  + 
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1 

Xa 


2  + 


Vl9 


1/^9 2     .  .  .  .  .  .1 

—    —    ist  aber   wieder  die   Zahl,   die   wir   oben   mit  —    be- 
3  '  iCj 

zeichnet    haben;     daher    wiederholen    sich    von    hier    an    die 

früheren   Quotienten,   sowohl   die   vollständigen,    als   auch   die 

unvollständigen.     Die  Reihe   der  letzteren   ist,   wenn   die  sich 

wiederholenden  in  eine  Klammer  eingeschlossen  werden, 

3,  (1,  3,  1,  2,  8,  2),  (1,  3,  ...),  ... 

Näherungsbrüche : 


3 

1 

3 

1 

2 

8 

2 

1 

1 

3 
T 

4 

1 

35 

T 

19 

53 
14 

443 
117 

939 
.48 

1382 
365 

3,  786301 , 

was  noch  in  der  fünften  De cimal stelle  richtig  ist. 

Für  die  zweite  Wurzel   erhalten  wir  auf  dieselbe  Weise: 
7—1/19 1 


3 


Xo   = 


3(74-1/19  7  +  1/19  _ 

49  —  19"  10        "" 

10(1/19  +  3)  _  yi9  +  3 

19  —  9  1 


1  + 


1/19 


10 


-  =  "+- 


1  Xo 


_  >/l9  +  4  _  1/19  +  4  _  o  _i_ 

^3  ~  19  -  16  ~       3       —  ^  -r 
3  (yi9  +  2)  _  1/T9  +  2 

19  —  4  5 

5  (1/I9  +  3) yT9  +  3 

5  ■  19  — ir~  2 

2(1/19  +  3)  1/19  +  3 

^  19"^^^^"9  5 

5(1/19  +  2)  1/19  +  2 


-^  =  2  +  .'-, 


iC.,  = 


^f;   


X,,  = 


^7  —       19-4  3 

_  3(1/19  +  4)  _  V19  +  4 
*^8  —      19  -  16      "~         1  ^     '  1 

Die  Reihe  der  unvollständigen  Quotienten  ist  also 

0,  1,  7,  (2,  1,  3,  1,  2,  8),  (2,  ...),  .. 
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wo  wieder  die  sich  Aviederholenden  Quotienteii  in  eine  Klammer 
gesetzt  sind.  , 

Es  sei  jetzt  allgemein 

Äx^  +  2Bx  +  C  =  0 

eine  Gleichung  zweiten  Grades  mit  ganzen  Coefficienten  und 
B^  —  äC  =  D  positiv  und  keine  Quadratzahl,  so  dass  die 
Wurzeln  der  Gleichung,  nämlich 

—  B  +  VD 

•^  =  — T — 

oder,  wenn  für  "[/ZT  der  positive  Werth  genommen  wird, 

irrational  sind.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  eine  der  Wurzeln, 
etwa  r-y- —  in  einen  Kettenbruch  zu  entwickeln.     Dabei 

setzen  wir  voraus,  dass  die  Wurzel  einen  positiven  Werth 
habe;  sollte  dies  nicht  der  Fall  sein,  so  würden  wir  —  x 
statt  X  in  einen  Ketteubruch  entwickeln  und  vor  die  Ent- 
wicklung das  Zeichen  —  setzen. 

Bezeichnet  nun  r  die  Wurzel  der  grössten  unter  D 
liegenden  Quadratzahl,  so  lässt  sich  die  grösste  ganze  Zahl  a 
bestimmen,  die  <  x  ist  (dieselbe  kann  auch  Null  sein).  Wir 
setzen  dann 

,    —  B  4-  VD  —  aA  ,     1 

x  =  a+  ^\ =  «  +  :^' 

wo  also 

A 

Xt  = 


{B  +  aA)  +  VD 

positiv  und  >  1  ist.  Um  den  Nenner  dieses  Ausdrucks  ratio- 
nal zu  machen,  multipliciren  wir  Zähler  und  Nenner  mit 
-f  (2?  -f  aA)  -f  ]/7)   und  erhalten 

^  MxB+joA)  ±yD] 
^  D  —  {B-\-  aAy 

oder,  da,  D  =  B^—  AC  ist, 

(B  +  nÄ)-^VD     _B,-\-VD 
^^  ~  —C-2aB  -a-A  A^        * 

und  diese  Grösse  x^  ist,   wie  wir  gesehen  haben,   positiv  und 
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grösser  als  1.  Somit  ist  die  grösste  in  ihr  enthaltene  ganze 
Zahl,  die  wir  «^  nennen  wollen,  von  Null  verschieden,  und 
wenn  wir  mit  ifj  genau  so  verfahren,  wie  wir  mit  x  ver- 
fuhren, so  erhalten  wir 

,    _         ,    2. 

darin  ist  x.j.  eine  positive  Zahl  >  1,  welche  die  Form 

^  __  B,  +  yp 

hat,  und  B^j  A2  sind,  ebenso  wie  B^,  A^,  ganze  Zahlen.  80 
fortfahrend  erhalten  wir  für  x  die  Entwicklung 

X  =  a  -\- 


«1  +  . 

wo   Xk  = -. ist,  in  welchem  Ausdruck  Bk  und  Ak  ganze 

Zahlen  sein  werden. 

Lehrsatz.  Die  Zahlen  Bk  und  Ak,  zu  welchen  die 
vorstehende  Entwicklung  führt,  sind  positiv  für  alle 
über  eine  gewisse  Grenze  hinausliegenden  Werthe 
von  h. 

Beweis.     Nach  §  36  ist,  wenn  -^    den     {Ic  -\-  1)*<='^    und 

^k 
y. 

den  diesem  vorhergehenden  Näherungsbruch  bezeichnet, 
ZkXk  +  Z,_, 


^k-i 


also 


-B+VD 


^k^k  +  ^k-i' 

(B,  +  yp^ 


^(n^)^^ 


Durch  Wegschaffung  der  Nenner  erhält  man  hieraus  leicht 
Bk  (-  BNk  -  AZk)  -  Ak  {BNk-i  +  AZk-0 
+  DNk  +  yn  [BkNk  +  AkNk-t  -  (BNk  +  AZk)]  =0. 
Diese   Gleichung   kann   nur    bestehen,    wenn   sowohl   der 
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rationale,    als    aucii    der   irrationale   Theil   Null    ist;    wir   er- 
halten süiiiit  die  beiden  Gleichungen 

(1)  -  B.iJBN,  +  AZ,)  -  A,  {BN,.,  +  AZ^-,)  =  -  D.Y,, 

(2)  I>',.Y,  +  ^1a.Vx-_i  =  BN,  +  AZk, 

durch   deren   Auflösung  sich    mit  Rücksicht   auf  die  bekannte 
P'ormel 

Z,N,.,-Zk-,N,  =  {—\f 
leicht 

(3)  A,  =  ^^  [{AZ,  +  BN,)'  -  D.Ayj , 

(4)  B,  =  (-  iy+^  [^Z,Z,_x  +  B  (Z,.Y,_i  +  Z,-_iiV,) 

+  CN,  iSr,_,] 
ergiebt. 

Nun  folgt  aus  (3) 
A,  =  ^/^  {AZ,  +  BN,  +  N,  Vd)  {AZ,  +  BN,  -  N,  Vb)  , 
oder  durch  Absonderung  von  Nj^ 

A,  =  "-^/-l  {a  ^:  +  i'  +  vd)  {a  ^^  +  n  -  yr) 

=  ^— (^  I*  +  2  l/S  +  iJ  -  l/S)  (^  ^  +  L' -  i^d) 


Der  Factor 


^k       -B  +  yij       Zf 


^,  ^  ^. 


ist  positiv  oder  negativ,  je   nachdem  k  gerade  oder  ungerade 
ist,  folglicli  ist  das  Produkt 


(-  ly  Ni  ( 


^i  _  -  7?  +  j/7>^ 

N,  A  , 


stets  positiv.  Was  weiter  den  in  den  eckigen  Klammern  ent- 
haltenen Factor  betrifft,  so  nähert  sich  derselbe,  wenn  nuvn 
k  wachsen    lüsst,    der    positiven  Grenze  2  YD,    da    für   wach- 

^k  . 

sende   Je  die  Differenz   „-  —  x   immer  kleiner    wird.     Es   wird 


Kettenbiüche.  91 

also  von   einer  gewissen  Grenze   an  die  Zahl  J^.  ein  Produkt 
positiver  Faetoren,  mithin  selbst  positiv  sein. 

Dass  auch  Bk  positiv  ist,  sobald  h  eine  gewisse  Grenze 
erreicht  hat,  folgt  aus  der  Gleichung  (2) ,  die  wir  auch  in 
der  Form 


schreiben  können.  Dividirt  man  nämlich  die  linke  Seite 
durch  ÄkXk,  die  rechte  durch  die  gleiche  Zahl  Bk  +  V^  j 
so  folgt 

^^jA^  +  By^ 

und  die  linke  Seite  dieser  Formel  ist  offenbar  <  1.  Was  die 
rechte  Seite  betrifft,  so  ist 

—  —  -B  +  V^ 
^  —  A  ' 

also 

Ax+B  =  YB; 

^k 
wenn  wir  demnach  x  durch  -^  ersetzen ,    so   werden    wir  der 

positiven  Zahl  )/i)  um  so  näher  kommen,  je  mehr  wir  ]t 
wachsen  lassen. 

Die    rechte    Seite    unserer   Formel    nähert    sich    also    bei 

wachsendem   Iz   der   Grenze  —= ,  und  da  dieser  Ausdruck 

<  l  sein  soll,  so  muss  Bk  eine  positive  Zahl  sein. 

§  41.  Periodische  Kettenbrüche.  Ein  unendlicher 
Kettenbruch  heisst  periodisch,  wenn  die  Reihe  der  vollstän- 
digen oder  unvollständigen  Quotienten  von  einer  bestimmten 
Stelle  an  in  unveränderter  Folge  wiederkehrt.  Die  sich  in 
dieser  Weise  wiederholenden  Quotienten  bilden  die  Periode 
der  vollständigen  oder  unvollständigen  Quotienten;  die  Periode 
kann  ein-  oder  mehrgliedrig  sein.  Wenn  die  Periode  gleich 
mit  dem  ersten  Quotienten  beginnt,  so  heisst  der  Kettenbruch 
rein  periodisch;  wenn  ein  oder  mehrere  Glieder  der  Periode 
vorangehen,  so  wird  der  Kettenbruch  unrein  periodisch  genannt. 
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Lehrsatz  I.  Der  Ketteubrueh,  in  welclieu  sich  eine 
irrationale  Wurzel  einer  Gleichung  zweiten  Grades 
mit  ganzen  Coefficieuten  entwickeln  lässt,  ist  perio- 
disch. 

Beweis.     Es  sei  wieder 

-  B  -\-VT) 
^= Ä 

die  eine  irrationale  Wurzel  der  Gleichung 
und  man  habe  auf  die  dargelegte  Weise 

; 

^.-1  +  VD  .      1 

^k—l  ^k 

gefunden,  wo  A^,  Ä^,  .  .  . ,  By,  B.,,  .  .  .  ganze  und  für  alle  über 
eine   gewisse    Grenze   hinausliegenden   VVerthe  von  Ic   positive 
Zahlen  sind.     Auf  solche  Werthe  von  Ic  sollen   sich  die  nach- 
stehenden Entwicklungen  beziehen. 
Es  ist  _ 

J5,-x  -\-VD  1 

Xk-l  =  Ä =  «A-1  -\-  -T  y 

^/t— 1  ^k 


also  Xk  = 


^k-1 


yp  +  a,_^  A,_^  -  B,_^ 


^A— 1 


Bk  +  Vi» 


Dieser  Ausdruck  soll  =  —. sein;  mau  hat  daher 


'A 


(1)  !>',  =  ^/,_i  yl,_i  —  iA_i  , 

(2)  Äk  =  -^[l)-  {ttk-x  Ak-,  -  Bk-,f\ . 

Wenn  man  aus  jeder  dieser  Gleiciuuigen 
{cik-i  Ak-i  —  Bk-if 
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berechnet  und  die  erhaltenen  Werthe  einander  gleich  setzt, 
so  ergiebt  sich 

(3)  m^D-A,-,A,, 

und  daraus  folgt  zunächst,  dass 

B,  <  Yd 

ist;  dann  geht  aber  aus  (1)  hervor,  wenn  darin  k  statt  Z;  —  1 
geschrieben  wird,  dass 

A,<2yD,      a,<2yT) 
ist.     Die   positiven   ganzen   Zahlen    Ui-,  Aj,-,  B^   sind   somit  in 
Grenzen  eingeschlossen,  und  daher  muss  nach  höchstens 

2l/5.]/I)  =  2Z> 

Operationen  ein  vollständiger  Quotient  auftreten,  der  mit  einem 
vorausgegangenen  identisch  ist. 

Lehrsatz  IL  (ümkehrung).  Jede  Grösse,  die  sich  in 
einen  periodischen  Kettenbruch  entwickeln  lässt,  ist 
Wurzel  einer  Gleichung  zweiten  Grades  mit  ganzen 
Co  efficienten. 

Beweis.  Der  Kettenbruch  sei  zunächst  rein  periodisch, 
und  die  Periode  seiner  unvollständigen  Quotienten  bestehe  aus 
den  Je  Gliedern  a,  a^  «2?  •  •  •?  ^a— i?  so  dass  wieder 

ttk  =  a,     «A+i  =  «1 , . . . 
ist.     Dann  ist 

X/;    Xf 

und  die  Formel 

_   Z,x,  +  Z,_, 

geht,  wenn  Xj,.  durch  x  ersetzt  wird,  über  in 

_  ^,«^  +  ^,-1 

woraus  sich  die  Gleichung  zweiten  Grades 

N,  x'-  +  {N,_,  -  Z,)  X  —  Za_i  =  0 
ergiebt. 

Zweitens  sei  der  Kettenbruch  unrein  periodisch,  und 
zwar  mögen  der  wieder  aus  k  Gliedern  bestehenden  Periode 
noch  die  m  unvollständigen  Quotienten  a,  a^,  a.,,  .  .  .,  a,«— i 
vorangehen.     Dann  ist  x„i^/,  =  x,„  . 
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Nun  hat  mau 


folglicli 
um] 

folglich 
somit  ist 


m      m      r    ■";;, 1 


X,n     = 


N„,_,x-Z^^_, 


X  = 


^m+k  =   -^    r. — 


und  auch  diese  Gleichung  wird  durch  Fortschaffung  der  Neu- 
ner eine  quadratische  Gleichung  mit  ganzen  Coefficieuten. 

Lehrsatz  III.  Entwickelt  man  die  irrationalen  Wur- 
zeln einer  Gleichung  zweiten  Grades  in  Kettenbrüche, 
so  ist  die  Periode  der  unvollständigen  Quotienten  des 
einen  die  Umkehrung  der  Periode  des  andern. 

Beweis.  \Vir  setzen  die  Wurzel  x,  die  wir  in  einen  Ket- 
tenbruch entwickeln,  als  positiv  und  >  1  voraus,  was  zulässig 
ist,    da   wir,    wenn   x  negaliv   ist,    es  durch  —  rc,   uud  wenn 

a:  <  1  ist,  es  durch  H ersetzen  können,  so  dass  das  neue 

'  —  X  ' 

X  den  gestellten  Anforderungen  genügt.     Es  ist  dann 
_    ^^k^k  +  >^A-i 

also 

h\_^x-  Z^_^ 


Xk  = 


Z.  —  N.x 


'k         -^'A.' 

Wenn  nun  der  Kettenbruch  zunächst  rein  periodisch  ist,  so 
ist,  falls  die  Periode  aus  li  Gliedern  besteht,  x  =  Xk ,  und  wir 
erhalten  wieder  die  Gleichung,  deren  eine  Wurzel  x  ist,  wenn 
wir  in  einer  der  beiden  vorstehenden  Formeln  Xk  durch  x  er- 
setzen; diese  Gleichung  ist  also 

^  ^k-x""  ~  ^k-l  _ 
^k  -  ^k^ 


Kettenbrüche.  95 

Die  zweite  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  negativ,  wird  die- 
selbe mit 7  bezeichnet,  so  ist 

1  ^^'  ^^-^ 


x  N, 

'      X 

woraus  leicht 

X  = 


folgt.  Hieraus  geht  zunächst  hervor,  dass  in  der  Reihe  der 
unvollständigen  Quotienten  der  Entwicklung  von  x' 

b,  \,  &2,  •  .  •  h-i,  •  .  . 
das   (Z;  -\-  ly*^    Glied   hf,  =  h   sein   wird,  u.  s.  w.     Nun    sahen 

wir  oben  in  §  37,  dass,  wenn  ein  Bruch  -^  die  unvollstän- 
digen   Quotienten    a,   a^,    a^,    ...,   ota— i    liefert,    der    Bruch 

Zk  . 

-y —    die    unvollständigen    Quotienten    «a_i,   ttk—i,   ■  •  •,   ci,,    a 

liefern  wird.  Folglich  ist  der  Kettenbruch,  welchen  x'  liefert, 
gleichfalls  periodisch,  seine  Periode  besteht  aus  h  Gliedern 
und    ist    die    Umkehrung   der  Periode   von   x.     Der  {]:  —  1)'" 

Näherungsbruch  von  x    ist 


^A-l 


Zweitens  nehmen  wir  an,  der  Kettenbruch,  welchen  die 
positive  Wurzel  x  liefert,  sei  unrein  periodisch,  und  zwar  be- 
ginne die  Periode,  die  aus  h  Gliedern  bestehen  möge,  mit 
dem  (m  +  ly*""  Quotienten;  dann  ist 

Nun  wird  Xm  sich  in  einen  rein  periodischen  Kettenbruch  ent- 
wickeln lassen,  also  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung 
sein,  und  wenn -,-    die    zweite    (negative)    Wurzel    dieser 

Gleichung  bezeichnet,  so  wird  auch  x^  einen  rein  periodischen 
Kettenbruch  liefern,  dessen  Periode  die  Umkehrung  der  Periode 
von  x,n  ist.     Wir  erhalten  also  die  zweite  Wurzel  x'  der  vor- 
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gelegten  Gleichung,   wenn  wir  in  der  vorhergehenden*  Formel 

x,n  durch  —  -^r  ersetzen ,  d.  h.  es  ist 


X   = 


Z      ,x'   —  Z 

m — 1     m  m 


Die  Kettcnbriiche,  die  sich  für  x'  und  x'm  ergeben,  haben,  da 

Z„.  Nm-l  -  Nm  Z,„-l  =  (-   1)"' 

ist,  einen  vollständigen  Quotienten  gemeinsam.  Dieser  möge 
den  unvollständigen  Quotienten  ai  liefern;  dann  ist  oi,  weil 
der  Entwicklung  von  x',,,  angehörig,  auch  ein  unvollständiger 
Quotient  von  Xm  und  somit  auch  von  a:,  und  zwar  muss 
A  <  /i-  —  1   sein.     Ist  nun 

a,  «1,  a.^,  .  .  .,  f/;.,  .  .  .,  «i-i 
die  Periode  von  x,  also 

die  von  Xm,  so  dürfen  wir  auch,  da  wir  die  Periode  eines 
Bruches  mit  jedem  Quotienten    der  Periode  beginnen  können, 

als  Periode  von  x  und 

«;. ,  ö;.— 1;  .  •  •,  Ö2>  ^17  ^1  cik—i,  '•-,  «y.+i 
als  Periode  von  x'  annehmen.     Die  Periode  von  x'  kann  also 
als  die  Umkehrung  der  Periode  von  x  angesehen  werden. 
So  fanden  wir  oben  für  die  Wurzel 

7  +  1/19 

der  Gleichung 

3a;2  —  14.r  +10  =  0 

die  unvollständigen  Quotienten 

3,  (1,  3,  1,  2,  8,  2),  ..., 
und  für  die  zweite  Wurzel 

7  —  l/l9 
^   =      T— 
0,1,7,(2,1,3,1,2,8),...; 
damit  die  Periode   der  letzteren   die   Umkehrung   der  Periode 
von   X   sei,    müssen    wir   sie   mit  dem   8'®°   Quotienten   begin- 
nen, also 

0,  1,  7,  2,  1,  3,  1,  (2,  S,  2,  1,  3,  1),  ... 
schreiben. 


Kettenbruclie. 
Aufgaben.     I.    Die  Wurzeln  der  Gleichuug 
3a;2  —  10.r-  -  28  =  0 
in  Ketteubrüche  zu  entwickeln. 

5  4-  ylöö 
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1.  w 

urzel.     X  = 

X 

= 

5  +  ^109 
3 

= 

10  -f  yi09 

^1 

3 

= 

8  +  1/109 

^2 

15 

= 

7  +  Vl09 

X^ 

4 

= 

9  +  1/109 

^4 

7 

^5 

= 

5  +  yi09 
12 

^6 

= 

7  +  yi09 
5 

= 

8  +  yi09 

^7 

9 

10  +  yio9 

=    5  + 


— 10  +  yio9 

3 

8  +  yiÖ9 
3 

7  +  y  109 

15 

9  4-  yiÖ9 


=    5  + 


G  +  — 


=    4-f- 


=  2  I  -  5  +  yio9 


1  + 


=    4  +  -^ 


=  1  + 

=    3  + 


=    2  + 


==  20  + 
10  +  i/iÖ9         ^ 

_J_+J/109_ 


—  7  4-  yiö9 

12 

—  8  +  y  1Ö9 

5~ 

—  10  4-  |/lÖ9 

9 

—  10  4-  yiÖ9 
~~~     i 

8  4-  yrög 

9 

7  4-  yrü9 


24-  — 


1  + 


=   34- 
=  2    + 


20  4- 


2+-^ 


3  4-  — 

'      X,, 


7  +  Viöd         ,,    —   54-  yTo^ 
X,,  = r„ =     1  +  - 


^11  12 

^      _     5  4-^109 


=   24- 


12 
—     94-  >/lÖ9 


=     1-1- 


24--^ 


_  9  4-  yiÖ9  _   ^  ,   —   7  4-yTÖ9 


^13 


=    4-h 


iC 


7  -1-  y  109 


it  15 

8  4-  yTÖ9 


=  1-1- 


rr,-.  = 


3 


-=  c-h 


—     8  4-  yi09 
15 

— 10  4-  yiö9 

- 


1 -I-  — 


=    6  4- 
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2.  Wurzel.     Absoluter  Werth  x   = 


6  +  Ym 


X     = 


—  5  +  >/l09 


x:  =  -l±J^  .^     1     I    -    7  +  VT09 


=    1  +  :^ 


X., 


Xr 


15  ■     '  15  ■     a\ 

7  +  y  109  _    a    ,    -    9  +  yIöö  1 


9  -f  y  109 


=    2  + 


7  -  "•    .T, ' 


5  +  yi09  1   _L  -     7  +  ^109  1     ,      1 


12 


7  +  yi09 


8  +  "|/109 


=    3  + 
=    2  + 


—     8  4-  "|/109 


10  +  1/TÖ9  _     9     ,     _1 


10  +  yi09  _  9Q     , 


10  +  y'io9  _  20  4-  -^ 

1  '    x-/ 


10  +  1/109 


9 


=    2  + 


—    8  4-  "|/109 


=    2  +  -^ 


o  5  '    ic,, 


a;.„  = 


a;. ,  = 


7  4-  >/lÖ9 
12 

5  4-  i/iöö 


_  ,     -    5  +  |/109  1 

—    ^  -r  —- T^ ==    ^  -r  z:7- 


=    24- 


12 

9  4-  yiö9 


=  2+.^ 


-;,  =  ^/^'  =  4  + 


74-|/lÖ9_  1 


7  4-  VTÖ9  —8  4-  ]/l09  .     ,       1 


3  15 

8  +  Vl09 


X.  .   = 


15 

=   G  +  =20  +  V^^   0  +  J^ 

3  '      .T,  , 


II.    Welche  Gleichung  hat   den  unendlichen  periodischen 


Ketteubruch 
zur  Wurzel? 


3  + 


74- 


^+7   + 
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Es  ist 

X  -  ^  =  ^-p  J 

^   4  +  (a;  -  3)    ' 

und  daraus  folgt  leicht 

§  42.  Entwiciilung  einer  irrationalen  Quadrat- 
wurzel in  einen  Kettenbruch.  —  Von  besonderem  Inter- 
esse ist  es,  die  Grösse  Yä  in  einen  Kettenbruch  zu  ent- 
wickeln. Auch  hier  wollen  wir  zunächst  an  einem  Beispiel 
den  Gang  der  Rechnung  zeigen.     Es  ist 

1/Ö9  =  8  +  ^ii-J^  =  8  +  i 
^,=1+/»»=    3  +  -'  +  >^^    3  +  i 
^,  =  1+/?!=    3+^i±J^=    3  +  1 
^3  =  t±J^=    l  +  Ill±J^=    l  +  ± 

^  11  '  11  '       .X'4 

6_+y69_  _6  +  y69_  ^ 

^4  —         3  —     ^  -r  3  ^  a;. 


6  +  >^  ^  .     ,    --  5  +  y69  _  1     ,    J_ 
^^  "~         11                        '             11  ~'    a^rf 

T— =  ^  + i =  ^  +  ^ 

7  -f  y69  _  Q     ,     —  8  -f  1/69  _  Q     ,     J^ 


^7=^.:^-    3+      "T^      =    3  + 


5 

—  5  +  1/69 

4 

-  6  +  y 69 

11 

—  6  -f  y 69 

3 

--  5  +  y69 

11 

—  7  +  y69 

4 

—  8-1-  y69 

5 

—  8  +  y69 

_  8  +  VCO  _  ,0         -8  +  1^  =  Iß  +  i. 

°  1  '1  ^l 

Der  erste  unvollständige  Quotient,  den  wir  erhalten,  ist 
also  die  in  YA  enthaltene  grösste  ganze  Zahl  a.  Wir  setzen 
dann 

WO  X,  =  7=  ist.     Den  Nenner  dieses  Bruches  machen 

^        —  a  -i-YA 

wir  durch  Erweiterung   mit  n  -{-  Y -^  rational  und  erhalten 

a  -f  y^ 
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\vo  h  =  A  —  a-,   also   eine  ganze  Zalil  ist.     Mit  x^  verfahren 
wir  dann  genau  in  der  oben  in  §  40  dargelegten  Weise. 

Der  .Kettenbruch,    zu    dem    wir    gohingen,   hat    nun    fol- 
gende Eigenschaften: 

1.  Derselbe  ist  periodisch,    da  YA    eine     Wurzel     der 
Gleichung  x-  —  A  =  0  ist. 

2.  Derselbe  kann  nicht  rein  periodisch  sein;  denn  ein 
solcher  Kettenbruch  führt  zu  der  Gleichung 

N,x'  4-  {Nk-,  -  Z,)x  -  Z,-r  =  0 
(vgl.  §  41,   Lehrsatz  II),    und    damit    diese    rein    quadratisch 
werde,   muss   iV|_i  —  Za=  0  sein.     Dann  geht   aber   die  be- 
kannte Formel 


über  in 
und  liefert 


Das    ist    unmöglich,    da    ein    Näherungsbruch    von  ]/A   nicht 
<  1   sein  kann. 

3.  Der  Periode  können  nicht  mehrere  Glieder  vor- 
ausgehen. Dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  der  aus  A" 
Gliedern  bestehenden  Periode  der  unvollständigen  Quotienten 
gingen  m  Glieder  voraus;  dann  besteht  die  für  diesen  Fall  in 
§41    Lehrsatz   II   hergeleitete   Gleichung,    welche,    geordnet, 

die  Form 

Ax'  -\-  Bx-j-  C=0 
hat,  wo 

B  =  N„i—l  Zm-\-K  -\-   Z,n—\  N,a^k  Z„t   iV,„+^_i   A  ,„  Z ,u-\-k—l  , 

'    =  Z„i  Z,u-\-k—i  —  Z„i—i  Z,„^f. 

ist.      Das    Produkt    der    Wurzeln    dieser    Gleichung    ist    be- 
kanntlich 


^~^        N„.K,+k-i-N,„-iK.+k' 
oder,  wenn 

Z,n  ==■  dm—l  Z„,—  i  -j-  /S„,_2, 
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^m-\-k  =  Ctm+k—l  -ZV^/i+i— 1   -f-  N„t^k—2  , 

gesetzt  wird, 

y         y  ("'«-1  ~  "m+A-i)  +  (  ;^^^^"'  —    /' ") 

__    ^'iii—l  ^m{-k—l    ^  __^ \^m—\  ^m-^k—l/ 

^m-1  ^\>+k-l       ^              __                    s       .      (Ki-2           KH+k-2\ 
i«/«-l  %i+k-l)    -f-    [-j^r ^ I 

Da  a,a—i  von  «,h+a_i  verschieden  ist  (sonst  würde  die 
Periode  schon  eine  Stelle  früher,  als  vorausgesetzt  wurde,  be- 
ginnen), so  ist  a„i-i  —  «m+A— 1  eine  von  Null  verschiedene  ganze 
Zahl,     Ferner  ist  sowohl 


als  auch 


m+k—2 


^m—1  -^m+k—l 

ein  echter  Bruch.  Daher  ist  P  eine  positive  Grösse,  und  da 
die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  -4  =  0  ein  negatives  Pro- 
dukt haben,  so  ist  bewiesen,  dass  der  Periode  der  unvollstän- 
digen Quotienten  des  Kettenbruchs,  welcher  YA  darstellt,  nicht 
mehrere  Glieder  vorausgehen  können. 

4.    Der  Periode   geht   also   immer  ein  Glied   voraus.     In 
der  That  ist,  wenn  m  =  1  angenommen  wird, 

Z,a  =  a,       N,n  =    1,       Z,n—l  =   1,       Nm—1  =  0, 

und  dann  wird 

a  Z,.  -  Zj^^^ 


P  = 

welche  Zahl  sowohl  positiv,  als  negativ  sein  kann. 

5.  Wenn  a  die  grösste  in  YÄ  enthaltene  ganze  Zahl  be- 
zeichnet, so  ist  das  letzte  Glied  der  Periode  =  2a,  und  die 
übrigen  Glieder  bilden  eine  symmetrische  Reihe,  d.  h.  die  von 
den  Enden  gleich  weit  entfernten  Glieder  sind  einander  gleich. 

Da  nämlich  ]/j.  einen  Kettenbruch  liefert,  dessen  Periode 
mit    dem    zweiten     unvollständigen    Quotienten    beginnt,    so 
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wird  die  Entwicklung  von  |/]I  —  a  einen  rein  periodischen 
Kettenbruch  geben.  Dasselbe  ist  dann  mit  Yä  +  «  tl^i'  Fall, 
denn  —  iVÄ  —  a)  und  (|/yl  -{-  a)  sind  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

x'  —  2ax+  (rt^  -  .4)  =  0. 
Ist  nun 

(2a,  a^,  «2,  .  .  .,  «vi_i) 

die  Periode  des  Kettenbruchs,  der  gleich  ]/ .1  -\-  a  ist,  so  wer- 
den die  unvollständigen  Quotienten  für  j/^l  —  a  nach  §  41, 
Lehrsatz  III  folgende  sein: 

0,  («A_i,  «^-2,  .  .  .,  «0,  «1,  2a),  («A—i,  . .  .},  •  •  • 

Aus  dem  ersteren  Kettenbruch  folgt  der  Ketteubruch  Yä, 
indem  wir  den  ersten  unvollständigen  Quotienten,  d.  i.  2a, 
um  a  vermindern;  aus  dem  zweiten  ergiebt  sich  derselbe,  wenn 
wir  den  ersten  unvollständigen  Quotienten,  d.  i.  0,  um  a  ver- 
mehren. Beide  Resultate  müssen  zusammenfallen;  es  sind 
also  die  Reihen  der  unvollständigen  Quotienten 

a,  («1,  a.^,  ..  .,  ttk-i,  2a),  {a^,  ... 

a,  (ttk-i,  <7a_2,  .  .  .,  «1,  2a),  (a^-i,  .  .  . 

identisch;  daher  ist  das  letzte  Glied  der  Periode  2a,  und  die 
übrigen  Glieder  bilden  eine  symmetrische  Reihe. 

Aufgaben.     1.    j/^ü  in  einen  Kettenbruch   zu  verwandeln. 

]/29  =  5  +  -^  +  ^^ 

5  -f  ^29 


X,  = 


X.,  = 


4 
3  +  >/29 


«^  -r 

1 

9  4-- 

-  3  4-  ]/29 

^  -] 

4 

1  +  - 

-  2  +  y29 
5 

1  -4-  ~ 

-  3  4-  ]/29 

i  nr 

5 

^  +  = 

-  5  4-  }/29 
4 

0  +  " 

-5-1-1/29 
1 

2  5 

2  4-  1/29 
.-^  6 

3  -I-  l/29 

_  5_+ V29  _ 

II.  Welche  Quadratwurzel  stellt  der  unendliche  periodische 
Kettenbruch  dar,  dessen  unvollständige  Quotienten 


5  + 

1 

2  + 

1 

1  + 

1 

1  + 

1 

2  + 

1 

^5 

■0  + 

1 

sind? 
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Wird  der  Werth  des  Kettenbruchs  mit  x  bezeichnet,  so 
ist  X  —  4  ein  rein  periodischer  Kettenbruch,  dessen  Werth 
dadurch  erhalten  wird ,  dass  mau  in  dem  Näherungsbruch, 
welcher  dem  unvollständigen  Quotienten  8  entspricht,  8  durch 

8  +  ä;  —  4  =  ä;  +  4 
ersetzt.     Die  Rechnung  gestaltet  sich  also  folgendermassen: 


0 

2 

1 

3 

1 

2 

a;  +  4 

1 
T 

0 

T 

1 

2 

1 

3 

4 
11 

5 
14 

14 
39 

14  (a?  +  4)  4-    5 
39  (x  -1-  4)  +  14 

Es  ist  somit 


4  = 


14  (r  _f-  4)  +    5 


39  (a;  +  4)  4-  14 ' 
und  daraus  folgt  leicht 

X  =  ]/l9 . 
§  43.   Auflösung  der  PeU'schen  Gleichung.  —  Wenn 

«,«  +  ^^ 

3 einer    der   vollständigen  Quotienten  ist,    welche    die 

Entwicklung  von  ^A  in  einen  Kettenbruch  liefert,  und  «,„ 
den  zugehörigen  unvollständigen  Quotienten  bezeichnet,  so 
haben  wir  nach  dem  Früheren 

a  ^^'«  ~r  a  ^'m  "x" 


^«+1 


ZU  setzen,  wo 


U_(«  a    ß  ).] 


m+l 


ist.     Es  ist  daher 
und 


«/«+1   =   —   «m   +   O^m^m 

Daraus   geht  hervor,   dass   in   jedem  vollständigen  Quotienten 
die   Zahl  a  <  y A ,  also  ^  a  ist,  wo  a  die  grösste  in 
]/j.  enthaltene  ganze  Zahl  bezeichnet. 
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Nuu  schlit'sst  die  Periode  der  uiivollstäiidi^en  Quotienten, 
die  wieder  aus  Ic  Gliedern  bestehen  möge,  mit  2a,  und  damit 

die  grösste  in    dem   vollständigen   Quotienten  - — 5—^—-  entlial- 

tene  ganze  Zahl  diesen  Werth  habe,  muss  danach 

«x  ==  « ,     i%  =  1 
sein.      Dem    letzten    unvollständigen    Quotienten    2a    j  e  d  er 
Periode  entspricht  somit  der  vollständige  Quotient 

Für  diesen  Werth  von  x^  geht  die  olt  benutzte  Formel 

_  ^kXk  +  Z^-i 

über  in 

_  Z,  (g  +  VA)  +  Z,_, 

Durch  Fortschaffung  des  Nenners  und  durch  (.ileichsetvAuig 
der  rationalen  und  der  irrationalen  Theile  beider  Seiten  er- 
hält mau  hieraus  die  beiden  Gleichungen 

aN,  =  Z,  —  N,-t 

aus  denen  sich  durch  Elimination  von  a 

Z^  -  Am  =  Z,N,-,  -  N,Z,1, 

oder,  da  Z^Nk-i  —  NkZk-i  =  (—  1)*  ist, 

Z,'  -  AN,'  =  (-  1)^ 
ergiebt. 

Diese  Formel  löst,  wie  wir  sehen  werden,  die  Gleichung 

x'  -  Af  =  1 , 
zu  deren  Lösung  Fermat  die  englischen  Mathematiker  heraus- 
gefordert hatte.  Die  von  Pell  (daher  Pell'sche  Gleichung) 
daraufhin  gegebene  Lösung,  welche  den  Inhalt  des  Kap.  7 
von  Euler's  Algebra  Bd.  II  bildet,  hat  nicht  nur  den  Nach- 
theil, meist  ungemein  langwierig  zu  sein,  sondern  sie  lässt 
auch  nicht  erkennen,  dass  die  Aufgabe  immer  möglich  ist, 
d.  h.  dass  es  ausser  der  auf  der  Hand  liegenden  Lösung 
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noch  andere  Lösungeu  in  ganzen  Zahlen  giebt.  „Erst  Lagrange 
hat  diesen  Beweis  geführt  (Abhandlungen  der  Berliner  Aka- 
demie, 1767),  und  dieser  Beweis,  wie  auch  die  Auflösungs- 
methode, die  ihn  begleitet,  können  als  einer  der  grössten 
Fortschritte  angesehen  werden,  welche  die  Zahlenthcorie  zu 
verzeichnen  hat;  denn  die  Gleichung 
x^  —  Ai/  =  1 

ist  nicht  nur  an  sich  sehr  interessant,  sondern  sie  ist  auch 
noth wendig  bei  der  Auflösung  aller  unbestimmten  Gleichungen 
zweiten  Grades,  wo  sie  dazu  dient,  eine  unendliche  INIenge  von 
Losungen  zu  finden,  wenn  eine  einzige  bekannt  ist."  (Legendre). 
Nach  Lagrange  lösen  wir  nun  die  Gleichung 

(1)  x'-Ar/=l, 

in  welcher  Ä  positiv  und  keine  Quadratzahl  ist,  auf  folgende 
Weise : 

Wir  entwickeln  Yä  in  einen  Kettenbruch  und  bilden  die 
Reihe  der  Näherungsbrüche.  Dann  entspricht  dem  letzten 
unvollständigen  Quotienten  der  ersten  Periode  der  Näherungs- 

*:  i~     •  •  •  2  k 

bruch  -jT^ ,  dem  letzten  Gliede  der  zweiten  Periode  ^r^ ,  u.  s.  w,, 

dem  letzten  Gliede  der  fi''^"  Periode  i^f— ,  und  es  ist,  wie  wir 
oben  gefunden  haben,  allgemein 

(2)  Z,?, -^A^?,  =  (— 1>"^ 

Wenn  nun  die  Anzahl  Ic  der  Glieder  einer  Periode  gerade  ist, 
so  ist  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  für  jeden  Werth  von 
^  gleich  -j-  1,  also  hat  die  Gleichung  (1)  die  unendlich  vielen 
Lösungen 

x  =  Z,    y  =  N, 

wo  Z  der  Zähler  und  N  der  zugehörige  Nenner  jedes  der  un- 
endlich vielen  Näherungsbrüche  ist,  welche  dem  letzten  Gliede 
jeder  der  Perioden  entsprechen. 

Ist  dagegen  Je  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  die  rechte  Seite 
von  (2)  nur  für  gerade  Werthe  von  fi  gleich  +1-  I'^  diesem 
Falle  liefern  also  nur  die  Näherungsbrüche,  welche  dem  letzten 
Gliede  der  zweiten,  der  vierten,  u.  s.  w.  Periode  entsprechen, 
Lösungen  der  Gleichung  (1). 
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Beispiele.    I. 
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X-  —  13?/-  =  1  . 


^■-'-'^--4.,,,^, 


1  + 


Je  =  b  (ungerade) 


3 

1 

1 

1 

1 

6 

1 

1 

1 

"  1 

G 

1 
o' 

3 

T 

4 

r 

7 
2 

11 
3 

18 
5 

119 
33" 

137 
38 

25G 
71 

393, 
109 

G49 
180 

Es  ist  also  X  =  649 ,  y  =  180  eine  der  uneudiich  vieleii 
Lösungen. 

Für  X  ==  18,  y  =  b  würde  x^  —  13?/^  =  —  1  sein. 
II.  a;--38?/2  =  l. 


l/38  =  C  +  V+^, 


6  + 


6 

6 

12 

1 

6 

T 

37 
6 

Iv  =  2  (gerade) 


X  =  ?>! ,     .    y  =  Q 
eine  der  unendlich  vielen  Lösungen. 
Anmerkung.     Die  Gleichung 

X^  —  A7/=—l 

ist  nur  möglich,  wenn  die  Periode  der  Kettenbruch-Entwick- 
lung von  yA  aus  einer  ungeraden  Anzahl  von  Gliedern  be- 
steht. In  diesem  Falle  liefern  die  Näherungsbrüche,  welche 
dem  letzten  Gliede  der  ersten,  der  dritten,  u.  s.  w.  Periode 
entsprechen,  Lösungen  der  Gleichung,  wie  schon  in  Beispiel  I 
angedeutet  ist. 

Uebrigens  werden  wir  uns  mit  der  allgemeinen  Pell'schen 
Gleichung  weiter  unten  noch  eingehend  zu  beschäftigen  haben. 
Hier  haben  wir  dieselbe  (für  einen  speciellen  Fall)  nur  des- 
halb gelöst,  um  eine  interessante  Anwendung  der  Kettenbruch- 
Eiitwicklung  einer  irrationaleu  Quadratwurzel  zu  geben. 
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Potenzreste  für  Primzahlmoduln. 

§  -AI.  Berechuung  der  Potenzreste.  —  Wir  wollen 
im  i'^olgenden  die  Reste  der  saccessiven  Potenzen  einer  Zahl  a 
für  einen  Modul  p  betrachten,  der  eine  in  a  nicht  aufgehende 
ungerade  Primzahl  ist.  Was  die  Berechnung  der  Reste  dieser 
Potenzen 

1,  a,  a^,  a^,  ... 

betrifft,  so  hat  man  nicht  nöthig,  die  Potenzen  selbst  zu  be- 
stimmen. Man  erhält  nämlich  den  Rest  von  a"'+^,  indem 
man  den  Rest  von  a'"  mit  a  multiplicirt  und  den  Rest  des 
Produkts  nimmt.  Die  folgende  Tabelle  giebt  die  Reste  der 
Potenzen  der  Zahlen  von  2  bis  12  für  den  Modul  13,  und 
zwar  bricht  die  Reihe  der  Reste  jedesmal  ab,  wenn  der  Rest  1 
erscheint. 


a 

«2 

a^ 

a* 

a^ 

a« 

a' 

«8 

w> 

«'" 

a'i 

«'" 

2 

4 

8 

3 

6 

12 

11 

9 

5 

10 

7 

1 

3 

9 

1 

4 

3 

12 

9 

10 

1 

5 

12 

8 

1 

6 

10 

8 

9 

2 

12 

7 

3 

5 

4 

11 

1 

7 

10 

5 

9 

11 

12 

6 

3 

8 

4 

2 

1 

8 

12 

5 

1 

9 

3 

1 

10 

9 

12 

3 

4 

1 

11 

4 

5 

3 

7 

12 

2 

9 

8 

10 

6 

1 

12 

1 
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§  4:5.  Der  Exponent,  zu  welchem  eine  Zahl  a  für 
den  Modul  2>  gehört. 

Lehrsatz.     Unter  den  ^)    ersten   Gliedern   der   lieihe 

(1)  1,  a,  a-,  ...,  ai-\  ... 

befindet  sich  ausser  der  Zahl  1  wenigstens  noch  ein 
Glied,  welches  für  den  Modul  jj  den  Rest  1  hat. 

Beweis.  Da  a  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  kann  auch 
keine  Potenz  von  a  durch  p  theilbar  sein,  d.  li,  kein  Glied 
von  (1)  kann  den  Rest  0  liefern.  Die  Reste  der  Potenzen  (1) 
müssen  also  Zahlen  der  Reihe 

(2)  1,  2,  3,  ...,  (i)-l) 

sein.  Unter  den  p  ersten  Gliedern  von  (1)  werden  sich  daher 
jedenfalls  zwei  verschiedene  Potenzen  a^  und  «*+"  befinden, 
welche  denselben  Rest  liefern,  so  dass 

a^+"  -—  ^A  (niod.  p) 
ist.    Diese  Congrueuz  darf,  da  a^  prim  zu  p  ist,  durch  a^  divi- 
dirt  werden  und  geht  dann  über  in 

a"  ^  1  (mod.  p) , 
wo  n  kleiner  als  p  ist. 

Es  giebt  also  zwischen  1  und  p  wenigstens  eine  Zahl  ti, 
für  welche  a"  ^  1  (mod.  p)  ist.  Möglicher  Weise  sind  mehrere 
Zahlen  von  dieser  Beschaffenheit  zwischen  1  und  p  vorhanden. 
Die  kleinste  Zahl  n,  für  welche  «"  3i  1  (mod. ^9)  ist,  nennt 
man  den  Exponenten,  zu  welchem  a  für  den  Modul  p 
gehört.  So  z.  B.  gehören,  wie  die  vorstehende  Tabelle  er- 
kennen lässt,  für  den  Modul   13 

die  Zahlen  2,  G,  7,  11  zum  Exponenten  12, 

5       S  4 

„      Zahl  12  „  „  2. 

§  4:(>.     Periodicität  der  Reihe  der  Potenzreste. 

Lehrsatz  L  Gehört  die  Zahl  a  für  den  Modul  p 
zum  Exponenten  n,  so  sind  die  Potenzen  1,  er,  a^,  . .  .,  «""' 
incongruent. 

Beweis.  Es  seien  li  und  l  =  U  -\-  r  Zahlen,  die  kleiner 
als  n  sind   (natürlich   ist  dann   auch  r  <  n).     Hätte  man  nun 
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rt*  ^13  a' (mod.  ^),  so  würde  sich  durch  Division  mit  a^  ergeben, 
dass  rt'"  EU  1  (med.  p)  sein  müsste,  was  der  Voraussetzung, 
nach  welcher  a  zum  Exponenten  n  gehört,  widerspricht. 

Lehrsatz  IL  Gehört  die  Zahl  a  für  den  Modul  p 
zum  Exponenten  m,  so  ist  jede  Potenz  von  a"  auch  ^3  1 
(mod.  p)  und  umgekehrt:  Wenn  eine  Potenz  von  a  den 
Rest  1  liefert,  so  muss  ihr  Exponent  ein  Vielfaches 
von  n  sein. 

Beweis.  Dass  «^"  =  (rt")^  ^  1  (mod.p)  ist,  sobald  «"  ^  1 
(mod.  jj)  ist,  liegt  auf  der  Hand. 

Hat  man  umgekehrt  a*  ^  1  (mod.  p),  so  denken  wir  uns 
s  durch  den  Exponenten  n,  zu  welchem  a  gehört,  dividirt. 
Wird  der  Rest  dieser  Division  r,  der  Quotient  h  genannt,  so 
ist  s  ==  kn  -\-  r,  also 

a' =  a^ "■+'•  =  a^n  ,  ^r  ^ 

Nun  soll  a*  E^  1  sein;  a^"   ist^l;  folglich  muss  auch 

«*■  ^  1  (mod.  ])) 
sein.     Da  a  zum  Exponenten  n  gehört  und  r  <  n  ist,  so  ist 
die  letzte  Congruenz  nur  möglich,  wenn  r  =  0,  also  s  =  Jen, 
d.  h.  ein  Vielfaches  von  n  ist. 

Lehrsatz  HL     Wenn    der  Exponent  s    einer  Potenz 
von  a,  durch  n  dividirt,  den  Rest  r  giebt,  so  ist 
a*  ^  «*■  (mod.  pi)  . 

Beweis.  Es  sei  s  =  kn  -^  r,  so  ist  a^  =  a^«  •  «/■,  und  da 
«*"  z^  1  ist,  so  muss  a*  ^  a^  (mod.  j>)  sein. 

Anwendung     dieses    Satzes.    —    Um    zu    bestimmen, 
welchen  Rest  ö'"*^*^  bei  der  Division  durch  7  lässt,  sehen  wir, 
zu   welchem  Exponenten   5  für   den  Modul  7   gehört.     Es   er- 
giebt  sich  G.     Da  nun  1000  =  6  •  166  -{-  4  ist,  so  ist 
51000  _  5fi.iGG .  54  =  54  ^  2  (mod.  7)  . 

§  47.  Vertheilung  der  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .,  {p  —  1) 
unter  die  verschiedeuen  Divisoren  von  j) — 1  als  Ex- 
ponenten, zu  welchen  sie  für  den  Modul  p  gehören.  — 
Wenn  eine  Zahl  a  zum  Exponenten  n  gehört  und  «*  zu  1  (mod.jp) 
ist,  so  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  n  ein  Divisor  von  s.  Nun  ist 
aber  nach  dem  Fermat'schen  Satze  jederzeit  (P^^  eh  1  (mod.  pi)] 
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folglich  muss  der  Exponent  n,  zu  welchem  eine  Zahl  a  für  den 
Modul  ^)  gehört,  ein  Divisor  von  p  —  1   sein. 

Es  fragt  sicli  jetzt,  wie  sich  die  Zahlen  1,  2,  3,  ..., 
{p  —  1)  unter  die  verschiedenen. Divisoren  von  ^ — 1  vertheilen, 
insbesondere  ob  und  wie  viele  Zahlen  zu  jedem  Divisor  als 
Exponenten  gehören.  Auf  die  Zahlen  bis  2^  —  1  können  wir 
uns  deshalb  beschränken,  weil  congrueute  Zahlen  zu  demselben 
Exponenten  gehören.  Ehe  wir  die  Frage  allgemein  behandeln, 
wollen  wir  sie  durch  ein  Beispiel  erläutern. 

Es  sei  jj  =  43;  dann  hat  p>  —  1  =  42  die  8  Divisoren 
1,  2,  3,  6,  7,  14,  21,  42,  und  wir  erhalten  leicht  die  Tabelle 


Znm 
Exponenten 

gehören  die  Zahlen 

1 

1. 

2 

42. 

3 

6,  36. 

6 

7,  37. 

7 

4,   11,   16,   21,  35,  41. 

14 

2,  8,  22,  27,  32,  39. 

21 

9,  10,  13,  14,  15,   17,  23,  24,  25,  31,  38,  40. 

42 

3,  5,  12,  18,  19,  20,  26,  28,  29,  30,  33,  34. 

Lehrsatz.  Zu  jedem  Divisor  d  von  p  —  1  gehören 
als  Exponenten  genau  (p{d)  Zahlen,  wenn  durch  (p(d) 
ausgedrückt  wird,  wie  viele  Zahlen  prim  zu  d  und 
nicht  grösser  als  d  sind. 

Beweis.  Wir  nehmen  an,  es  gebe  eine  Zahl  a,  die  zum 
Exponenten  d  gehört,  d.  h.  es  sei  cc'\  aber  keine  niedrigere 
Potenz  von  a  der  Einheit  für  den  Modul  ^)  congruent.  Dann 
muss  auch  die  d^^  Potenz  jeder  der  d  Grössen 


a,  a" 


^  1  (mod.  p),  d.  h.  eine  Wurzel  der  Congruenz  x"^  ^  1  (mod.  p) 
sein,  und  da  letztere  nicht  mehr  als  d  Wurzeln  haben  kann, 
so  sind  die  angegebenen  Grössen  ihre  sämnitlichen  Wurzeln. 
Jede  zum  Exponenten  d  gehörende  Zahl  muss  sich  also  unter 


den   Grössen  «,    «^ 


.,  «''  vorfinden.      Wir   wollen    nun 


zeigen,  dass  von  diesen  Potenzen  diejenigen,  deren  Exponenten 
prim    zu   d    sind,    wirklich    zum   Exponenten   d   gehören,    die 
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übrigen  aber  zu  einem  niedrigeren  Exponenten.  Es  sei  zu- 
niichst  7v  prim  zu  d,  so  lässt  sich  eine  Zahl  m  bestimmen, 
welche  der  Congruenz  hm  ^  1  (mod.  d)  genügt.  Für  diesen 
Werth  von  m  ist  dann  a^'"  ^  a  (mod.  p).  Gehörte  nun  die 
Potenz  a^  zu  einem  Exponenten  e  <  d,  d.  h.  wäre  (aJ^y  ^  1 
(mod.^)),  so  würde  auch  a'"*'"^  e^  1  (mod.  j))  und,  da  a'"^'  ^=  a 
(mod.  p)  ist,  auch  a^  ^  1  (mod.  jp)  sein,  was  der  Annahme,  a 
gehöre  zum  Exponenten  d,  widerspricht.  In  diesem  Falle  ge- 
hört also  a^'  zum  Exponenten  d. 

Wenn  dagegen  ]c  und  d  einen  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  d  enthalten,  so  ist  schon 

\a^  J  ,  also  auch  Wv"^  ^  1  (mod.j^j), 
d.  h.  a^'  gehört  zum  Exponenten  -^• 

Wenn  es  demnach  überhaupt  eine  Zahl  a  giebt,  die  zum 
Exponenten  d  gehört,  so  gehört  auch  jede  der  Potenzen 

a,  a^,  a^,  .  .  .,  «'', 
deren  Exponent  prim  zu  d  ist,  und  solcher  giebt  es  (p{d),  zu 
demselben  Exponenten.  Wir  wollen  der  Kürze  halber  die 
Anzahl  der  Zahlen,  die  zum  Exponenten  d  gehören,  mit 
'4}{d)  bezeichnen.  Dann  ist  ^  ((?)  entweder  Null  oder 
gleich  (p  (d). 

Werden  nun  die  Divisoren  von  j9  —  1  mit  d^,  d.^,  .  .  .,  dn 
bezeichnet,  so  ist,  weil  die  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  J»—  1  sämmt- 
licli  unter  die  Divisoren  von  p>  —  1   vertheilt  sind, 

tW  +  t  (d,)  +  •  •  •  +  t{dn)  =p-l. 

Nach  §   10,  Lehrsatz  II  ist  aber  auch 

(p(dy)  +  cpid^)  H h  (fidn)  =V  -  1 ; 

folglich 

^(^i)  +  •  •  •  +  ^{<h)  =  ^{d,)  +  •  •  •  +  ^{fh)  • 
Nun  ist,  wie  wir  bewiesen  haben,  jedes  Glied  der  linken  Seite 
entweder  gleich  Null  oder  gleich  dem  entsprechenden  Gliede 
der  rechten  Seite.  Wäre  also  auch  nur  ein  einziges  Glied  der 
linken  Seite  gleich  Null,  so  könnte  die  Summe  der  Glieder 
der  linken  Seite  nicht  gleich  derjenigen  der  rechten  sein.  Es 
ist  somit  für  jeden  Divisor  d 
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und  das  wollten  wir  beweisen. 

§    48.      Primitive    Wurzeln.    —    Nach     dem    vorher 
gehenden  Satze  enthält  die  Reihe 

(1)  1,  2,  3,  ...,2^-1 

(p{p  —  1)  Zahlen,  welche  zum  Exponenten  j)  —  1  gehören, 
d.  h,  von  denen  die  (p  —  1)'''',  aber  keine  niedrigere  Potenz 
für  den  Modul  p)  der  Einheit  congruent  ist.  Jede  dieser 
(p(j)  —  1)  Zahlen  wird  eiue  primitive  Wurzel  von  jj  genannt. 
Bezeichnet  g  eine  solche  primitive  Wurzel  von  p,  so  sind 
die  Reste  der  2>  —  1   Potenzen 

(2)  hO,u',  -..9'-' 

sämmtlich  von  einander  und  von  Null  verschieden;  sie  müssen 
daher  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  den  Zahlen  (1)  über- 
einstimmen. Wir  sind  somit  im  Stande,  jede  der  Zahlen  (1) 
und  folglich  auch  jede  durch  p  nicht  theilbare  ganze  Zahl 
durch  eine  ihr  congruente  Potenz  der  primitiven  Wurzel  g  zu 
ersetzen. 

So   ist  z.  B.  nach   der   Tabelle   in   §  44   die  Zahl  2   eine 
primitive  Wurzel  von  13  und 

1  =  2»,  2  =  2',  S  =  2\  4  ^  2% 
5  =  2^,  6eei2\  1  =  2",  8  =  2^ 
9  =  2»,  10  =  21",  11  =  2', 
12  =  2"  (mod.   13). 
Kennt  man  eine  primitive  Wurzel  von  p,  so  ist  es  leicht, 
alle  übrigen  anzugeben.     Wir  haben   nämlich   oben  bewiesen, 
dass,   wenn  a   zum  Exponenten  d  gehört,   auch  die  Potenz  «^ 
zu  diesem  Exponenten  gehört,  Avenn  Je  prim  zu  d  ist.    Danach 
ist  jede  Potenz  g''  einer  primitiven  Wurzel  g  von  j)  gleichfalls 
eine  primitive  Wurzel  von  p,  wofern  Je  prim  zu  |)  —  1  ist. 

Prim   zu    12    sind   z.   B.    ausser   1    die   Zahlen  5,   7,    11; 
somit  sind  ausser  2  auch 

2^  =  6,  2'  =  11 ,  211  --  7  (mod.  13) 
primitive  Wurzeln  von  13. 

§   49.     Berechnung    der    primitiven    Wurzeln.     — 
Lehrsatz.    Wenn  m  und  n  relative  Primzahlen  sind  und 
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die  Zahl  a  zum  Exponenten  m,  die  Zahl  h  zum  Expo- 
nenten n  gehört,  so  gehört  das  Produkt  ah  zum  Ex- 
ponenten mn. 

Beweis.     Da  nach  unserer  Voraussetzung 
a«  E^  1 ,  6"  =  1  (mod.  p) 
ist,  so  ist  auch  «"»"  ^  1,  &'"'*  ^  1,  also  jedenfalls 

(«&)'""  ^  1  (mod.^). 
Wir  haben  daher  nur  zu  zeigen,  dass  der  Exponent,  zu  welchem 
ah  gehört,  nicht  kleiner  als  mn  sein  kann. 

Wird  dieser  Exponent  mit  h  bezeichnet,  ist  also 
{ahy  ^  1  (mod.p), 
so  wird   auch   (ah)^^  ^1?    d.  h.   «"**  •  &"*^  ^  1  (mod.  p)   seiu, 
oder,  weil  a"*^"  ^  1  ist,  ö*"*  e^    1  (mod.  p).     Nun  gehört  aber 
h  zum  Exponenten  w;   folglich   muss   nach   dem  Früheren  mk 
durch  w,   oder,   da  m  prim  zu  n  ist,  ^  durch  w  theilbar  sein. 

Ebenso  zeigt  man,  dass  h  durch  m  theilbar  sein  muss. 
k  ist  somit  durch  das  Produkt  mn  theilbar,  also  jedenfalls 
nicht  kleiner  als  dieses  Produkt. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lässt  sich,  wie  wir  jetzt  zeigen 
wollen,  für  jede  Primzahl  p  ziemlich  leicht  eine  primitive 
Wurzel  ermitteln.  Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  eine  be- 
liebige durch  p  nicht  theilbare  Zahl  a  (etwa  2)  und  schreiben 
die  Reste  ihrer  Potenzen  hin,  bis  wir  zum  Rest  1  gelangen. 
Ist  1  der  Rest  der  k^^  Potenz,  so  gehört  a  zum  Exponenten  k. 
Wenn  nun  k  ==  p  —  1  ist,  so  ist  a  eine  primitive  Wurzel  von 
p  und  die  Rechnung  beendet.  Ist  dagegen  k  <C  p  —  1 ,  so 
wählen  wir  eine  zweite  Zahl  h,  die  sich  unter  den  Potenz- 
resten von  a  nicht  vorfindet,  und  bestimmen  durch  Berech- 
nung ihrer  Potenzreste  den  Exponenten  k',  zu  welchem  sie 
für  den  Modul  p  gehört. 

k'  kann  nun  zunächst  kein  Divisor  von  k  sein;  denn  sonst 

wäre  h  7^  a*'  (mod.  jp) ;  h  würde  also  der  Voraussetzung  zuwider 
einer  der  Potenzreste  von  a  sein. 

Dagegen  ist  es  recht  wohl  möglich,  dass  k'  ein  Viel- 
faches von  k  ist.  In  diesem  Falle  gehört  h  zu  einem  grösseren 
Exponenten   als  a,    und  da    wir    eine   Zahl   suchen,    die    zum 

Wortheim,  Zaljleiitheorie.  8 
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grössten  Exponenten,  d.  i.  p  —  1,  gehört,  so  sind  wir  unserem 
Ziele  näher  gekommen. 

Wenn  k'  kein  Vielfaches  von  Je  ist,  so  lässt  sich  das 
kh^inste  gemeinschat'tliclie  Vielfache  m  von  k  und  k'  bestimmen, 
und  dann  liefert  der  oben  bewiesene  Satz  eine  Zahl,  welche 
zum  Exponenten  m  gehört.  Zerlegt  man  nämlich  tn  in  zwei 
Pactoren  ky,  k\,   die   prim   zu   einander  sind   und  beziehungs- 

weise  in  k,  k'   aufgehen,   so  gehört  a*'    zum  Exponenten    k^, 

—.  *       *1 

6*1   zum  Exponenten  /c',,    folglich    a*'  •  h^'^    zum    Exponenten 

k'  •  k\  =  m. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  gelangen 

wir  zu  Zahlen,   die   zu  immer  grösseren  Exponenten  gehören, 

also  schliefslich  einmal  zu  einer  primitiven  Wurzel. 

Beispiel.    Es  soll  eine  primitive  Wurzel  von  103  bestimmt 

werden.     Die  Potenzreste  von  2  für  den  Modul  103  sind 

2,  4,  8,   16,  32,  G4,  25,  50,   100,  97, 

91,   79,  55,  7,   14,  28,  56,  9,  18,  36, 

72,  41,  82,  61,  19,  38,  76,  49,  98,  93, 

83,  63,  23,  46,  92,  81,  59,  15,  30,  60, 

17,  34,   68,  33,  66,  29,  58,  13,  26,  52, 

1. 

Die  Zahl  2  gehört  also  zum  Exponenten  51.     Unter  den 

Potenzresten    von  2    ist    3    nicht    vorhanden.     Wir    schreiben 

also  auch  die  Potenzreste  dieser  Zahl  hin 

3,  9,  27,  81,  37,  8,  24,  72,   10,  30, 

90,  64,  89,  61,  80,  34,  102,  100,  94,  76, 

22,  66,  95,  79,  31,  93,  73,  13,  39,  14, 

42,  23,  69,  1 

und  sehen,    dass  3  zum  Exponenten  34  gehört.     Das  kleinste 

gemeinschaftliche  Vielfache  von  51  =  3  .  17   und  34  =  2  .  17 

51         34 

ist  102  =  51  .  2.  Es  muss  daher  2^1  .  3^  =  2  .  3^'  zum  Ex- 
ponenten 102  gehören,  d.  h.  primitive  Wurzel  von  103  sein. 
Da  3'^  iz:  102  ist,  so  liefert  unser  Verfahren  die  primitive 
W^urzel  2  .  102  =  204  _z=  101  (mod.  103). 

Leichter  wären  wir  in  diesem  Falle  durch  folgende  Er- 
wägung zum  Ziele  gelangt:  Die  Reste  von  —  2  stimmen,  ab- 
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gesehen  von  den  Vorzeichen,  mit  denen  von  -\-  2  überein. 
Da  nun  2^^  ee  1  und  51  ungerade  ist,  so  muss  ( —  2)^^  ~"  —  1 
sein,  und  somit  wird  erst  die  102*''  Potenz  von  —  2  den  Rest 
-f-  1  liefern.  —  2  ^  101  (mod.  103)  gehört  also  zum  Expo- 
nenten 102  oder  ist  eine  primitive  Wurzel  von  103. 

Wir  können  nun  auch  die  Potenzreste  von  101  ohne 
Weiteres  niederschreiben.  Wir  schreiben  die  Reste  von  2 
zweimal  hin,  geben  dem  Rest  jeder  ungeraden  Potenz  das 
Zeichen  —  und  ersetzen  jeden  negativen  Rest  durch  die  ihm 
congriiente  kleinste  positive  Zahl.    Wir  erhalten  auf  diese  Weise 

101,  4,  95,   16,  71,  64  78,  50,  3,  97, 
12,  97,  48,  7,  89,  28,  47,  9,  85,  36, 

31,  41,  21,  61,  84,  38,  27,  49,  5,  93, 
20,  63,  80,  46,  11,  81,  44,  15,  73,  60, 
86,  34,  35,  33,  37,  29,  45,  13,  77,  52, 

102,  2,  99,  8,  87,  32,  39,  25,  53,  100, 
6,  91,  24,  55,  96,  14,  75,  56,  94,  18, 

67,  72,  62,  82,  42,  19,  65,  76,  54,  98, 

10,  83,  40,  23,  57,  92,  22,  59,  88,  30, 

43,  17,  69,  68,  70,  66,  74,  58,  90,  26, 

51,  1. 

Nun  ist  jede  Potenz  von  101,   deren  Exponent  prim   zu  102 

ist,   gleichfalls  eine  primitive  Wurzel  von  103.     Prim  zu  102 

sind  die  32  Zahlen 

1,  5,  7,  11,  13,  19,  23,  25,  29,  31,  35,  37,  41,  43,  47,  49, 
53,  55,  59,  61,  65,  67,  71,  73,  77,  79,  83,  89,  91,  95,  97,  101; 
folglich  hat  103  die  32  primitiven  Wurzeln 
101,  71,  78,  12,  48,  85,  21,  84,  5,  20,  11,  44,  86,  35,  45,  77, 
99,  87,  53,  6,  96,  75,  67,  62,  65,  54,  40,  88,  43,  70,  74,  51, 
von  denen  5  die  kleinste  ist. 

§  50.  Die  kleinsten  primitiven  Wurzeln  der  Prim- 
zahlen unter  1000.  —  Da  die  Berechnung  der  primitiven 
Wurzeln  trotz  einiger  Abkürzungen,  die  wir  übergehen,  immer- 
hin ziemlich  mühselig  ist,  so  theilen  wir  für  jede  ungerade 
Primzahl  unter  1000  die  kleinste  primitive  Wurzel  mit  und 
versehen  zugleich  jede  Primzahl,  welche  die  für  praktische 
Rechnungen  bequeme  primitive  Wurzel  10  hat,  mit  dem 
Zeichen  *. 

8* 
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§51.  Indices,  —  Die  Bedeutung  der  primitiven  Wurzeln 
liegt  darin,  dass  sie  gestatten,  jede  durch  eine  Primzahl  p 
nicht  theilbare  Zahl  durch  eine  Potenz  einer  primitiven  Wurzel 
zu  ersetzen.  Ist  nun  <j  eine  primitive  Wurzel  von  p,  a  eine 
beliebige  durch  p  nicht  theilbare  Zahl  und  a  .. :  g"'  (mod.  p) , 
so  nennt  man  m  den  Index  von  a  für  die  Basis  g.  Da  ferner 
für  jede  ganze  Zahl  k  ^*<''-^^  =££  1  (mod.jp)  ist,   so   wird   auch 

gm  .  gi-ip-^)^  d.  i.  (/"'+*(i^i)  ZEE  a  (mod.^)) 
sein,  oder  wir  können  m  +  ^^  (p  —  Oj  ^^-  ^-  J*^^^®  1a\\\,  welche  m 
nach  dem  Modul  p  —  1  congruent  ist,  als  Index  von  a  ansehen 
und  Ind.  a  -'  m  (mod.  [p  —  IJ) 
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schreiben.     So  ist  z.  B.  lOP«  =  36  (mod.  103),  also 
Ind.  36  =  20  (mod.  102) . 

Die  Indices  sind  für  die  Zahlentheorie  von  grosser  Be- 
deutung. Sie  spielen  in  derselben  eine  ähnliche  Rolle,  wie 
die  Logarithmen  in  der  Arithmetik;  auch  gelten  für  beide  ganz 
analoge  Sätze.     Ihr  Hauptn utzeu  beruht  auf  folgendem  Satze: 

Lehrsatz.  Der  Index  eines  Produkts  ist  der  Summe 
der  Indices  der  einzelnen  Factoren  nach  dem  Modul 
p  —  1  congruent. 

Beweis.     Es  seien  n  Zahlen 

«1  =^"S  a^EBg"'^,  .  .  .,  «„  z^^"*«  (mod.^)) 
gegeben,  so  dass 

%  ^  Ind.  «j,    »^2  ::e^  Ind.  a^ ,    •  .  .,    fn„^  Ind.  a„  (mod. 2?  —  1) 
ist.    Durch  Multiplication  der  ersteren  Congruenzen  erhält  man 

ax«2  •  .  .  ««  ^(yf"'i+'"^+ ■■+'«„  (mod.  j:»)  , 
d.  h.  es  ist 
Ind.  (flfj  «^  .  .  .  a„)  ^  m^  +  *^2  +  ■  •  •  4"  *^^« 

^  Ind.  «1  +  Ind.  «g  -|- 1-  Ind.  «„  (mod.^ — 1) . 

Zusatz.  Der  Index  der  n*®*"  Potenz  einer  Zahl  ist 
dem  «fachen  des  Index  der  Zahl  nach  dem  Modul 
p  —  1  congruent. 

Beweis.  Wird  in  der  letzten  Formel  a^  =  a.^  =  •  •  •  =  an=a 
angenommen,  so  geht  dieselbe  über  in 

Ind.  («")  zi£  n  .  Ind.  a  (mod.  p  —  1)  . 

Beispiele.  Nach  der  in  §  49  gegebenen  Tabelle  der  Potenz- 
reste von  101  für  den  Modul  103  ist 

Ind.  93  =  30 ,  Ind.  3  =  9,  Ind.  31  =  21  (mod.  102) , 
also  wirklich  Ind.  93  ee  Ind.  3  +  Ind.  31  (mod.  102) . 

Nach  derselben  Tabelle  ist 

Ind.  16  =  4,  Ind.  2eee52, 
also  Ind.  16  =  4.  Ind.  2  (mod.  102) . 

§  52,  Auflösung  der  Congruenz  ersten  Grades 
mittels  der  Indices.  —  Hat  man 

ax  1=:^  h  (mod.  p) , 
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SO  ist  nach  dem  in  §  51  bewiesenen  Satze 

Ind.  a  -f-  Ind.  x  ^  Ind.  h  (mod.  p  —  1) 
oder  Ind.  x  ^^^  Ind.  6  —  Ind.  a  (mod.  p  —  \) . 

Wenn  man  also  Tafeln  benutzt,  welche  für  jede  Zahl  den  zu- 
gehörigen Index  und  für  jeden  Index  die  entsprechende  Zahl 
liefern,  so  erhält  man  zunächst  den  Index  von  x  und  sodann 
den  Werth  von  x  selbst.  Solche  Indextafeln  hat  Jacobi  1830 
für  die  Primzahlen  unter  1000  unter  dem  Titel  „Canon  arith- 
meticus"  veröffentlicht.  Um  ihre  Benutzung  zu  zeigen,  lassen 
wir  die  beiden  Tabellen  folgen ,  die  sich  auf  die  Primzahl  43 
und  die  primitive  Wurzel  3  beziehen. 
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Beispiel.  Die  Aufgabe:  Ein  Gärtner  hat  weniger  als  1000 
Bäume.  Pflanzt  er  sie  in  Reihen  von  je  53  Stück,  so  fehlen 
ihm  10;  pflanzt  er  sie  aber  in  Reihen  von  je  43  Stück,  so 
bleiben  ihm  11  übrig.  Wie  viel  Bäume  sind  es?  führt  zu  der 
unbestimmten  Gleichung 

53a;  -  10  =  43^+  11, 
welche  der  Congruenz 

53;z;  — 10=11 
oder 

IOä;  =  21  (mod.  43) 

äquivalent  ist.     Daraus  folgt 

■  Ind.  10  +  Ind.  x  =  Ind.  21  fmod.  42) 
oder  nach  Tabelle  I 

10  +  Ind.  a;  =  36  (mod.  42), 
Ind.  ä;  =  26  (mod.  42) 
und  nach  Tabelle  II 

x=\b  (mod.  43) . 
Es  ist  also  a;  =  15  -f-  43 Z;,   wo  h  eine  unbestimmte  Zahl  be- 
zeichnet, und  man  erhält  für  die  Anzahl  der  Bäume 

53  (15  +  43Ä;)  —  10  =  785  +  53  .  43Ä;. 
Nun  sollen  nicht  mehr  als  1000  Bäume  vorhanden  sein;  folg- 
lich   muss    man  /c  =  0    annehmen,    so   dass   sich   785   als  die 
gesuchte  Zahl  ergiebt. 

Anmerkung.  —  Auf  diese  Weise  lassen  sich  alle  Congruenzen 
ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten  behandeln,  auch  diejenigen,  welche 
zusammengesetzte  Zahlen  zu  Moduln  haben,  da  man  diese  Congruenzen 
nach  §  23  auf  solche  zurückführen  kann,  deren  Moduln  Primzahlen  sind. 

§53.  Auflösung  der  binomischen  Congruenz  mit- 
tels der  Indices.  —  Auch  die  Congruenzen  von  der  Form 

(1)  aa;"  ^  h  (mod.!?) 

lassen  sich  mittels  der  Index -Tafeln  leicht  auflösen.  Man 
erhält  nämlich  aus  (1) 

(2)  n  .  Ind.  x  ^  Ind.  h  —  Ind.  a  (mod.  j?  —  1) , 

und  somit  ist  die  Auflösung  von  (1)  auf  die  einer  Congruenz 
ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten,  nämlich  Ind.  x,  zurück- 
geführt.    Für   die   letztere   Congruenz    gelten   natürlich  die  in 
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§  21  bewiesenen  Sätze.     Hat  man  Ind.  x  bestimmt,  so  liefern 
die  ludextafelu  den  Wertli,  resp.  die  VVerthe  von  x. 
Beispiele.     1.   Aus  rc'  ^  8  (mod.  43)  folgt 

7.  Ind  a;  =  39  (mod,  42)  [Tabelle  IJ . 
Da  42  durch  7  theilbar  ist,  39   aber  nicht,    so  ist  die  letzte 
Congruenz,    folglich    auch    die    vorgelegte    nach   §  21,    Lehr- 
satz 11  unmöglich. 

IL     Aus  x^^  z-  4  (mod.  43)  folgt 

11.  Ind.  a;  =  12  (mod.  42)  [Tabelle  IJ . 
Diese  Congruenz  liefert  für  die  Unbekannte  Ind.  x  den  Werth 
24,  und  dann  ist  nach  Tabelle  II 

a;  =  16  (mod.  43)  . 
III.     Liegt  die  Congruenz 

a;*'=ll(mod.  43) 
vor,  so  folgt  nach  Tabelle  I 

6  Ind.  ä;  —  30  (mod.  42) 
oder 

Ind.  x^b  (mod.  7) . 

Der  Index  von  x  hat  also  (§  21,  Lehrsatz  Ul)  die  6  nach 
dem  Modul  42  incongruenten  Werthe  5,  12,  19,  26,  33,  40, 
denen  die  6  Werthe  von  x  (Tabelle  II) 

28,  4,  19,  15,  39,  24 
entsprechen. 

Am  Ende  des  Werkes  sind  Indextafeln  für  die  Zahlen 
unter  100  gegeben.     Man  löse  mittels  derselben  die  Aufgaben: 

1)  a;32  =  20(mod.  61) 
[9,  23,  38,  52] 

2)  x^'  ~  13  (mod.  61) 

147 1 

3)  x:^  e=  30  (mod.  61) 

[unmöglich] 

4)  bx^  -EU  7  (mod.  61) 

[7,  24,  30]. 
§    54.      Uebergang    von    einem    Index-System    zu 
einem  andern.   —   Hat  man  die  ludices  der  Zahlen 
1,  2,  ...,i»-l 
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für  eine  primitive  Wurzel  g  der  Primzahl  p  bestimmt,  so  ist 
es  leicht,  die  Indices  derselben  Zahlen  für  eine  andere  primi- 
tive Wurzel  h  derselben  Primzahl  zu  finden. 
Es   sei 

a^  y"     und     a  ^  Iv'  (mod.  li) , 

so  folgt  aus  der  Congruenz 

Ä*  ^  g"  (mod.  p)  , 
wenn    allgemein  "Ind.  w    den   für  die  primitive    Wurzel  v  ge- 
nommenen Index  von  n  bezeichnet. 


x^  a  .  ''Ind. ^  (mod. ^  —  1). 
Man  erhält  also  den  Index  einer  Zahl   für   die  neue  primitive 
Wurzel  h,   wenn   man   den  Index  a  für   die  frühere  primitive 
Wurzel   g   mit    dem    für    h    genommenen   Index    von    g   mul- 
tiplicirt. 

Beispiel.  Die  Tabelle  des  §  52  giebt  die  Indices  der 
Zahlen  1,  2,  ...  42  für  die  primitive  Wurzel  3.  Um  die  In- 
dices derselben  Zahlen  für  die  primitive  Wurzel  5  zu  er- 
halten, hat  man  ^Ind.  3,  d.  i.  den  Index  von  3  für  die  primi- 
tive Wurzel  5  zu  ermitteln,  also  die  Congruenz 

5^  =  3  (mod.  43) 
zu  lösen.     Es  ergiebt  sich  der  Reihe  nach 
X  .  ^Ind.  5  =  1  (mod.  42) 
oder  nach  Tabelle  I 

25a;  =  1  (mod.  42) . 

Diese  Congruenz  liefert 

a;  =  37(mod.  42). 

Wir  erhalten  somit  die  Indices  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  42 
für  die  primitive  Wurzel  5,  wenn  wir  die  in  §  52  angegebenen 
Werthe  mit  37  multipliciren. 

§  55.  Zusammenhang  zwischen  den  Indices  einer 
Zahl  und  dem  Exponenten,  zu  welchem  sie  gehört. — 
Da  man  in  Bezug  auf  jede  der  90(2?  —  1)  primitiven  Wurzeln 
von  p  den  Index  einer  Zahl  a  nehmen  kann,  so  hat  jede  Zahl 
(pijj  —  1)  Indices.  So  z.  B.  haben  die  Zahlen  4,  6,  7,  17,  22 
für  die  verschiedenen  primitiven  Wurzeln  von  43  die  in 
nachstehender  Zusammenstellung  enthalteneu  Indices: 
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Die  verschiedenen  Indices  einer  und  derselben  Zahl  stehen 
in  einem  Zusammenhange  mit  dem  Exponenten,  zu  welchem 
die  Zahl  gehört.  Dieser  Zusammenhang  ist  durch  die  folgen- 
den Sätze  ausgedrückt: 

Lehrsatz  I.  Die  Zahl  i?  —  1  und  der  Index  einer 
Zahl  a,  derselbe  mag  genommen  sein  für  welche  pri- 
mitive Wurzel  man  will,  haben  den  grössten  gemein- 

schaftlichen  Divisor        — ,  wenn  ^  den  Exponenten  be- 
zeichnet, zu  welchem  a  für  den  Modul  2^  gehört. 

Beweis,  Da  a' ^  1  (mod.^)  ist,  so  ist  t  ein  Divisor  von 
p —  1.     Ferner  ist  g^^'^^a,  also 

yt .  lud  a  ^  a<  -^  1  (mod.  p) ,  • 
also  t  .  Ind.  a  ein  Vielfaches  von  p  —  1,  oder,  da  t  in  p  —  1 
aufgeht,  Ind.  a  ein  Vielfaches  von  ^   ,  -,    etwa 

Ind.  a  =  Jc  ■  - — - — 

Da  nun  auch  p —  1   ein  Vielfaches,  nämlich  das  /-fache,  von 

•^         ist,  so  haben  wir  nur  noch  zu  zeigen,  dass  t  und  k  prim 

zu  einander  sind. 

Hätten  beide  Zahlen  einen  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  rZ  >  1 ,  wäre  etwa 

/.:  =  Kil ,  t  =  rd , 

wo  also  K,  r  als  relative  Primzahlen  vorausgesetzt  werden,  so 
würde  aus  der  Conüruenz 
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Ind.  a  ^  7td  - — T-  ^  K (mod.  p  —  1) 

xd  z      ^  ^  ■' 

sich 

a^g      *     (mod.  p) 
ergeben.     Es  müsste  also 

ß*  ^  ^x  (p  - 1)  ^  1  (mod.  p) 

sein,  d.  h.  a  würde  der  Voraussetzung  zuwider  zum  Expo- 
nenten  r  gehören.  Es  ist  also  ——: —  der  g  r  ö  s  s  t  e  gemein- 
schaftliche Divisor  von  p  —  1  und  Ind.  a. 

Lehrsatz  II,  Jede  Zahl  a,  deren  Index,  für  irgend 
eine  primitive  Wurzel  genommen,  vaii  p  —  1  den  gröss- 
ten  gemeinschaftlichen  Divisor  d  hat,  gehört  zum  Ex- 

,        p-  1 
ponenten  ^-^ — 

Beweis.  Es  sei  Ind.  a  =  da  und  p  —  1  =  ^^^  wo  a  und 
Q  relative  Primzahlen  sind.  Bezeichnet  dann  x  den  Expo- 
nenten, zu  welchem  a  gehört,  so  ist 

a*  ^^a;.Ind.a  ^  gda  x  ^  ^   (mod.  |))  . 

Folglich  muss  dax  durch  p  —  \  =  dg  ^  oder  ax  durch  q  theil- 
bar  sein.  Nun  ist  aber  a  prim  zu  p;  also  muss  x  ein  Viel- 
faches von  Q  sein,   und   da  x  die  kleinste   dieser  Bedingung 

genügende  Zahl  sein  soll,  so  ist  x  =  q  =      ,     • 

Anmerkung.  —  Dieser  Satz  liefert  ein  bequemes  Mittel, 
alle  Zahlen,  die  zu  irgend  einem  Divisor  d  von  p  —  1  als  Ex- 
ponenten gehören ,  ohne  Weiteres  niederzuschreiben ,  sobald 
man  die  Indices  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  p  —  1  für  eine  belie- 
bige primitive  Wurzel  g  bestimmt  hat.  Man  nimmt  näm- 
lich alle   Indices,  die  mit  p  —  1    den   grössten   gemeinschaft- 

liehen  Divisor  - — - —  haben:  die  zugehörigen  Zahlen  gehören 
zum  Exponenten  (/. 

Beispiel.  Um  die  Zahlen  zu  finden,  die  für  den  Modul  43 
zum  Exponenten  7  gehören,  nehme  man  die  Indices,   welche 

42 

mit  42  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  —  =  Q  haben. 
Es   sind   dies   die  Indices   6,  12,  18,  24,  30,  36,    denen  die 
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Zahlen  41,  4,  35,  IG,  11,  21  entsprechen,  was  mit  dem  in 
§  47  erhalteneu  Resultat  übereinstimmt. 

§  56.  Periode  der  Potenzreste  einer  Zahl.  Summe 
und  Produkt  der  Glieder.  —  Bilden  wir  die  Reihe  der 
Potenzreste  einer  Zahl  a  für  den  Modul  j),  so  werden  wir, 
wenn  a  zum  Exponenten  t  gehört,  als  ^""^  Glied  1  erhalten, 
und  von  da  ab  kehren  dieselben  Reste  in  derselben  Reihen- 
folge wieder.  Die  Reste  von  a  bis  a'  ^  1  nennt  man  die 
Periode  von  a,  und  über  diese  Periode  gelten  folgende  Sätze: 

Lehrsatz  I.  Die  Summe  aller  Glieder  der  Periode 
einer  Zahl  a  ist  uzO(mod.^;). 

Beweis.  Es  sei  1,  «,  a^,  .  . .,  a'-^  die  Periode  von  a, 
so  ist 

l+a  +  a"'  +  .--  +  a'-^=^;|^. 

Da  nun  a  zum  Exponenten  t  gehört,  also 

a'  ^  1  (mod.  p) 
ist,  so  wird  diese  Summe  ^O(mod.j))  sein,  wofern  nicht 

a  EiE  1  (mod.  p) 
ist.     [In    diesem   Ausnahmefall    besteht  die   Periode    aus   dem 
einen  Gliede  1]. 

Beispiele.  T.  Die  Zahl  2  hat  für  den  Modul  17  die 
Periode  2,  4,  8,  16,  15,  13,  9,  1;  die  Summe  dieser  Zahlen 
ist  68  =  0  (mod.  17). 

11.  Die  Zahl  4  hat  für  den  Modul  43  die  Periode  4, 
16,  21,  41,  35,  11,  1.     Die  Summe  dieser  Zahlen  ist 

129  =  0  (mod.  43)  . 

Lehrsatz  IL  Das  Produkt  aller  Glieder  der  Periode 
einer  Zahl  a  ist  _:_  +  1  oder  zu  —  1  (mod.^),  jenach- 
dem  der  Exponent  t,  zu  welchem  a  gehört,  ungerade 
oder  gerade  ist. 

Beweis.     Die  Zahl  a  hat  die  Periode 

a,  a',  .  .  .,  «', 
und  das  Produkt  dieser  Zahlen  ist 

Ist  nun  erstens  l=2t'  -\-  1,  also  ungerade,  so  ist 
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und  wegen  «' "      1 

P  ^  1  (mod.  2?) . 

Wenn  dagegen  t=  2t',  also  gerade  ist,  so  ergiebt  sich 

P  =  a'' ('^''  +  1)  =  a^^-''  .  of  =  a"'  .  a'' 
und  wegen  a'  z^  1 

P^  a''  ^  a^'  ^  —  1  (mod.  ^>) . 
Beispiele.     I.    2  gehört    für    den    Modul    17    zum    Expo- 
nenten   8,    und    die    Glieder   der  Periode    von    2    haben    das 
Produkt 

2  .  4  .  8  .  16  .  15  .  13  .  9  .  =  2  .  4  .  8  .'  (-  1)  (~  2)  (-  4)  (—  8) 
=  +  (2  .  4  .  8)'^  e:i£  64^  =  (—  4y^  =  16  =  -  1  (mod.  17). 

II.    4  gehört  für  den  Modul  43  zum  Exponenten  7,  und 

es  ist,  da 

4.11  =  1,  16  .  35  EE^  16  .  (—  8)  =  —  128  =  1 
und 

21  .  41  EEE  21  .  (—  2)  —  —  42  £^  1  (mod.  43) 

ist,  das  Produkt  der  Glieder  der  Periode 

4  .  16  .  21  .  41  .  35  .  11  .  1  =  1  (mod.  43) . 
Anmerkung.  —  Der  letzte  Satz  liefert  einen  neuen  Be- 
weis des  Wilson'schen  Satzes.     Bezeichnet  nämlich   a  eine 
primitive    Wurzel    von  p,    so   enthält   die    Periode   von  a  alle 
Zahlen  1,  2,  S,  . .  .,  {p  —  1).     Da  nun  in  diesem  Falle 

t=2y—  1 
gerade  ist,  so  muss 

1  .  2  .  3  .  .  .  (i>  —  1)  ;r  —  1  (mod.  p) 
sein. 

§  57.  Produkt  aller  primitiven  Wurzeln  einer 
Primzahl.  —  Die  Primzahl  3  hat  nur  eine  primitive  Wur- 
zel, nämlich  2.  Jede  andere  ungerade  Primzahl  hat,  wie  wir 
sehen  werden,  eine  gerade  Anzahl  primitiver  Wurzeln,  von 
denen  folgender  Satz  gilt: 

Lehrsatz.  Das  Produkt  aller  primitiven  Wurzeln 
einer  Primzahl  p  ist  ^  1  (mod.^)).  (Ausgenommen  ist  der 
Fall  p  =  'd). 

Beweis.     Bezeichnet  y  eine    primitive  Wurzel    von  p,  so 
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wird  </*  alle  primitiven  Wurzeln  dieser  Zahl  darstellen,  wenn 
man  k  sümmtliche  Wertlie  annehmen  lässt,  die  prim  zu  ^  —  1 
und  nicht  grösser  als  j)  —  1  sind.  Ist  aber  Je  ein  solcher 
Werth,  so  ist  es  auch  j;  —  1  — k.  Für  jeden  Werth  von  k, 
für  welchen  also  g'^  eine  primitive  Wurzel  ist,  ist  auch  (7'^'~* 
oine  primitive  Wurzel,  und  da 

gk      ^y/'     I-^-  =  gP-i  ==  1   (mod.^) 

ist,  so  lassen  sich  die  primitiven  Wurzeln  von  p  in  der  Weise 
in  Gruppen  von  je  zweien  zusammenstellen,  dass  das  Produkt 
der  beiden  Wurzeln  jeder  Gruppe  ^E  1  (mod.  p)  ist.  Es  muss 
also  auch  das  Produkt  aller  primitiven  Wurzeln  ':"--  1  (mod.  7)) 
sein. 

Dieser  Beweis  setzt  voraus,  dass  k,  wofern  es  prim  zu 
p  —  1  ist,  auch  von  p  —  1  —  k  verschieden  sei,  und  dafs 
dies  in  der  That  der  Fall  ist,  wollen  wir  jetzt  zeigen:  Eine 
ungerade  Primzahl  kann,  durch  4  dividirt,  nur  1  oder  3  als 
liest  geben.  Für  den  Modul  4  zerfallen  daher  die  ungeraden 
Primzahlen  in  2  Klassen,  in  solche  von  der  Form  4ji  -f-  1, 
wie  5,  13,  17,  ...  und  in  solche  von  der  Form  An  -\-  d,  wie 
3,  7,  11,  •  •  •  •     Wäre  nun  k  =  p  —  1  —  /<;,  so  müsste 

2k=p-l,         Jc=^'-'^ 

sein.  Wenn  also  |)  die  Form  4w  -{-  1  hätte,  so  wäre  ^  =  2«, 
und  wenn  p  die  Form  4n  -\-  3  hätte,  k  =  2n  -\-  1.  Die  Zahl 
k  =  2n  ist  aber  niemals  prim  zu  p  —  1  =  An,  und 

k  =  2n-\-l 
kann  nur  dann  prim  zu^  —  1  =  4n  -{-  2  sein,   wenn  n  =  0, 
also  p  =  3  ist.     Diesen  einen  P^all  ausgenommen,  ist  also  der 
Satz  für  alle  ungeraden  Primzahlen  bewiesen. 
Beispiel.     Für  den  Modul  43  ist  nach  §  52 

31  —    3,  3"'  --29;     3^  "28,  3"  =-^20; 

3^3  =  12,  32»  =  18;     3'^  E~  2G,  3^-^         5; 

3'''  =-  19,  3^='  -^  34;     3"  =  30,  3-"  --  33, 

und   wir  erhalten 

3  .  29  =    87  —  1  (mod.  43) , 

28  .  20  =  560  =  1  (mod.  43) , 
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12.  18  =  216=  1  (mod.  43), 
2G.  5=  130  =  1  (mod.  43), 
19.  34  =  646=1  (mod.  43), 
30  .  33  =  990  EEE  1  (mod.  43) ; 
also  ist  auch  das  Produkt  aller  primitiven  Wurzeln 
—  1  (mod.  43) . 

§  58.  Summe  der  primitiven  Wurzeln  einer  Prim- 
zahl. —  Der  Rest,  welchen  die  Summe  aller  primitiven  Wur- 
zeln einer  Primzahl  p  für  den  Modul  p  giebt,  kann  0,  -(-  1 
oder  —  1  sein.  Welchen  dieser  Werthe  sie  hat,  hängt  von 
der  Zusammensetzung  von  p  —  1  ab,  wie  der  folgende  Satz 
von  Gauss  angiebt: 

Lehrsatz.  Die  Summe  aller  primitiven  Wurzeln 
einer  Primzahl  p  ist  ^  0  (mod.  ^)),  wenn  p  —  1  durch  ir- 
gend eine  Quadratzahl  theilbar  ist;  sie  ist  +  1  (mod.  p), 
wenn  die  Zahl  p — 1  jeden  ihrer  Primfactoren  nur  in 
der  ersten  Potenz  enthält,  und  zwar  ist  das  obere 
oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem  die 
Anzahl  dieser  ungleichen  Primfactoren  von  p  —  1  ge- 
rade oder  ungerade  ist. 

Beispiele.  I.  1)  17  hat  die  8  primitiven  Wurzeln  3,  5, 
6,  7,  10,  11,  12,  14,  deren  Summe  68  =  0  (mod.  17)  ist. 

2)  61  hat  die  16  primitiven  Wurzeln  2,  6,  7,  10,  17,  18, 
26,  30,  31,  35,  43,  44,  51,  54,  55,  59,  deren  Summe 

=  8  .  61  =  0  (mod.  61) 

ist.  Man  beachte,  dass  16  selbst  eine  Quadratzahl,  und  dass 
60  durch  4  theilbar  ist. 

II.  1)  7  hat  die  2  primitiven  Wurzeln  3,  5,  deren  Summe 
8  ~  +  1  (mod.  7)  ist. 

2)  11  hat  die  4  primitiven  Wurzeln  2,  6,  7,  8,  deren 
Summe  23  ^  -|-  1  (mod.  11)  ist. 

Man  beachte,  dass  6  =  2.3,  10  =  2.5,  dass  also  so- 
wohl 6  wie  10  eine  gerade  Anzahl  Primfactoren  enthält. 

IIT.  1)  31  hat  die  8  primitiven  Wurzeln  3,  11,  12,  13, 
17,  21,  22,  24,  deren  Summe  123  ^  —  1  (mod.  31)  ist. 
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2)  43  hat  die  12  primitiven  Wurzeln  3,  5,  12,  18,  19, 
20,  26,  28,  29,  30,  33,  34,  welche  die  Summe 

257  =  —  1  (mod.  43) 
haben.     Es   ist  30  =  2  .  3  .  5 ,  42  =  2  .  3  .  7  ,   also  iu   beiden 
Fällen   die   Anzahl    der    ungleichen    Primfactoren    von  p  —  1 
ungerade. 

Beweis.  Es  sei  jp  —  1  ==  a"!)!^  &  . .  .,  wo  a,  h,  c, . .  .  un- 
gleiche Primzahlen,  a,  ß,  y,  .  .  .  ganze  positive  Zahlen  bezeich- 
nen.    Femer  seien 

^,,  A.,,  .  .  .,  Ä,p(„f') 

die  (p{af)  Zahlen,  welche  zum  Exponenten  a"  gehören, 

die  (p  (&/*)  Zahlen,  welche  zum  Exponenten  W  gehören,  u.  s.  w. 
Dann  ist  nach  §  49  jedes  Produkt  AB .  .  .  eine  primitive 
Wurzel  von  p  (eine  zum  Exponenten  a"  h>^  .  .  .  =  p  —  1  ge- 
hörende Zahl).  Da  man  nun  durch  Verbindung  jeder  der 
Zahlen  Ä  mit  jeder  der  Zahlen  J?,  u.  s.  w.  oflfenbar 
cp(a-)cp{h!^)-.-  =  (p(p-l) 

Produkte  bilden  kann,  und  dap  ebenso  viele,  nämlich  99(2^  —  1) 
primitive  Wurzeln  besitzt,  so  wird  durch  das  angegebene  Ver- 
fahren jede  primitive  Wurzel  und  zwar  jede  nur  ein  ein- 
ziges Mal  ausgedrückt,  wofern  jene  Produkte  für  den  Modul 
p  incongruent  sind. 

Dass  dies  der  Fall  ist,  lässt  sich  leicht  darthun.  Wäre 
nämlich 

A,n  Bn  .  .  .  ^^  A„,'  Bn'  .  ..  (mod.  p) , 

so  würde  sich  durch  Erheben  auf  die  Potenz  b(^  c^  .  .  . 

^blicr  •  ••  £*^  er  •••  _    _  ^i/^cx  ■■■  ßolfrY...^^^  (mod.  ») 

7/1  n  7/1  n  \  tr  / 

oder,  da 

J5f  =^B'f.  =  "-=l  (mod._p) 
sein  soll, 

^U^cY...       A^-^'-     (mod.p), 

iii  in  >•  i  /  > 

d.    h. 

Wer  .  .  .  Ind.  A,„  -ir  ¥  er  .  .  .  In<l.  A«  (mod.  a«  fe/'c)'  .  .  .) , 

und  weiter 

Ind.  A,n  -    Ind.  A,,;  (mod.  «") 


I 
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ergeben.     Nun  ist    aber   nacb  §  55  sowohl  Ind.  A,,,^   als  auch 
Ind.  Arn'  ein  Vielfaches  von  hf'  c^  .  .  . ,  etwa 

Tnd.  A,„  =  ]c¥cy  .  .  .,     Ind.  A,u  =  k'  b'  c^  .  .  .. 
Aus  der  letzten  Congruenz  würde  somit 

k  —^  Je'  (mod.  a") , 
also  etwa 

k  =  k'  -\-  X  .a" 

folgen.     Es  wäre  demnach,  wenn  die  Basis  des  Indexsystems 
mit  (/  bezeichnet  wird , 

4       .Jk'+y.a")  bPcY  .  ..  A     ,   /yi'  b(^  cY  .  .  . 

und  weiter 

Ar,  =  /^^-^^  •  •  • .  r ''^~''  =  Am .  9"^^-'^ 

oder ,  da  gP~^  ^  1  (mod.  p)  ist , 

A„,  ^  Am-  (mod.  p) , 
während  doch  Am ,  A,,,'  incongruent  sein  sollen. 

Die  Summe  aller  primitiven  Wurzeln  von  p  ist  also  iden- 
tisch mit  der  Summe  aller  jener  Produkte  oder,  was  dasselbe 
ist,  mit  dem  Produkt 

(^,  +  ^,  +  ••.)  (^1  +  -B2  +  •••)••• . 
Suchen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Factor  dieses  Produkts,  etwa 

A  +  ^2   +   "-, 

d.  i.   die  Summe  aller  zum  Exponenten  a"   gehörigen  Zahlen 
zu  bestimmen. 

Es  sei  erstens  a  =  l.  Ist  dann  A  eine  zum  Expo- 
nenten a  gehörende  Zahl ,  so  gehören  nach  §  47  auch  die 
Potenzen  A^,  Ä^,  ...,  ^"~^  zu  diesem  Exponenten,  und  da 
nach  §  56,  I 

\^  A-\-  A'  -\ h  ^«-1  =  0  (mod.^) 

ist,  so  wird  in  diesem  Falle 

A-\-  A?  -\ h  ^«-1  :._  —  1  (mod.i)) 

sein. 

Wenn  zweitens  a>l  und  A  eine  zum  Exponenten  a" 
gehörende  Zahl  ist,  so  gehören  nach  §  47  auch  alle  diejenigen 
Potenzen,  deren  Exponenten  prim  zu  a"  sind,  zu  diesem  Ex- 
ponenten.    Es  sind  dies  die  Zahlen 

A,  ^^  y^^ ...,  A^"-^ 

VV  V.  r t li <•  i  111 ,  Zaliliutlieoric.  0 
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mit  Ausschluss  der  Zahlen 

^«,  A^",  A^",  ...,  y!«"-«; 
ihre  Summe  ist  somit 

(A-{-  A-  -\ h  A""-')  —  (A"  +  y^2a  _^ [_  yl««-«) 

oder  auch 

(l  +  ^  +  yr-^  +  •  •  •  +  Ä""-^) 
—  (1  +  yl"  +  A^''  H h  ^«"-«) , 

und  diese  Differenz  ist  ^O(mod.p),  da  nach  §  56,  I  jeder 
ihrer  Theile  es  ist. 

Wir  haben  oben  die  Summe  aller  primitiven  Wurzeln  von 
p  als  ein  Produkt 

(A, -{- A, -\- ■  ■ .)  (7>\  +  i^,  +  ...)..  • 

von  so  viel  Factoren  dargestellt,  als  j^)  —  1  ungleiche  Prim- 
zahlen a,  h,  c,  . .  .  enthält.  Wenn  nun  j)  —  1  eine  Primzahl 
a  in  einer  höheren  als  der  ersten  Potenz  enthält,  so  ist  der 
entsprechende  Factor  Ai  -\-  A.2  -\-  •  •  • ,  und  somit  das  ganze 
Produkt  ^  0  (mod.  p)  •  Kommt  dagegen  in  der  Zahl  p  —  1 
jeder  ihrer  Primzahlfactoren  nur  in  der  ersten  Potenz  vor,  so 
hat  jeder  Factor  jenes  Produkts  in  Beziehung  auf  den  Modul 
p  den  Rest  —  1.  Die  Summe  aller  primitiven  Wurzeln  von 
2)  ist  also 

zz  4"  l     oder     ^i£  —  1  (mod.  p) , 

jenachdem  die  Anzahl  der  ungleichen  Primzahlfactoren  von 
p  —  1  gerade  oder  ungerade  ist. 

Anmerkung.  —  Dieser  Satz  lässt  folgende  Verallgemei- 
nerung zu:  Die  Summe  aller  zu  einem  Divisor  d  von  ^)  —  1 
als  Exponenten  gehörigen  Zahlen  ist  ^^^  0  (mod.  j>),  wenn  (/ 
durch  eine  Quadratzahl  theilbar  ist;  sie  ist  z^  +  1  (mod.  j)), 
wenn  die  Zahl  d  jeden  ihrer  Primfactoren  nur  in  der  ersten 
Potenz  enthält,  und  zwar  ist  das  obere  oder  das  untere  Zeichen 
zu  nehmen,  jenachdem  die  Anzahl  der  ungleichen  Primfactoren 
von  d  gerade  oder  ungerade  ist.  Den  Beweis,  der  mit  dem 
vorhergehenden,  von  einigen  Ausdrücken  abgesehen,  zusam- 
menfällt, übergehen  wir.     Noch  ein  Beispiel  zur  Erläuterung: 

Wenn  ^  =  61  ist,   so   hat  ;)  —  1  =  60  die  12  Divisoren 
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1,  2,  3,  4,  5,  6,  10,  12,  15,  20,  30,  GO,  und  es  ergiebt  sich 
die  folgende  Tabelle: 


Zum 
Exponenten 

geh 

liren 

die  Zahlen 

Summe  derselben 

2 

60 

60  =  —  1 

3 

13, 

47 

60  =  —  1 

4 

11, 

50 

61  =        0 

5 

9, 

20, 

34, 

58 

121  =  —  1 

6 

14, 

48 

62  =  +  1 

10 

3, 

27, 

41, 

52 

123  =  +  1 

12 

21, 

29, 

32, 

40 

122  =        0 

15 

12, 

15, 

16, 

22, 

25, 

42, 

56, 

57 

245  =  +  1 

20 

8, 

23, 

24, 

28, 

33, 

37, 

38, 

53 

244=        0 

30 

4, 

5, 

19, 

36, 

39, 

45, 

46, 

49 

243  =  —  1  . 

(50 

Die  oben 

schon 

angegeben eu 

16  Zahlen 
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Potenzreste  für  zusammengesetzte  Moduln. 

§  59.     Periodicität  der  iieihe  der  Potenzreste.  — 
Lehrsatz.     Wenn    eine   Zahl   a   prim    zum  Modul    ni    ist, 
so    befindet    sich    unter    den    m    ersten    Gliedern    der 
Reihe 
(1)  1,  a,  ä\  ...,  «'«-»,  ..., 

abgesehen  von  der  Zahl  1,  wenigstens  noch  ein  Glied, 
welches  --L-  1  (mod.  m)  ist. 

Beweis.  Da  a  prim  zu  m  ist,  so  muss  auch  jedes  Glied 
der  Reihe  (1)  prim  zu  m  sein,  d,  h.  die  Reste  der  Potenzen  (l) 
müssen  sich  unter  den  ^(w)  Zahlen  vorfinden,  welche  prim 
zu  m  und  nicht  grösser  als  m  sind.  Da  nun  in  jedem  Falle 
m'^  (p  {m)  ist,  so  müssen  unter  den  m  ersten  Gliedern  von  (1) 
zwei  Potenzen  vorhanden  sein,  welche  denselben  Rest  haben. 
Es  sei 

«*+"  ^  a*  (mod.  m)  . 

Da  a,  also  auch  «^  prim  zu  m  ist,   so  kann  man   diese  Con- 
gruenz  durch  a^  dividiren  und  erhält 

rt"  ^E  1  (mod.  ni)  , 
wo  Je  -\-  n,  also  um  so  mehr  n  <  m  ist. 

Aus  diesem  Satze  lassen  sich  dieselben  Schlüsse  ziehen, 
wie  aus  dem  entsprechenden  Satze  für  Primzahlmoduln.  Wir 
nennen  wieder  die  kleinste  Zahl  n,  für  welche  a"  "^  1  (mod.  w) 
ist,  den  Exponenten,  zu  welchem  die  Zahl  a  für  den 
Modul  m   gehört.     Es  bilden   dann   die  Reste  der  Potenzen 

1,  a,  «",  .  .  .,  «"— ^,  rt",  ... 
eine  periodische  Reihe,  indem  die  Reste  der  n  ersten  Glieder 
(Periode  von  d),  die  sümmtlich  von  einander  verschieden  sind, 
sich  in  unveränderter  Folge  wiederholen. 
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So  z.  B.  gehört  die  Zahl  5  für  den  Modul  36  zum  Ex- 
ponenten 6;  denn  es  ergiebt  sich  als  Reihe  der  Potenzreste 
von  5  für  diesen  Modul 

5,  25,  17,  13,  29,  1. 

§  00.     Der   verallgemeinerte  Fermat'sche  Satz.  — 

Für  jede  Zahl  a,   die   prim   zum  Modul   ni   ist,    besteht 

die  Congruenz 

a<p(<n)  ==  1  (luod.  m). 

Beweis.     Es  seien 

(1)  «,,  «2,  .  .  .,  a,p(,„) 

die  (p{tyi)  Zahlen,  welche  prira  zu  m  und  nicht  grösser  als  m 
sind.  Wird  jede  dieser  Zahlen  mit  a  multiplicirt,  so  erhalten 
wir  die  Produkte 

(2)  a,a,  «2^5,  .  .  .,  tt^(m)a, 

deren  Reste  von  einander  verschieden  sein  müssen;  denn  aus 
der  Annahme  a^a^^  a.y_a  (mod.  m)  würde  sich  durch  die  hier 
zulässige  Division  durch  a  ergeben,  dass  «/t  uz  «^  sein  müsste, 
während  au  und  «>.  als  von  einander  verschiedene  Zahlen  der 
Reihe  (1)  vorausgesetzt  worden  sind.  Da  nun  noch  jede  der 
Zahlen  (2)  prira  zu  m  ist,  so  müssen  die  Reste  der  Pro- 
dukte (2)  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  den  Zahlen  (1) 
übereinstimmen.  Es  ist  daher  auch  das  Produkt  aller  Zahlen 
(2)  dem  Produkte  aller  Zahlen  (1)  congruent,  also 

«1^2  .  .  .  «,/)(m)«^''"^  ^  «i^a  •  •  •  '^'/'(m)  (niod.  w)  , 
und  hieraus  folgt  durch  Division  mit  «^  «2  .  .  .  a,p  (,„) 

Zusatz.  Der  Exponent,  zu  welchem  eine  Zahl  «, 
die  prim  zum  Modul  m  ist,  für  diesen  Modul  gc^hört, 
ist  ein  Divisor  von  (p{m). 

Der  Beweis  stimmt  ganz  überein  mit  dem  oben  für  den 
Satz  II  des  §  46  gegebenen. 

§  Gl.  Vertheilung  der  Zahlen,  die  prim  zu  m 
sind,  unter  die  Divisoren  von  (p(in)  als  Exponenten, 
zu  welchen  sie  für  den  Modul  m  gehören.  —  Be- 
ginnen wir  der  Deutlichkeit  halber  auch  hier  mit  einigen 
Beispielen, 
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Es  sei  m  =  25 ,  so  hat  tp  (m)  =  20  die  6  Divisoren 
1,  2,  4,  5,  10,  20,  und  die  20  Zahlen,  die  prim  zu  25  sind, 
vertheilen  sich  unter  diese  Divisoren  folgendermafsen: 


Zum 
ÜjxpoDen 

tcu 

gühuren  die  Zahlen 

1 

1 

2 

24 

4 

7,   18 

5 

C,   11,   16,  21 

10 

4,  9,   14,  19 

20 

2,  3,  8,  12,  13,   17,  22,  23. 

Zweitens   sei   m  ==  15,    so    hat    (p{^m)  =  S    die   4    Divi- 
soren  1,  2,  4,  8,  und  wir  erhalten  die  Tabelle: 


Zum 
Exponenten 


gehören  die  Zahlen 


4,     11,     14 
2,    7,     8,     l.H 
keine. 


Drittens   sei   m  =  98,   so  hat  (p{m)  =^  42   die    8   Divi- 
soren 1,  2,  3,  6,  7,  14,  21,  42,  und  wir  erhalten  die  Tabelle: 


Zum 
Exponenten 

gehören  die  Zahlen 

1 

1 

2 

97 

3 

G7,  79 

6 

19,  31 

7 

15,  29,  43,  57,  71,  85 

14 

13,  27,  41,  55,  69,  83 

21 

9,  11,  21,  23,  37,  39,  51,  53,  65,  81,   93,  95 

42 

3,  5,   17,  33,  45,  47,  59,  61,  73,  75,  87,  89. 

Endlich  sei   noch  m 
erhalten  die  Tabelle: 


IG.     Dann   ist  qp(wO  =  ^,   und   wir 


Zum 
Expononi 

en 

gehören  die  Zahlen 

1 

1 

2 

7,    9,     15 

4 

3,    5,    11,     13 

8 

keiue. 
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Diese  Beispiele  zeigen,  dass  der  für  Primzahlmoduln  be- 
wiesene Satz:  „Zu  jedem  Divisor  d  von  ^(p)  gehören 
q){d)  Zahlen"  bei  zusammengesetzten  Moduln  im  Allgemeinen 
nicht  gilt.  Für  die  Moduln  15,  16  giebt  es  keine  zu  den 
höchsten  Exponenten  (in  beiden  Fällen  8)  gehörende  Zahl, 
d.  h.  15  und  16  besitzen  keine  primitiven  Wurzeln,  während 
25  und  98  sich  in  dieser  Beziehung  ganz  wie  Primzahlen 
verhalten.  Da  nun  die  primitiven  Wurzeln  das  Fundament 
aller  weiteren  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  waren,  so 
müssen  wir  zunächst  bestimmen,  welche  zusammengesetzten 
Zahlen  primitive  Wurzeln  besitzen,  und  welche  nicht. 

§  62.  Ermittlung  der  Zahlen,  welche  keine  pri- 
mitiven Wurzeln  besitzen  können.  —  Jede  zusammen- 
gesetzte Zahl  m  lässt  sich  auf  die  Form 

m  =  2''i)^(f  •  •  ■ 
bringen,  wo  x,  A,  ft,  ...  ganze  positive  Zahlen,  p,  q,  .  .  ■  von 
einander  verschiedene  ungerade  Primzahlen  bezeichnen.  Ist 
nun  eine  Zahl  a  prim  zu  m,  so  ist  sie  auch  prira  zu  jedem 
Factor  von  m,  und  wir  erhalten  nach  dem  verallgemeinerten 
Fermat'schen  Satze 

a'/"^^)  =  1  (mod.  2^), 

a<p(i^')  ,^  1  (luod.  <7")  , 


Bezeichnet  jetzt  31  das  kleinste  gemeinschaftliche  Viel- 
fache der  Zahlen  9>(2'^),  (p{p^),  (p{(l''),  •  •  •,  so  ist  auch 

a''  =  1  (mod.  2") , 

«^  ^  1  (mod.  i9-) , 


und  da  somit  die  Differenz  a'*'  —  1  durch  jede  der  relativen 
Primzahlen  2^,  ^,  g'',  ...  theilbar  ist,  so  muss  sie  auch  durch 
das  Produkt  derselben,  d.  i.  m  theilbar  sein,  d.  h.  es  ist 

qM  ^  i  (mod.  m) . 
Der  Exponent,  zu  welchem  a  gehört,  ist  also  31  oder  ein  Divi- 
sor von  31. 

Nun  wird  a  eine  primitive   Wurzel  von  m  sein,  wenn  es 
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zum  Exponenten  (p{fn)  =  <p('2'^)(p(l)')  ■  ■  •  ;^<-'hört,  und  dies  wird 
nur  dann  der  Fall  sein  kimneu,  wenn 

ist,   d.   li.   wenn  die  Zahlen  ^{2"),  ^{p^},  •  .  ■  sämmtlich  jirim 
zu  einander  sind.     Offenbar  ist  aber  jede  der  Zahlen 

<P(ß')  =p'-'{jy  -  1),    q>(q'')  =  (f-'{q  -  Ij,  •  •  • 
gerade,  und  ebenso  ist  (p{2'')  =  2"^^  gerade,  wenn  x>  1   ist. 
Daher   ist   71/  jedenfalls   kleiner    als   (p{2'')(p{p^)  .  .  .,   oder   es 
giebt  keine  primitiven  Wurzeln  in  den  beiden  folgenden 
Fällen: 

1)  wenn  der  Modul  wt  mehr  als  eine  ungerade  Primzahl 
enthält; 

2)  wenn  der  Modul  m  zwar  nur  eine  ungerade  Primzabl, 
aber  eine  höhere  als  die  erste  Potenz  von  2  enthält. 

Es  erübrigt  noch,  den  Fall  zu  untersuchen,  in  welchem 
m  =  2"",  also  q)(ni)  =  2^~^  ist.  Da  wir  uns  überhaupt  nur 
mit  den  Zahlen  beschäftigen,  die  prim  zum  Modul  sind,  so 
haben  wir  jetzt  nur  die  ungeraden  Zahlen  ins  Auge  zu  fassen. 
Jede  solche  Zahl  a  kann,  durch -4  dividirt,  den  Rest  1  oder 
3  ^  —  1  geben,  also  von  der  Form 

a  =  1  +  2Vc     oder     «  =  -  1  +  2H- 
sein.     Für  beide  Formen  ergiebt  sich  der  lleihe  nach 
d'        .-=  1  +  2^4  , 

ä''      =\-^2'k,, 
d^      =\  +  2'k„ 


d'"-     '  =    1    +2^/jx_2, 

wo  k,  /<;, ,  k.^,  .  .  .,  /.'^—a  ganze  Zahlen  bedeuten.  Ist  nun  x  >  2, 
so  liefert  die  letzte  Gleichung 

a\  vi^'')  —  1  (mod.  2x) ; 

es  giebt  also  drittens  keine  primitive  Wurzel,  wenn  der  Modul 
eine  hölierc  als  die  zweite  Potenz  von  2  ist. 

Danach  kann  es  nur  in  den  folgenden  drei  Fällen  priuii- 
tive  Wurzeln  geben: 

1)  wenn  der  Modul  eine  Potenz  einer  ungeraden  Primzahl  ist; 
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2)  wenn  der  Modul  das  Doppelte  einer  Poteuz  einer  un- 
geraden  [^rimzahl  ist; 

3)  wenn   der  Modul  gleich  4  ist. 

§  03.  Primitive  Wurzeln  einer  Potenz  einer  u)i- 
geraden  Primzahl. 

Lehrsatz  1.  Jede  primitive  Wurzel  (j  von  )/  muss 
auch  primitive  Wurzel  von  p  sein. 

Beweis.  Wir  nennen  den  Exponenten,  zu  welchem  <j  für 
den  Modul  p  gehört,  x  und  beweisen,  dass  x=p —  1  sein 
muss.     Da 

(/*  ^  1  (mod.  j)) 

sein  soll,  so  können  wir 

^^  =  1  -f  kj) 

setzen,  wo  l^  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.  Durch  Erhebung 
auf  die  ^/*^  Potenz  folgt  hieraus 

Jedes  Glied  der  rechten  Seite,  mit  Ausnahme  des  ersten  Gliedes, 
ist  durch  p^  theilbar.  Wir  können  nun  alle  diese  durch  ^>* 
theilbaren  Glieder  zusammenfassen  und 

grp  =   1  _j_  A:,p2 

schreiben,  wo  J,\^  eine  neue  ganze  Zahl  bezeichnet.  Auf  diese 
Weise  ergiebt  sich  weiter 

g-J''        =  1   +  Jc^p^  , 


^V-^  =  l+/,,y-, 


wo  /t;j,  .  .  . ,  /.';.  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Wegen  der  letzten 
Gleichung  ist 

g='p^~^  EE=z  1  (mod.  y)  . 

Nun  Süll  g  eine  i)rimitive  Wurzel  von  p^-  sein,  also  für  diesen 
Modul  zum  Exponenten  (;>  —  1)  p^~^  gehören.  Es  muss  daher 
a;^""^  ein  Vielfaches  von  (;>  -  \)  l^~^ ,  d.  h.  x  muss  ein  Viel- 
faches von  ^)  —  1  sein,  x  ist  aber  als  der  Exponent,  zu  wel- 
chem g  für  den  Modul  p  gehört,  auch  ein  Divisor  von  p  —  1. 
Daher  ist  x  =  p  —  1,  d.  h.  g  primitive  Wurzel  von  p. 
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Lehrsatz  II.  Eine  primitive  Wurzel  7  einer  un- 
geraden Primzahl  2^  ist  immer,  aber  auch  nur  dann 
primitive  Wurzel  von  p^,  wenn  die  Zahl  ^^~*  —  1,  die 
nach  dem  Fermat'schen  Satz  stets  durch  2>  theilbar  ist, 
nicht  auch  durch  p'  theilbar  ist. 

Beispiele.  1)  Nach  §  50  ist  2  primitive  Wurzel  der  iVim- 
zahlen  .",  5,  11,  13,  29.  Da  nun  2^  —  1  =  3  nicht  durch  9, 
2*  —  1  =  15  nicht  durch  25,  2'»  —  1  =  1023  nicht  durch  121, 
2^2  _  1  =  4005  nicht  durch  169  und  2''«  -  1  =  268435455 
nicht  durch  841  theilbar  ist,  so  ist  2  auch  primitive  Wurzel 
aller  Potenzen  3"*,  5'",  11'",  13"',  29'",  wo  m  jede  ganze  posi- 
tive Zahl  sein  kann. 

2)  3  ist  primitive  Wurzel  von  7  und  17.  Nun  ist 
3''  -  1  =  728  nicht  durch  49  und  ^'''  —  1  =  43046720  nicht 
durch  289  theilbar;  also  ist  3  auch  primitive  Wurzel  aller 
Potenzen   7'",   17'". 

Beweis.  Bezeichnen  wir  den  Exponenten,  zu  welchem  (j 
für  den  Modul  p'-  gehört,  mit  x,  setzen  also 

(1)  ^^  =  1  (mod.  jp^) 

voraus,  so  muss  nach  §  60  a:  ein  Divisor  vongjQ)^)  =  j/~'(^' —  1) 
sein.  Wenn  aber  die  Congruenz(l)  besteht,  so  ist  jedenfalls  auch 

(2)  g-=l{mod.p), 

also,   da  (j  primitive  Wurzel  von  p  sein  soll, ..r  ein  Vielfaches 
von  ji9  —  1.     Daher  und  weil  j)  prim   zu  j)  —  1    ist,  muss  x 

von  der  Form 

X  =■  p'J  {p  —  1) 

sein,  wo  1/  <  oder  =  A  —   1  ist. 

Nun  ist  die  Zahl  g^'~^  —  1  nach  dem  Fermat'schen  »Satze 
jederzeit  dui'ch  p,  möglicherweise  aber  auch  durch  eine  höhere 
als  die  erste  Potenz  von  p  theilbar.     Es  sei  p^^"  die   höchste 
in  (j''~^  —  1   aufgehende  Potenz  von  p,  also 
^P-i  =  1  -I-  Jcjj^+c^ 

so  erhalten  wir  durch  Erhebung  auf  die  jj/*'  Potenz 

^(;>-i)/'    =  1  4-  k.p'^^ 


,ji,.-\)v'J  ^  1  -[-/r^^j^HH-' 
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wo  Ji\,  Ä'2,  .  .  .,  A'y+i  ganze  Zahlen  bedeuten.  Daraus  folgt, 
wenn  c  -{-  y  -{-  1  =  X  angenommen  wird , 

^(y-i);'^-'-"_l  (mod.y), 

d,  h.  der  Exponent,  zu  welchem  g  für  den  Modul  p''  gehört, 
ist  (p  —  1) p^~^~''.  Wenn  also  e  =  0  ist,  so  gehört  g  zum 
Exponenten  (p —  l)p^~^  =  q){p^)-^  wenn  aber  e  von  0  ver- 
schieden ist,  so  gehört  g  zu  einem  Exponenten,  der  kleiner 
als  (fip"')  ist.  Im  ersteren  Falle  ist  daher  g  primitive  Wur- 
zel von  p^j  im  zweiten  Falle  nicht. 

Lehrsatz  III.     Die  Zahl  p^  besitzt 

(p(p{i/)  =3  (p{{p  —  i)y-ij  =  (p{p  —  1)  (poy-^) 

primitive  Wurzeln. 

Beweis.  Es  sei  g  eine  von  den  (p(p)  —  1)  primitiven  Wur- 
zeln von  p,  so  wird  die  Zahl  a  =  g  -\-  kp ,  in  der  k  eine  ganze 
Zahl  bezeichnet,  gleichfalls  j^rimitive  Wurzel  von  p  sein,  a 
wird  nach  dem  Satz  II  auch  primitive  Wurzel  von  j/  sein, 
wenn  Je  so  gewählt  wird,  dass  der  Ausdruck  a^~^  —  1  nicht 
durch  pl^  theilbar  sei.     Es  ist  aber 

aP-^  —  l  =  {g  -\-  l-py-^  —  1 

wo  R  eine  Summe  von  Gliedern  bezeichnet,  von  denen  jedes 
durch  2>^   theilbar   ist.     Damit  nun   a^'~^  —  1    nicht    durch    p^ 

flP— 1  _  1 
theilbar  sei,  darf 1-  {p  —  V)  gP~^lc,  welche  Zahl  wir 

Ir 

der  Kürze  halber  A  nennen  wollen ,  nicht  durch  p  theil- 
bar sein. 

Die   Zahl   A   besteht   aus   zwei  Theilen;   der   erste   Theil 

(1^'-^  —  1 

■ kann  durch  p  theilbar  sein;  dann  ist  A  durch  p  nicht 

theilbar,  wenn  der  zweite  Theil,  d.  i.  {p  —  X)  gP^^h  es  nicht 
ist,  oder,  da  Q>  —  1)  und  g  prim  zu  p  sind,  wenn  h  durch  p 
nicht  theilbar  ist.     Ertheilt  man  also  in  dem  Ausdruck 

a  =  g  -{-hp 

h  solche  Werthe,  die  durch  p  nicht  theilbar  sind,  so  stellt 
derselbe  nur  primitive  Wurzeln  von  p^  dar.  Will  man  nur 
die  primitiven  Wurzeln  erhalten,  die  für  den  Modul  p^-  incon- 
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;_;ruent  sind^  so  hat  luaii  /.•  die  <p{^p^'~^)  Werthe  beizulegen,  die 
prim  zu  p  und  nicht  grösser  als  p'~^  sind.  Auf  diese  Weise 
erhält  man  daher  (pip'^^)  primitive  Wurzeln  von  p^. 

Wc'im   der   erste  Theil    von  A,   d.  i.  ~ nicht  durch 

P 

p  theilbar  ist,  sondern  den  kleinsten  Rest  «  für  p  als  Modul 
hat,  so  ist 

A^Eia-l-  (p  —  \)(j^^h  —  a  —  (f'-^h  (mod.  p) , 
und  da  A  und 

Ag  ^  ag  —  Ic  (mod.  p) 

gleichzeitig  durch  p  theilbar  sind,  so  sehen  wir,  dass  A  durch 
p  nicht  theilbar  sein  wird,  wenn  ag  —  Ic  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Rest  für  den  Modul  p  hat,  d.  h.  wenn 

Ic  ==  ag  -{-  h 
angenommen   wird,   wo  /a  jede  Zahl   sein    kann,    die  prim  zu 
p  ist.     Für  jeden   solchen   Werth   von  h   stellt    der    Ausdruck 

a  =  g  -\-  Ip 

eine  primitive  Wurzel  von  j/  dar.  Will  mau  nur  die  für 
den  Modul  2>^-  incongruenten  })rimitiven  Wurzeln  von  ^/  nehmen, 
so  darf  man  h  nur  die  cp(j)^~^)  Werthe  beilegen,  die  prim  zu 
])  und  nicht  grösser  als  j/""^  sind.  In  jedem  Falle,  A  mag 
durch  p  theilbar  sein  oder  nicht,  liefert  also  jede  primitive 
Wurzel  g  von  ^)  uns  (p{2^^~^)  primitive  Wurzeln  von  p''. 

Dass  die  primitiven  Wurzeln  von  2^^}  welche  aus  einer 
und  derselben  primitiven  Wurzel  g  von  ])  entstanden  sind,  von 
einander  verschieden  seien,  geht  aus  ihrer  Bildungsweise  un- 
mittelbar hervor.  Es  kann  aber  auch  keine  der  jirimitiven 
Wurzeln  von  p^-,  die  einer  primitiven  Wurzel  g  von  2^  nach 
dem  Modul  j)  eongruent  ist,  zusammenfallen  mit  einer  primi- 
tiven Wurzel  von  p^,  die  einer  zweiten  primitiven  Wurzel  r/j 
von  j)  nach  dem  Modul  2>  eongruent  ist;    denn  die  Cougruenz 

würde 

g  -\-kp=  //i  -f  Jc^p  (mod.  j|)) 
oder 

ff  =  9i  (mod.  p) 

nach    sich    ziehen,    und   dies    widerspricht    der   Voraussetzung, 
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da  g ,   r/j    als    incongruente    primitive   Wurzeln    vou  p  voraus- 
gesetzt werden. 

Da  nun  die  Zahl  p  nach  dem  Früheren  (p{p  —  1)  primi- 
tive Wurzeln  besitzt,  da  ferner  jede  derselben  (p{p^'~^)  primi- 
tive Wurzeln  von  p^-  liefert,  die  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind,  und  da  endlich  p^  nach  Satz  I  keine  primitive 
Wurzel  besitzt,  die  nicht  auch  primitive  Wurzel  von  p  (resp. 
einer  primitiven  Wurzel  von  p  congruent)  wäre,  so  ersehen 
wir,  dass  es  für  die  Zahl  jp^  als  Modul 

primitive  Wurzeln  giebt. 

§  64.  Ermittlung  der  primitiven  Wurzeln  der  Po- 
tenzen einer  ungeraden  Primzahl.  —  Die  Schlüsse,  welche 
zum  Beweise  des  vorhergehenden  Satzes  dienten,  liefern  uns 
auch  ein  Mittel,  aus  einer  primitiven  Wurzel  g  von  p  die  zu- 
gehörigen fp{xi^~^)  primitiven  Wurzeln  von  p'  zu  berechnen. 
Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiel  zeigen. 

Aufgabe.  Aus  den  primitiven  Wurzeln  2,  6,  7,  8  von  11 
die  primitiven  Wurzeln  von   11^=  121  zu  berechnen. 

Auflösung.     Um   zunächst  die   primitiven   Wurzeln  von 

121    zu   finden,    welche   e^  2  (mod.  11)   sind,    bilden   wir   den 

Ausdruck 

2*"  —  1         1024  —  1  _  Qo 

~~[r~  —  ~^i         ^"^  ■ 

Da  diese  Zahl  ^=  5  (mod.  11)  ist,  so  haben  wir 

/,  =  5  .  2  +  h 
zu  setzen  und  h  jeden  Werth  beizulegen,  der  prim  zu  11  ist. 
Für  jeden  dieser  Werthe  wird 

a  =  2  +  (10  +  /i)  11  =  112  +  Wh 
eine  primitive  Wurzel  von  121.  Prim  zu  11  und  kleiner  als  11 
sind  die  10  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .,  10,  die  wir  durch  die  con- 
gruenten  Zahlen  —  10,  — 9,  ...,  —  1  ersetzen.  Auf  diese 
Weise  erhalten  wir  die  10  primitiven  Wurzeln  2,  13,  24,  35, 
4(i,  57,  GS,  79,  90,  101. 
Zweitens  ist  wegen 

^''^-  —  5496925  =  5  (mod.  11) 
/c  =  5  .  G  -f  A  =  30  +  h 
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uud 

a=C^  -\-  (80  -f  //)  1 1  =  33G  +  1 1  // 

zu  setzen,   und   dieser  Ausdruck    liefei-t   für   die  incongruenten 
Werthe  von  h 

—  30,  -  29,  —  28,  ...  —  23,  -  21,  -  20 
(^ —  22  muss  fehlen) 

die  10  primitiven  Wurzeln 

6,  17,  28,  39,  50,  Gl,  72,  83,  105,  110. 
Drittens  ist  wegen 

'^''^^  =  25679568  =  2  (mod.  11) 

A:  =  2  .  7  +  A=  14  +  /< 
und 

a=  7  +  (14  +  //)  11  =  101  +  nh 

zu  setzen,  und  man  erhält  für 

Ä  =  -  14,  -  13,  -  12,   -  10,  -  9,  .  .  .,  -  4 

die   10  primitiven  Wurzeln 

^   7,  18,  29,  51,  02,  7.3,  84,  95,  100,  117. 
Endlich  ist  wegen 

^tJ  =  97612893  =  4  (mod.  11) 

/,:  =  4  .  8  +  /i  =  32  +  h 
und 

a  =  8  +  (32  +  A)  1 1  =  ."iOO  +  1 1  A 

zu  setzen,  und  mau  erhält  für 

h  =  —  32,  —  31,  —  30,  .  .  . ,  -  23 
die  10  primitiven  Wurzeln 

8,  19,  30,  41,  52,  03,  74,  85,  96,  107  . 
§    65.      Primitive    Wurzeln    des    Doppelten    einer 
Potenz   einer   ungeraden    Primzahl.    —    Lehrsatz.     Eine 
ungerade  Zahl   a  gehört  für  jeden  der  beiden  Moduln 
|)^,  2p'-  zu  demselben  Exponenten. 

Beweis.  Wird  der  Exponent,  zu  welchem  a  für  2^  gehört, 
mit  t,  derjenige,  zu  welchem  n  für  2}/  gehört,  mit  t'  bezeich- 
net, so  ist  zunächst 

a'         \  (ruod. ;/) . 
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Nun   ist  aber  -a,  also  auch  a'  ungerade,  d.  h. 

a'  =  1  (mod.  2) , 
und  da  p^  prim  zu  2  ist ,  auch 

rt'  ^:e  1  (mod.  2  p^). 
t  muss  daher  ein  Vielfaches  von  t',  d.  i.  von  dem  Exponenten 
sein,  zu  welchem  a  für  den  Modul  2p^  gehört. 
Aus  der  Annahme 

a^  ^  1  (mod.  2  p^) 
folgt  aber  auch 

a'  ^— ^  1  (mod.jr/j, 

und  diese  Congruenz  lehrt,  dass  t'  ein  Vielfaches  von  t,  d.  i. 
von.  dem  Exponenten  sein  muss,  zu  welchem  a  für  den  Modul 
p^  gehört. 

Es  ist  daher  t  =  t' ,  wie  zu  beweisen  war. 

Da  nun  95 (2 j)^)  =  9? (2)  g)(|)^)  =  (p(jp^)  ist,  so  sehen  wir, 
dass  jede  ungerade  primitive  Wurzel  von  p^  auch  primitive 
Wurzel  von  2p'^  sein  wird.  Jede  gerade  primitive  Wurzel  von 
])^  giebt,  wenn  wir  sie,  um  sie  zu  einer  ungeraden  Zahl  zu 
machen,  um  p^  vergrössern,  gleichfalls  eine  primitive  Wurzel 
von  2p^,  so  dafs  für  den  Modul  2i/  sich  ebenso  viele  primi- 
tive Wurzeln,  wie  für  den  Modul  p^  ergeben. 

Beispiel.  242  hat  mit  121  die  21  ungeraden  primitiven 
Wurzeln  7,  13,  17,  19,  29,  35,  39,  41,  51,  57,  ßl,  63,  73,  79, 
83,  85,  95,  101,  105,  107,  117  gemeinschaftlich.  Die  19  ge- 
raden primitiven  Wurzeln  von  121  liefern,  wenn  jede  um  121 
vergrössert  wird,  die  19  letzten  primitiven  Wurzeln  von  242, 
nämlich       123,  127,  129,  139,  145,  149,  151,  1G7, 

171,  173,   183,  189,  193,  195,  205,  211,  217,  227,  237. 

§  G6.  Vertheilung  der  Zahlen,  welche  prim  zum 
Modul  p'  oder  2p^  sind,  unter  die  Divisoren  von  (p(p^) 
oder  g)(2p^)  als  Exponenten.  —  Wir  können  jetzt  die  in 
§  61  angeregte  Frage  wieder  aufnehmen  und  in  aller  »Strenge 
beweisen,  was  sich  nach  den  dort  gegebenen  Beispielen  schon 
vermuthen  Hess,  dass  diejenigen  zusammengesetzten  Zahlen, 
welche  primitive  Wurzeln  besitzen,  sich  auch  hinsichtlich  der 
Vertheilung  der  in  Betracht  kommenden  Zahlen  unter  die 
verschiedenen    in    Betracht    kommenden    Divisoren    als    Expo- 
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neiiten  ^enau  wie  Primzahlen  verlialten.  Wir  kcMinen  näm- 
lich  die  folf^enden  Sätze  beweisen: 

Lehrsatz  I.  Jede  Potenz  ^*  einer  primitiven  Wur- 
zel y  von  ji)^-  oder  2^)^-  ist  gleichfalls  primitive  Wur- 
zel dieses  Moduls,  wofern  ihr  Exponent  /.•  prini  zu 
2/~Up  —  1)  ist. 

Beweis.  Wir  nehmen  an,  </^  geh()re  für  den  Modul  j)^ 
oder  2]/  zu  einem  Exponenten  t,  und  beweisen,  dass 

sein  muss.  Da  y''' ^  1  (mod.2>^  oder  2}j^)  sein  soll,  so  muss 
kt  ein  Vielfaches  \on  p^~^  {j) —  1)  sein,  also,  weil  k  prim  zu 
2)^~^  (j> —  1)  ist,  t  ein  Vielfaches  dieser  Zahl,  t  soll  aber  die 
kleinste  Zahl   sein,  welche  den  Rest  1   liefert;  es  ist  daher 

t  =  i/-U,p~  1), 
d.  h.  r/   primitive  Wurzel   von  ^/  oder  2p^-. 

Zusatz.     Jeder  der  Moduln  p^,  2^)''  besitzt 

(p[f-Up  -    IjJ  =<pfpip^) 
primitive  Wurzeln. 

Lehrsatz  IL  Jede  Potenz  y''  einer  primitiven  Wur- 
zel y,  deren  Exponent  k  mit^^~^(j)  —  1)  einen  grössten 
gemeinschaftlichen   Divisor  d  hat,   gehört   zum  Ex]io- 

/-i  (p  _  1) 

nenten  ' 

(l 

Beweis.     Es   sei  /•  =  dh'  und  p^~^(j)  —  1)  =  f?2>',  wo  k' 

und  j>'    relative    Primzahlen    bezeichnen,    so   folgt,    wenn    der 

Exponent,  zu  welchem  g'^  gehört,  wieder  mit  /  bezeichnet  wird, 

aus  der  Congruenz 

g'"  :^-  1  (mod.  p"^  oder  2  j>^) , 

dass  kf=dk't  ein  Vielfaches  von  2^^'~^{p —  1)  ='b^'}  ^^^o 
k' t  ein  Vielfaches  von  2>'  und,  da  k'  prim  zu  p'  ist,  t  ein  Viel- 
faches von  j/  sein  wird.  Da  nun  t  den  kleinsten  der  zuläs- 
sigen Werthe  haben  muss,  so  ist 

j/~^  tp 1) 

anzunehmen,  d.  h.  r/   gehört  zum   Exponenten  . 

Anmerkung.  Mittcds  dieses  Satzes  ist  es  leicht,  sämmt- 
liche  Zahlen,  die  prim  zum  Modul  p)'  oder  2j[)^  sind,  unter  die 
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Divisoren  von  p^~^  (/;  —  1)  als  Exponenten  zu  vertheilen,  so- 
bald man  sie  als  Potenzen  einer  primitiven  Wurzel  des  Moduls 
dargestellt  hat. 

Lehrsatz  III.  Zu  jedem  Divisor  n  von  p^~^  {.P  —  1^) 
gehören  (p{ii)  Zahlen. 

Beweis.  Zu  n  als  Exponenten  gehört  jede  Potenz  g^  einer 
primitiven  Wurzel  g^  deren  Exponent  h  mit  p^~^  {p  —  1)  den 

grössten  oremeinschaftlichen  Divisor  ^^ — -=ahat.   Alle 

diese  Exponenten  h  sind-  Glieder  der  Reihe 

a,  2a,  3a,  .  .  .,  na  =  j^/~^  (^^  —  1) , 
aus  welcher  wir,  um  die  Zahlen  übrig  zu  behalten,  welche  mit 
p^—^  (l>  —  1)     keinen    Divisor    ausser    a    gemein    haben ,     die 
Zahlen   nia  fortzulassen   haben,   für  welche   m   nicht  prim  zu 

P \P ==  fi  ist.     Es  bleiben  also  nur  die  Glieder  ma  zu- 

a 

rück,  bei  denen  m  prim  zu  n  und  nicht  grösser  als  n  ist,  und 
da  die  Anzahl  dieser  Glieder  (p{n)  ist,  so  gehören  zum  Divi- 
sor n  als  Exponenten  (p(n)  Zahlen. 

§  07.     Auflösung  der  Congruenz 

aic"  E^  h  (mod.  |/  oder  2p'-)  . 
Ist  g  eine  primitive  Wurzel  von  p^  oder  22^^,  so  sind  die  Reste 
der  Potenzen 

sämmtlich  von  einander  verschieden,  stimmen  also  in  irgend 
einer  Reihenfolge  mit  den  Zahlen  überein,  welche  prim  zum 
Modul  und  nicht  grösser  als  derselbe  sind.  Jede  dieser  Zahlen 
kann  daher  durch  eine  Potenz  von  g  ersetzt  werden,  und  den 
Exponenten  dieser  Potenz  nennen  wir  wieder  den  Index  der 
Zahl.     Wenn  also 

a^  g"  (mod.  ^)^  oder  2p''-) 
ist,  so  schreiben  wir 

Ind.  a^  e  [mod.  ^)^~"'  (?)  —  1)| . 
Hat  man   nun  wie   für  die  Primzahlmoduln,    so  auch  für  die 
Moduln  p'-    und    2p^  Indextafeln    berechnet,    so   ist    man    im 
Stande,  die  binomische  Congruenz 

aa?»  ^  b  (mod.  p^  oder  2p'-) 

Wertheim,  Zahlentheorie.  10 
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mit  Leichtigkeit  aufzulösen.     Mau  erhält  zunächst 

Ind.  a  -{-  n  Ind.  x  eee  Ind.  h  (mod.p^-^  [p  —  IJ); 
diese   Cougruenz   bestimmt   Ind.  x,  und   es   liefern    sodann    die 
Tafeln  den  Werth,  resp.  die  Werthe  von  x. 

Beispiel.     Es  sei  die  Congruenz  » 

3a;'  iZE  8  (mod.  25) 
zu  lösen.     Man  erhält 

Ind.  3  +  7  Ind.  x  —  Ind.  8  (mod.  20) , 
d.  h.  nach  Tabelle  I  des  Anhangs 

7  +  7  Ind.  x  =  3  (mod.  20) , 
7  Ind.  a;=-^  4  (mod.  20). 
Diese  Congruenz  ersten  Grades  hat  die  Wurzel 
Ind.  xeeeS  (mod.  20), 
und  dann  ist  nach  Tabelle  II  des  Anhangs 
X  ^=^  6  (mod.  25)  . 
Aufgaben.     (Die  Antworten  daneben  eingeklammert.) 

1.  3a;^  EEEE  47  (mod.  50)     [+    7] 

2.  lx^=    1  (mod.    9)     1+    4] 

3.  4x^  =    1  (mod.  27)     [+  13] 

4.  Ux'^    9  (mod.  98)     [+    3] 

5.  5x^  ~.  19  (mod.  98)     [9;  i5;  25] 

6.  'dx^  ~  17  (mod.  22)     [7] 

7.  lx'=    9  (mod.  10)     [3] 

8.  3a;*+  1  =0(mod.  14)    [+5]. 

9.   Welche  Zahlen  endigen,   auf's   Quadrat  erhoben,   im 

Siebener  System  auf  11? 

x^  -.  8  (mod.  49j     [+  20] . 
Also   die  Zahlen    +  20  +  49/.',   wo  ]i  jede   ganze   Zahl 

sein  kann. 

10.  7a;'"  — 29  (mod.  121)    [+ 2,  +  6,  +  18, +41, +54] 

11.  {x  —  bf  =  (a;  +  5)»  (mod.  19)     [+  13] 

12.  49a;'  =    3  (mod.  94)     [3] 

13.  5a;«  ^  41  (mod.  54)     [7;  25;  43] . 
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§  68.  Der  Modul  2^  -  Für  den  Modul  2^  =  4  ist  3 
eine  primitive  Wurzel.  Für  den  Modul  2^,  in  welchem  x  >  2 
ist,  giebt  es  aber,  wie  wir  in  §  62  gesehen  haben,  keine  zum 
Exponenten  q)(2'')  =  2"""^  gehörende  Zahl,  d.  h.  keine  primi- 
tive Wurzel,  da,  wenn  a  eine  beliebige  ungerade  Zahl  be- 
zeichnet, schon  die  Potenz  a'^""  ^  1  (mod.  2")  ist.  Die 
Zahlen,  welche  prim  zum  Modul  2"  sind,  d.  b.  die  ungeraden 
Zahlen 

(1)  1,  3,  5,  ...,  2^^-  l 
vertheilen  sich  also  unter  die  Exponenten 

(2)  1,  2,  2-^  ...,  2^^-% 

und  wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  diese  Vertheilung  erfolgt. 

Zum  Exponenten  1  gehört  nur  die  Zahl  1.  Jede  andere 
Zahl  der  Reihe  (1)  kann  durch  die  Formel 

a  =  2"+''  k  ±  1 
ausgedrückt  werden,  wo  w  ^  0  und  k  ungerade  ist.     Soll  nun 
a  zum  Exponenten  2  gehören,  so  muss 

a^  =  1  (mod.  2") 
sein.     Es  ist  aber 

«2  _  2«+3  Ä-i  +  1 , 

wo  Ä/j  eine  ungerade  Zahl  bezeichnet,  und  damit  a^,  durch  2" 
dividirt,  den  Rest  1  gebe,  muss  w  +  3>x  sein.  Ist  erstens 
n  -\-  3  =  ic,  also  rt  -\-  2  ==  %  —  1,  so  haben  wir,  damit  die 
Zahl  a  =  2"-^  k  +  1  kleiner  als  2''  sei,  k  =  \  anzunehmen. 
Es  gehören  also  zunächst  die  beiden  Zahlen  2^~'^  -f-  1,  2"^^  —  1 
zum  Exponenten  2.     Ist  zweitens 

w  +  3  >  ;c ,  also  m  -f-  2  >  Jt  —  1 , 
so  muss  man,  da  a  <  2**  sein  soll,  n  -\-  2  =  yt  und  k  =  \  an- 
nehmen, auch  das  Zeichen  +  durch  —  ersetzen.  Auf  diese 
Weise  erhalten  wir  eine  dritte  zum  Exponenten  2  gehörende 
Zahl ,  nämlich  2"  —  1.  Es  gehören  also  für  den  Modul  2^^ 
zum  Exponenten  2  die  drei  Zahlen 

2''-»  —  1 ,     2"-"^  +  1 ,     2''  -  1 . 
Um  weiter  allgemein  die  Zahlen  zu  bestimmen,  die  zum 
Exponenten  2',  wo  ^  >  1  sein  soll,  gehören,  bilden  wir  aus 

a  =  2"+2  /.•  +  1 

10* 
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die  Reihe  der  Gleichungen 

rt-   =  2"+^     l\  4-  1 , 
n''  =  2"+'     Je,  +  1 , 


n''  =  2"+2+'  7.-,  +  1 , 

in  denen  k,  h\j  /.g,  ...,  /.<  ungerade  Zahlen  bezeichnen.  Soll 
nun  a  für  den  Modul  2"  zum  Exponenten  2'  gehören,  so  muss 
wegen  der  letzten  Formel 

w-f  2  4-  t>_K 
sein ,  also 

n-\-2>'K  —  t. 

Wäre  aber  n  -\-  2  ^  %  —  t ,  etwa  n  -\-  2  =  x  —  t  -\-  n ,  so 
würde 

«2'-"  =  2"+^+'-"  Jü^u  +  1  =  2- /.-,_„  +  1 

sein,  d.  h.  schon  die  (2'"")**'  Potenz  von  a  würde  für  den  Modul 
2"  den  Rest   1    liefern.     Es    ist    daher   n  -\-  2  =  x  —  t   anzu- 
nehmen,  d.   h.   zum  Exponenten  2'  gehören  für  den  Modul  2" 
alle  Zahlen  von  der  Form  2''~'Ji  +1,  wo  Je  solche  ungeraden 
Werthe  beizulegen  sind,   dass   die   resultirenden  Zahlen   unter 
2"  liegen.     Diese  Wertlie  von  Je  sind  oifenbar 
1,  3,  5,  ...,  2'-  1. 
Zu  dem  Exponenten  2'  gehören  also  die  2'  Zahlen 
2"'-'  ±  1,  2'-'  .3  +  1,  2*^-' .  5  +  1,  . .  . ,  2"-' .  (2'  —  1)  +  1 . 

Beispiel.     Für  den  Modul  2^  =  32  ergiebt  sich  sofort  die 
Tabelle 


Zum 

Kxponoiiteii 

gehöron  die  Zahlen 

1 

1 

2 

IT), 

17, 

31 

4 

■     7, 

0, 

2:5,    2r. 

8 

.•{, 

5, 

11,    i;5,     i'.K    21 

27,      20 


Von  besonderem  Interesse  sind  die  Zahlen ,  die  zum 
höchsten  in  Betracht  kommenden  Exponenten ,  zu  2''~-  ge- 
hören. Wenn  der  Modul  2"  =  8  ist,  so  gehören  die  Zahlen 
3,  ^,  7  zum  Exponenten  2"--  -■=  2 . 
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Ist  X  >  3,    so    gehöreu    nach    dem   Früheren  zum   Expo- 
nenten 2'^~^  die  Zahlen 

2^  +  1,    2^3  4:l,     2^5  +  1,...,     2'^  (2>^-^  -  1)  +  1 , 

also  alle  Werthe,  welche  der  Ausdruck 

annimmt,  wenn  mnii  h  die  Werthe  1,  3,  5,  .  .  .,  2''^~^  —  1  bei- 
legt.    Wird  /j  =  2/i'  +  1   gesetzt,  so  wird 

a  =  4(2/:'+  1)  +  l, 
also  entweder 

8k' -\- 6     oder     87/ +  3, 

und  um  alle  zum  Exponenten  2''~^  gehörenden  Zahlen  zu  er- 
halten, haben  wir  in  jeder  dieser  beiden  Formen  h'  die  Werthe 
0,  1,  2,  . .  .,  2'^-3  —  1  zu  ertheilen. 

Nun    zerfallen    die    unter    2"-    liegenden    2''~^    ungeraden 
Zahlen  nach  den  Resten,   die  sie  für  den  Modul  8  liefern,  in 

4  Klassen   von  je  — —  =  2^~^  Zahlen,  in  Zahlen  der  Formen 

8/;  4~  Ij  8k  +  3,  8A;  -f-  5,  8A:  -j-  7,  und  da  zum  Exponenten 
2^—2  gerade  2''~^  Zahlen  jeder  der  beiden  Formen  81c  -\-  3, 
8k -\- 5  gehören,  so  sehen  wir,  dass  alle  Zahlen  8Z; -|- 3, 
8^* -|-  5  und  nur  diese  zu  2^~^  als  Exponenten  gehören. 

Es  sei  jetzt  a  eine  Zahl  von   der  Form  8ki  -f~  3,    so  er- 
hält man  leicht  die  Formeln 

a  =8/^1  +  3,     a^  =  8k.,  +  1, 
«^5  =  8/.y  +  3,     a*  =  8/.-,  -f  1, 


z— 2 


wo  /.•, ,  k.^,  .  .  .,  /."  X— 2  ganze  Zahlen  bedeuten.  Alle  diese  Poten- 
zen von  a  sind,  da  a  zum  Exponenten  2*^"'^  gehört,  iucon- 
gruent,  und  da  es  zwischen  1  und  2''-  überhaupt  nur  je  2*^""^ 
Zahlen  jeder  der  Formen  8/c  +  1>  8/.;  -|-  3  giebt,  so  lässt  sich 
jede  diesem  Intervall  angehörende  Zahl  8k  -}-  1  oder  87t  -f-  3 
als  Potenz  von  a  darstellen.  Aendert  man  die  Zeichen  der 
Zahlen  87i;  +  1>  87»;  -|~  3  oder  nimmt  (was  dasselbe  ist)  die 
Ergänzungen  derselben  zum  Modul,  so  erhält  man  auch  alle 
Zahlen  87j+  7,  87; -f  5. 
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Ebenso  kann  man  alle  Zahlen  der  Formen  8/<;  -|-  1, 
Sk  -j-  5  als  Potenzen  der  Zahl  a  =  Sk  -f-  5  darstellen,  und 
die  Ergänzungen  dieser  Zalilen  zum  Modul  sind  die  Zahlen  der 
Formen  Sic -\-  1 ,  87c -f  8. 

Es  lässt  sich  somit  jede  ungerade  Zahl,  die  kleiner  als 
der  Modul  2"  ist,  durch  eine  mit  dem  Zeichen  -j-  oder  —  ge- 
nommene Potenz  einer  Zahl  einer  der  beiden  Formen  8^  -f-  3, 
SÄ;  +  5  ersetzen. 

§  09.     Auflösung  der  binomischen  Congruenz 

ax"  -^  b  (mod.  2") . 

Gehört  die  Zahl  a  für  den  Modul  2"  zum  Exponenten  /,  so 
denken  wir  uns  die  gegebene  Congruenz  mit  a'~^  multiplicirt 
und  erhalten,  da  a' z^  1  ist, 

a;«  =  a'-i  6  (mod.  2") . 

Wir  haben  uns  also  nur  mit  der  Congruenz 

X"  ^a  (mod.  2") 

zu  beschäftigen.     Um  diese  aufzulösen,  nehmen  wir  eine  zum 

Exponenten   2''~^  gehörende   Zahl,   am   einfachsten  3    oder  5, 

und  schreiben  die  Reste  einer  der  Reihen 

(1)  3,  32,  3^  .  . . ,  32'-' 

(2)  5,  5^5^...,5^''-^ 

gleichgiltig  welcher,  hin.  Die  Reste  von  (1)  geben  alle  dem 
in  Rede  stehenden  Intervall  angehörigen  Zahlen  der  Formen 
Sh  -\-  1,  HIc  -f-  3  und,  mit  dem  Zeichen  —  versehen,  auch  die 
Zahlen  8/^  +  7,  8/c  -f  5.  Aelmliches  gilt  von  der  Reihe  (2). 
Wir  können  also  jede  Zahl  8/j  +  1,  8Z;  +  3,  —  (SA- +  5), 
—  (ßh  -\-  7)  durch  eine  congruente  Potenz  von  3  ersetzen  und 
den  Exponenten  dieser  Potenz  als  Index  der  Zahl  (für  den 
Modul  2*^"^)  ansehen  und  behandeln. 

In  die  Indextafeln  sind  die  Potenzreste  von  3  für  die 
Potenzen  von  2,  soweit  diese  unter  100  liegen,  mit  auf- 
genommen. 

Beispiele.      1)  a;^  r^  25  (mod.  32), 

2  Ind.  a;  iz:    6  (mod.    8), 

Ind.  X  3  (mod.    4) , 
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Ind.  o;  ^    3,   7  (mod.  8), 

^  =  +  5;  +11  (»nod.  32). 

2)  Die  Congruenz      x'  ^^  b  (raod.  32) 

ersetzen  wir  zunächst  durch 

—  x'^EEE  —  b  (mod.  32) , 
d.  i. 

(—  xy  =  21  (mod.  32), 

und  erhalten  der  Reihe  nach 

7Ind.  (— a;)=    3  (mod.  8), 

Ind.  (-0:)=    5  (mod.  8), 

—  o;  =  19  =  —  13  (mod.  32) , 

a;  =  13  (mod.  32) . 

3)  x^  =  13  (mod.  64)     • 
ist  unmöglich. 

4)  3x^  =  31  (mod.  64) 

multipliciren  wir  mit  3^^  ^  43  und  erhalten,  da 

31  .  43  =  1333  =  53  (mod.  64) 
ist, 

x^  =  53  (mod.  64) 

und  weiter  der  Reihe  nach 

(—  xf  =  n  (mod.  64), 

5  .  Ind.  (— a;)  :  -    7  (mod.  16), 

Ind.  (-  x)'^=\l  (mod.  16) , 

—  a;  =  59  =  —  5  (mod.  64) , 

ic  ^e:    5  (mod.  04)  . 

§  70.  Die  binomische  Congruenz  im  Falle  eines 
beliebig  zusammengesetzten  Moduls.  —  Wir  sind  jetzt 
im  Stande,  die  Congruenz 

aa;"  ^  b  (mod.  m) 
für  einen  beliebig  zusammengesetzten  Modul  zu  behandeln.   Ist 

m  =  2"  p^  g"  .  .  . , 
wo  p,  q,  ...  vmgerade   Primzahlen,   x,  A,  jt,  ...   ganze  j)osi- 
tive  Zahlen  bezeichnen,   so   muss    der  Ausdruck  ax'*  —  &,   da 
er  durch  m  theilbar  sein  soll,   durch  jede   der  Grössen  2",  //, 
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qt^,  .  .  .  theilbar  sein,  d.  h.  die  vorgelegte  Congruenz  zieht  die 
tblgeuden  nach  sich: 

ax"       b  (uiod.  2"), 

ax^  ^E  b  (niod.^?^), 

Wenn  eine  dieser  Congruenzen  unmöglich  ist,  so  ist  auch 
die  vorgelegte  unmöglich.  Bezeichnet  dagegen  x^  eine  Wur- 
zel der  ersten,  X2  eine  Wurzel  der  zweiten  Congruenz,  u.  s.  w., 
so  wird  jede  Zahl  X,  welche  den  Bedingungen 

X^  Xj  (mod.  2")  ,         X^e:  X2  (mod.  p^)  ^ .  .  . 
genügt,  eine  Wurzel  der  vorgelegten  Congruenz  sein. 
Beispiele.     1)  Die  Congruenz 

x^  =  19  (mod.  800) 
zieht  die  beiden  folgenden  nach  sich: 

(1)  ic3=l9(mod.  32), 

(2)  ic^^  19  (mod.  25), 

von  denen  die  erste  die  Wurzel  11,  die  zweite  die  Wurzel  14 
hat.     Wir  haben  also 

X  —  1 1  (mod.  32)     und      X  =  14  (mod.  25) , 
d.  h. 

11  +  32h  =  14  -}-2öv 

zu  setzen  und  erhalten 

7  M  =  3  (mod.  25)  , 

u^  4  (mod.  25) , 

X  =  11  +  32  (4  -f  25^)  =  139  (mod.  800)  . 

2)  Die  Congruenz 

5x^  =  101  (mod.  108) 

zieht  die  beiden  folgenden  nach  sich: 

(1)  öa^'-'i^lOl  (mod.    4), 

(2)  5a;2=  101  (mod.  27). 

Die  erstere  hat  die  beiden  Wurzeln  -J-  1 ,  die  zweite  die  bei- 
den Wurzeln  +  2.  Durch  Verbindung  jeder  Wurzel  der  ersten 
mit  jeder  Wurzel  der  zweiten  Congruenz  ergeben  sich  dem- 
nach vier  Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz,  nämlich 
+  25,  +29. 
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3)  Welche  Zahlen  genügen  gleichzeitig  den  beiden  Con- 
gruenzeu: 

bx^  rEE  19  (mod.  32) , 

3a;ö  =  35(mod.  61)? 
Die  erste   Congruenz,   mit  5''  ^  13  (mod.  32)  multiplicirt, 
geht  über  in 

x^  =  23  (mod.  32) 

und  hat  nur  die  eine  Wurzel  x  ^^  1  (mod,  32) . 

Die  zweite  Congruenz  hat  die  5  Wurzehi  2,  1,  18,  40, 
55.  Beiden  Congrueuzen  gleichzeitig  genügen  also  die  Zahlen 
7,  551,  711,  1031,  1543  +  1952/w 

§  71.     Die  Verwandlung  gemeiner  Brüche  in  Deci- 

malbrüche    (Gauss,    Disquisitiones,   312).  —  Ein  Bruch  — , 

in  welchem  m  prim  zu  n  und  <  n  vorausgesetzt  werden  darf, 
lässt  sich  bekanntlich  nur  dann  in  einen  endlichen  Decimal- 
bruch  verwandeln,  wenn  es  eine  durch  n  theilbare  Potenz  von 
10  giebt,  wenn  also  n  die  Form  2"  .  6^  hat,  wo  a ,  ß  ganze 
positive  Zahlen  sind ,  von  denen  jede  auch  Null  sein  kann. 
In  jedem  andern  Falle  setzt  sich  die  Reihe  der  Decimalstellen 
ins  Unendliche  fort. 

Ist  der  Nenner  ti  des  vorgelegten  Bruches  gleich  |j"  qf  •  •-, 
wo  jj,  q,  .  .  ■  ungleiche  Primzahlen,  «,  ß, .  .  ■  ganze  positive 
Zahlen  bezeichnen ,  so  können  wir  nach  dem  Frühereu  den 
Bruch  in  seine  Partialbrüche  mit  beziehungsweise  den  Nenaern 
P" }  q^ j  •  '  '  zerlegen  und  jeden  dieser  Partialbrüche  in  einen 
Decimalbruch  verwandeln.  Wir  wollen  daher  von  vorn  her- 
ein voraussetzen,  dass  der  Nenner  n  eine  Primzahl  p  oder  eine 
Potenz  einer  Primzahl  p"   sei. 

Dies  vorausgesetzt,  sei  e  der  Exponent,  zu  welchem  die 
Zahl  10  für  den  Modul  2>"  gehört,  so  sind  die  Reste  der 
Potenzen 

10,  10^  10-^,  ...,  10' -1,  10% 

für  den  Modul  jj"  genommen,  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden;  dasselbe  gilt  also  auch  von  den  Produkten 

10  .  m ,  10'' .  in ,  10''  .m,  .  .  . ,  10^ .  m , 

und  da   10'- i:^  1  (mod.jtj")  ist,   so  wird 
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10* .  m  =EE  m 
sein.     Es  ist  also   10*.  »w  die  erste  Zahl   dieser  Reihe,  welche 
bei    der  Division   durch  y   wieder   denselben  Rest   wie    ni  lie- 
fert.    Bei  der  Verwandluntj  von  —  in  einen  Decimalbruch  er- 

V 
hält  man  demnach  e  Decimalstellen ,  welche  in  unveränderter 
Reihenfolge  wiederkehren,  und  welche  man  die  Periode  des 
Bruches  nennt.  Die  Anzahl  der  Stellen  der  Periode  eines 
Bruches  ist  also  gleich  dem  Exponenten,  zu  welchem  die 
Zahl  10  für  den  Nenner  j^"  als  Modul  gehört;  sie  ist  somit 
vom  Zähler  ganz  unabhängig.  Da  z.  B.  10  ^  3  für  den  Modul 
7  zum  Exponenten  6  gehört,  so  besteht  die  Periode  jedes 
irreducibelen  Bruches  mit  dem  Nenner  7  aus  6  Ziffern. 

Hat  ein  Bruch  —  die  Periode  a,  a.,  .  .  .  a« ,  und  ist 

m  E^  yn  .  10'''  (mod.  n) , 
also 

m'  =  m  .  10''^  +  kn, 

wo  /.;  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

"L  =  ^  +  ^.lo^ 

n  n  ' 

d.  h.  die  Periode  von  —  ist  gleich  derjenigen  von  —  •  lO**  oder 
gleich  ttji-^-i  a^+2  .  . .  ttea^a^  .  .  .  a^ .  Wir  können  also ,  wenn 
die  Periode   eines  Bruches  —  berechnet  ist,  sofort  die  Periode 

jedes  anderen  Bruches  —  niederschreiben,  dessen  Zähler  dem 
Produkt  von  m  in  eine  Potenz  von  10  nach  dem  Modul  n 
congruent  ist.     So  hat  z.  B.         die  Periode  142857,  und  da 

2  =  1  .  lOS     3        1  .  10' ,     4  EEE  1  .  lOS     5  E=  1  .  10' 
und  6=1.  10-'  (mod.  7) 
ist ,  so  sind  die  Perioden  von    "       _  ,        ,    ,,  ,   y  beziehungs- 

WGISG 

285714,  428571,  ,571428,  714285,  857142. 

So  oft,  wie  in  diesem  Beispiel,  10  eine  primitive  Wurzel 
von  n  ist,  lässt  sich  jede  Zahl,  die  prim  zu  n  ist,  als  Potenz 
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von    10    darstellen;   folglich    kann    man    in    diesem   Falle    die 

Periode    jedes    irreducibelen    Bruches    —   aus    derjenigen    des 

Stammbruches  —  ohne  Rechnung  bilden.    Ist  dagegen  10  keine 

primitive  Wurzel  von  7i,  sondern  eine  zum  Exponenten  ^<i<p(n) 
gehörende  Zahl,  wo  dann  nach  dem  Früheren  fi  ein  Divisor 
von  ^^(n),  etwa,  <p{n)  =  ^^  ist,  so  lassen  sich  aus  der  Periode 

von  —  nur  die  Perioden  der  u  —  1  Brüche  entnehmen,  deren 

n 

Zähler  m^,  m^.  ..»,  >W/,_i  den  Potenzen  10,  10',  ...,  10'""^ 
für  den  Modul  n  congruent  sind.  Wir  haben  dann  die  Ent- 
wicklungen der  /u,  Brüche 

1        m,       m^  "*."-! 

\  )  n  '      n  ^       n  '      '  '  ' '         n     ' 

Berechnen  wir  jetzt  weiter  (durch  wirkliche  Division)  die 
Periode    eines    in    der    Reihe    (1)    nicht    enthaltenen   Bruches 

— ,  so  erhalten  wir  dadurch  zugleich  die  Perioden  der  ft  —  1 

Brüche,  deren  Zähler  w,',  w/, ...,  m'^<_i  beziehungsweise  den 
Produkten 

10  •  m,     10^  .  m\     W' .  m,   ...,    10"-^  .  m 
nach   dem  Modul  n   congruent  sind,    also   die  Entwicklungen 
der  fi  Brüche 

^"'^  n  '       w  '       w  '      '  '  * '         n 

In  derselben  Weise   haben    wir  weiter  mit  einem  Bruche 

m" 

n 

gelangen  dadurch  zu  einer  dritten,  vierten,  u.  s.  w.  Reihe  von 

Brüchen,  bis  endlich,  nachdem  wir  ^-^-  =  A    solcher   Reihen 

gebildet  haben ,  alle  echten  irreducibelen  Brüche  —  in  Deci- 
malbrüche  verwandelt  sind. 

Beispiel.     Für  den  Modul  13  gehört  10  zum  Exponenten 

6,  und  da  ^  =  2  ist,  so  vertheilen  sich  die  Brüche  mit  dem 
'  6 

Nenner  13  in  zwei  Reihen.     Es  ist  mod.  13 

10^  =  10,     10^  =  9,     10=»:^  12,     10*  — 3,     10^  ^4, 


zu  verfahren,  der  sich  weder  in  (1),  noch  in  (2)  vorfindet,  und 


1 

3 

4 

9 

10 

12 

i:^' 

13' 

13  ' 

13' 

13  ' 

13 

156  Sechstes  Kapitel, 

folglich  enthält  die  erste  Reihe  di»'  Brüche 

(1) 

und   da         die  Periode  07G023  hat,   so   haben   die   5  übrigen 

Brüche  der  Reihe  (1)  beziehungsweise  die  Perioden 

230769,     307692,     692307,     769230,     923076. 

2 
In  der  Reihe  (l)  kommt  der  Bruch     „,    der  die    Periode 

153846  hat,  nicht  vor;  nun  ist  mod.  13 

2.10^7,     2.10^  =  5,     2.10^=11, 
2  .  10^  =  6,     2  .  lO"^  E=  8 ; 
folglich  enthält  die  zweite  Reihe  die  Brüche 

2         5         G         7         8        11 
'-'^  13'      13'      13'      13'      13'      13' 

von  denen  die  fünf  letzten  beziehungsweise  die  Perioden 

384615,    461538,     538461,     615384,     846153 
haben.     (S.  auch  Gauss,  Bd.  II,  p.  412  ff.). 
§  72.     Vermischte  Aufgaben. 

1)  Eine  Zahl  liegt  zwischen  100  und  200.  Schreibt  man 
sie  im  Zahlensystem  mit  der  Grundzahl  Fünfzehn,  so  endet  sie 
mit  einer  Vier;  schreibt  man  sie  aber  im  System  mit  der  Grund- 
zahl Zwölf,  so  endet  sie  mit  einer  Zehn.     Welche  Zahl  ist  es? 

15a;  +  4  =  12»/  +  10 

15a;  =  6  (mod.  12),  u.  s.  w.  [154]. 

2)  Ein  mexikanischer  Peso  wird  getheilt  in  32  Cuartillas 
oder  auch  in  100  Centavos.  Wie  kann  nun  ein  Mexicaner 
einem  andern  einen  halben  Centavo  bezahlen? 

— ^  —  ij  =  2ÖX  ES  4  (mod.  8),  u.  s,  w. 

|Er  zahlt  4  Cuartillas  und  lässt  sich  12  Centavos  her- 
ausgeben]. 

1  '■»77 

3)  Den  Brucb  -'^,     in  Brüche  mit  den  Nennern  2,  5,  7,  9 
'  630 

r  1 

zu  zerlegen 


2    +    5    +    7    ^^    '.I 


4)   Welche  Zahlen  endigen  sowohl  im  Füulzehner-,  wie  im 
Zwölfer-System  auf  34? 
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34  im  Fünfzehner-System  ist  49  im  dekad.  System 
34    „    Zwölfer-  „  „    40    „  „  „       , 

also  liegen  die  beiden  Congruenzeu  vor 

a  =  49  (mod.  225) ,     a  =  40  (mod.  144) . 
Die    erste    liefert   a  =  49  -|-  225  a;,    und    bei    Einsetzung 
dieses  Werthes  geht  die  zweite  über  in 

49  +  225a;  =  40  (mod.  144) ,  u.  s.  w. 
[1624  -f-  3600  Tc,    wo    ä;  =  0   oder  jede    ganze    positive    Zahl 
sein  kann] . 

5)  Stellt  man  ein  Regiment,  das  noch  keine  3000  Mann 
beträgt,  zu  3,  4,  5  und  7  auf,  so  bleibt  keiner  übrig.  Würde 
man  es  aber  zu  9  und  11  Mann  aufstellen,  so  hätte  man  im 
ersten  Falle  3  Mann  zu  wenig,  im  zweiten  3  zu  viel.  Wie 
stark  ist  das  Regiment? 

[Die  beiden  Congruenzen 

420a;  =  —  3  (mod.  9) ,     420a;  =  3  (mod.  11) 
geben  für  die  gesuchte  Zahl  2940] . 

6)  Zwei  ganze  Zahlen  zu  suchen,  deren  Produkt  ihren 
doppelten  Unterschied  um  100  übertrifft. 

xy  —  2{x  —  y)  =  100,  u.  s.  w. 

X  =  —  2  -\ -• 

y  —  2 

X    \     1  I     2  I     4  I     6  I  10  I   14  I  22  I  46  I  30  I  94 


L    y    I  34  I  26  I  18  I  14  I  10  I     8  I     6  |     4  |     5  |     3 

1)  Zwei  ganze  positive  Zahlen  zu  finden,  deren  Differenz 
ihrem  Quotienten  gleich  ist. 

X 

X  —  y  =  — ,  u.  s.  w. 

J  y     J 

[4,  2j. 
8)    Zwei    ganze    Zahlen    anzugeben,    deren    Produkt    das 
6fache  ihrer  Summe  ist. 

xy  =  C)  {x  -\-  y),  u.  s.  w. 

a;  =  6  H 

2/—  6 

[7   II.  42,  8  u.  24,  9  u.  18,  10  u.  15,  12  u.  12] . 
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D)  lu  der,  augenscheinlicli  niclit  im  dekadischen  System 
geschriebenen,  Rechnung 

121m  a  4  2  Mk.  =  4422Mk. 
ist  da,   wo   das   Zeichen  +  steht,   eine  Ziffer   verwischt.     Wie 
heisst  diese  Ziffer?    In  welchem  System  ist  die  Rechnung  ge- 
schrieben,   und    wie    wird    dieselbe    im    dekadischen    Systeme 
lauten  ? 

Bezeichnet  x  die  Grundzahl  des  Systems,  y  die  verwischte 
Ziffer,  so  erhalten  wir 

{ar  +  2a;  +  1)  waj  +  2)  =  Ax'  -f-  Ax"  +  2a;  +  2 

und  daraus  leicht 

Es  ist  also  entweder  x  =  2,  y  =  2  oder  x  =  b,  ?/  =  3;  da 
aber  im  Zweier-System  eine  Ziffer  2  nicht  existirt,  so  ist  die 
erste  Lösung  zu  verwerfen.  Die  Rechnung  ist  also  im  Fünfer- 
System  geschrieben,  die  verwischte  Ziffer  ist  3,  und  die  Rech- 
nung lautet  im  dekadischen  System 

36m  ä  17Mk.  =  612Mk. 

10)  In  einer  Gesellschaft  von  30  Personen  (Männern  und 
Frauen)  verzehrt  ein  Mann  doppelt  so  viel  als  eine  Frau. 
Wenn  sich  nun  die  Rechnung  auf  55,50  Mk.  beläuft,  wie  viel 
Personen  von  jeder  Art  sind  dann  in  der  Gesellschaft? 

Es  seien  x  Männer,  also  30  —  x  Frauen;  jeder  Mann  ver- 
zehre 2y  Pf.,    jede    Frau    also    y   Pf.,    so    erhalten    wir    die 

Gleichung 

2xy  +  30«/  —  xy  =  5550, 

und   daraus    folgt   leicht   ?/  =  — r-— . 
^  ^         X  -f-  30 

[20  Männer,  jeder  2,22  Mk.  und  10  Frauen,  jede  1,11  Mk. 

7  „  „         •>  „  ,,      ^o  „  „       1,50    „   J  . 

11)  Welche  Reste  lässt  die  Zahl  2"*—  1  bei  der  Division 
durch  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19? 

[0,  0,  1,  4,  2,  0,  16]. 
11*)  Welchen  Rest  lässt  die  Potenz  7359*^3.  j^gj  j^r  Divi- 
sion durch  79? 
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Es  ist  7359eee12  (mod.  79),  und  12  gehört  für  den 
Modul  79  zum  Exponenten  26.  Da  nun  4431  —  11  (mod.  26) 
ist,  so  ist 

73594431  ^  12^«^  =  12"  =  17  (mod.  79) . 

12)  Jemand  hat  weniger  als  10  Bücherschränke;  jeder 
Schrank  hat  doppelt  so  viel  Gefächer,  als  Schränke  da  sind, 
und  jedes  Gefach  enthält  10 mal  so  viel  Bände,  als  Gefächer 
in  einem  Schranke  sind.  Bei  einem  Umzug  werden  die  Bücher 
in  Körbe  gelegt,  von  denen  jeder  121  Bände  fasst.  Dabei 
stellt  sich  heraus,  dass  der  letzte  Korb  nicht  voll  wird,  sondern 
noch  9  Bände  mehr  aufnehmen  könnte.  Wie  viel  Schränke 
sind  es? 

Für  die  Anzahl  x  der  Schränke  ergiebt  sich  die  Congruenz 
AOx^  =  112  (mod.  121),  u.  s.  w. 
[3  Schränke  ä  6  Gefacher  ä  60  Bde.,  also   1080  Bände.] 

13)  Zwei  arithmetische  Reihen  haben  gleiche  Endglieder. 
Die  erste  hat  zum  Anfangsglied  9  und  zur  Summe  25,  die 
zweite  zum  Anfangsgliede  8  und  zur  Summe  36,  Wie  viel 
Glieder  hat  jede  der  Reihen? 

Wenn  die  Zahl  der  Glieder  der  ersten  Reihe  mit  x, 
die  der  zweiten  mit  y  bezeichnet  wird,  so  erhalten  wir  die 
beiden  Gleichungen 


(9  4-  t)x 


=  25, 


(8  4-  t)y 


=  36 


2  '  2 

und  durch  Elimination  des  Endgliedes  / 

bOy  =  72a;  -|~  ^y  j 
woraus  sofort 

^-2/  +  72-^^        y  +  12 
sich   ergiebt.     Eine   Betrachtung   der   45   Divisoren  von  3600 
liefert  dann  die  21  verschiedenen  Losungen 


X 

2 

5 

10 

14 

20 

25 

2Q 

30 

32 

34 

35 

y 

3 

8 

18 

28 

48 

72 

78 

108 

128 

153 

168 

X 

38 

40 

41 

42 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

V 

228 

288 

328 

378 

528 

648 

828 

1128 

1728 

3528 
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14)  Zwei  arithmetische  Reihen  haben  gleiche  Anfangs- 
glieder.  Die  erste  hat  zum  letzten  Gliede  39  und  zur  Summe 
aller  Glieder  207,  die  zweite  zum  letzten  Gliede  124  und  zur 
Summe  aller  Glieder  917.     Wie  viel  Glieder  hat  jede? 

Das  Anfangsglied  jeder  Reihe  sei  a.  Hat  dann  die  erste 
Reihe  x,  die  zweite  y  Glieder,  so  ist 

und  daraus  folgt  durch  Elimination  von  a 
414?/ -f  Sbxy  =  1834a;, 

1834  a;  _ 

^    85  a;  +  414  ' 
„-     1834a;  -85    .„o^      759276 
^    85  a;  +  414  85  a; -|-  414 

Die  Betrachtung  der  72  Divisoren  von 

759276  =  22 .  32 .  7  •  23  .  131 
ergiebt  nur  die  eine  Lösung  a;  =  9 ,  y  =  14 . 

(Da  der  Divisor,  um  414  vermindert,  durch  85  theilbar 
sein  soll,  so  sind  nur  die  auf  4  oder  9  endigenden  Divisoren 
ins  Auge  zu  fassen.) 

15)  Die  wievielte  Potenz  von  7  lässt  bei  der  Division 
durch  61  den  Rest  4? 

7*  =  4(mod.  61), 

X  ■  Ind.  7  =  Ind.  4,  d.  i.  49a;  =  2  (mod.  60),  u.  s.  w.  [38] 

16*)  Welche  Reste  können  Potenzen  von  4  für  den  Modul  9 

haben,  und  welche  nicht?    Bezeichnet  m  eine  beliebige  ganze 

positive  Zahl,  y  den  Rest,  so  soll  untersucht  werden,  für  welche 

Werthe  von  y  die  Congruenz 

4"*  ^  2/  (mod.  9) 
möglich  ist,  und  für  welche  nicht.     Wir  erhalten 

2m  ^'^  Ind.  y  (mod.  6)  . 
Es  muss  also  Ind.  y  eine  gerade  Zahl  sein,  d.  h.  y  kann  uur 
die  Werthe  4,  7,  1  haben. 

16*")  Welche  Reste  können  die  Potenzen  von  5  für  den 
Modul  22  haben,  und  welche  nicht? 

[möglich  sind  nur  1,  3,  5,  9,   15J. 
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17)  Für  welche  Wertbe  von  x  und  y  besteht  die  Con- 
gruenz 

3^  =  2/-'(mod.  61)? 

Man  erhält  Qix^b  Ind.  y  (mod.  CO),  woraus  hervorgeht,  dass 
Ind.  y  durch  6  theilbar  sein  niuss.  Hat  nun  Ind.  y  einen  der 
Werthe  0,  12,  24,  36,  48,  so  ergiebt  sich  a;  =  0  (mod.  10). 
Ist  dagegen  Ind.  y  eine  der  Zahlen  6,  18,  30,  42,  54,  so  wird 
x^b  (mod.  10)  sein.     Daher  besteht  die  Congruenz 

310*  =  «/^  (mod.  61), 

in  welcher  /;  ==  0  oder  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  ist, 
nur  für   die  Werthe  von  y,  welche   mod.  61  einen  der  Reste 
1,  9,  20,  34,  58  geben,  und  die  Congruenz 
35+ioA  =  ?/S  (mod.  61) 

nur  für  solche  y,  welche  mod.  61  einen  der  Reste  3,  27,  41, 
52,  60  haben. 

18)  Drei  Armee-Corps  A,  B,  C,  von  denen  A  aus  5  Re- 
gimentern besteht,  werden  ins  Feld  geschickt.  Mit  dem  ge- 
sammten  Proviant  würde  C  eine  ganze  Anzahl  von  Wochen 
auskommen,  B  40  Wochen  länger  als  G,  A  24  Wochen  länger 
als  B.  Aus  wie  viel  Regimentern  bestehen  B  und  C,  und 
wie  lange  würde  der  Vorrath  für  jedes  Corps  reichen? 

Die  5  Regimenter  von  A  kommen  s  ~\-  64  Wochen  aus, 
die  X  von  B  z  -\-  AO  Wochen,  die  y  von  ü  z  Wochen.  Es  ist 
also 

hz  +  320  =  xzAr  40a:  =  yz. 

Aus  ic^  +  40a;  ==  50  +  320  folgt 

52  +  320  f,     ,        120 

^  ~    s  +  40  "^  z  +  40  ' 

und  daraus  ergeben  sich  die  beiden  Lösungen 

;3  =  20,     x=l; 

0  =  80,     a;  =  6. 
Für  die  erstere  folgt  weiter  ?/  =  21,  für  die  zweite  ?/  =  9. 

19)  Den  Bruch  x  =  -^-^„-   auf  30  Stellen  genau  in  einen 
^  0ÜD0Ü6 

Decimalbruch   zu   verwandeln,  ohne   mit  dem  Nenner   in  den 

Zähler  zu  dividiren. 

Wert  hei  tu,    Zahleutheorie.  11 
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Durch  Zerlegung  de.s  gegebeueu  Bruchs  in  Partial bräche 
erhält  man 


Ferner  ist 
und 


1^,     5     .    J         8  _,H,     3 

•"^"Y  +   7    +  ^   +  11  +  13  +  17 


—  =  0,058  828  520  111  764  7  !  058  • 


3  =  10'^  (niod.  17). 
Es  ergiebt  sich  somit 

=  0,714  285  714  285  714  2S5  714  285  714  285  71  •  • 
=  0,777  777  777  777  777  777  777  777  777  777  77  •  • 

—  =  0,727  272  727  272  727  272  727  272  727  272  72  •  • 

—  =  0,846  153  846  153  846  153  846  153  846  153  84  •  • 
_  =  0,176  470  588  235  294  117  647  058  823  529  41  •  • 


X  =  3,741  960  653  725  359  607  712  548  889  019  5 

20)  Ein  irreducibeler  Bruch  hat  zum  Nenner  206;  bei 
seiner  Verwandlung  in  einen  Ketteiibruch  hat  der  vorletzte 
Näherungsbruch  den  Nenner  35.     Welches  ist  der  Bruch? 

Wir  bezeichnen  die  Zähler  des  Bruchs  und  seines  vor- 
letzten Näherungsbruchs  beziehungsweise  mit  x  und  ?/;  dann 
ist,  wenn  erstens  eine  gerade  Anzahl  unvollständiger  Quo- 
tienten  vorhanden  ist, 

35a;  —  25G?/  =  -f  1 , 
und  daraus  folgt  leicht 

X  =  250/-  —117,     7/  =  35/.-  —  10 , 
wo   Ic   unbestimmt   bleibt.     Für   k  =  1  z.  B.    ergiebt    sich    als 

Werth  des  Bruchs   t^r^  • 

256 

Wenn  aber  zweitens  die  Anzahl  der  unvollständigen 
Quotienten  ungerade  ist,  so  ist 

35a;  —  2öGy  =  —  1 , 
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und  daraus  ergiebt  sich 

X  =  256/ü  +117,    y  =  35/j  +  IG, 

373 
somit  für  Z:  =  1    als  Werth   des  Bruchs  — ^  • 

ZOO 

21)  Welche  gleichnamigen  Brüche  sind  so  beschaffen,  dass 
ihre  Differenz  gleich  der  Differenz  ihrer  Kuben  ist? 

Werden  die  Brüche  —  und  ^  genannt,  so  soll 

P 


also 


n 

n 

m^ 
^ 

— 

=  - 

m 

n 

m'- 

+ 

mp 

+ 

P' 

=  1 


oder 

(1)  m^  -\-  mp  -\-  p^  =  n^ 

sein.     Wir  setzen  demgemäss 

m^  -\-  mp  -\-  p^  =  {m  -\-  kpY ; 
dann  folgt 

m  -\-  p  =  2mJc  4"  k^p, 
also 

p  1  —  2k 

m         k''  —  l' 

Weiter  ist  n  =  +  {m  -\-  lip>),  also 

und  die  gesuchten  Brüche  siud 

m ,  Ä^  —  1  p  P  ,  "n |_         1  —  2Ä; 


n         —  —  k^  -{-  k  —  1 '    w  m  '  m         —  —  k'^  -\-  k  —  1 

Für  k  ==  —  2  erhält  man  z.  B.  +  -^ '   i  T '    ^^^    k  =  —  3 
8  7 

ebenso  +  ^-,   +  j^;  u.  s.  w. 

22)  Der  Ausdruck  3a;-  +  ^a;  -|-  8  wird  für  x  ^  l  ein 
Quadrat.  Für  welche  sonstigen  rationalen  Werthe  von  x  wird 
derselbe  ein  Quadrat? 

Setzt  man  x  =  l  -{-  ky ,  so  geht  der  gegebene  Ausdruck 
über  in  16+11  ]cy  -\-  'dJc^yK  Dies  soll  ein  Quadrat  werden. 
Wir  setzen  also 

16  +  11  /ji/  +  Uhf  =  (4  +  m,yy 

und  erhalten 

ij  • 
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8m  —  lU- 

^  3k^  -  m-  ' 

Skm  —  8k-  -   m-  ,     ,    k{8m  —  11k) 

WO  k  und  9H  unbestimmt  siiul. 

Für  A-  ^  1 ,  m  =  l  ist  /.  B.  a;  =  —  -  -  • 

23)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass  2620  und  2924  be- 
freundete Zahlen  sind. 

2620  =  2'* .  5  •  131 
hat  als  Summe  der  Divisoren 

(1  +  2  +  2-)  (1  -f  5)  (1  +  131)  =  5544, 

und  es  ist 

5544  -  2620  =  2924 . 

2924  =  2--  17  -43 

hat  als  Summe  der  Divisoren 

(1  +  2  +  2'0  (1  +  17)  (1  +  43)  =  5544 , 
und  es  ist 

5544  —  2924  =  2620 . 

24)  Die  Gleichung  bx  -{-  1  xy  -\-  Gy  —  13?/^  =  17  in 
ganzen  Zahlen  zu  lösen. 

Man  erhält 

77/  +  5        " 
und  durch  Division 

49x  =  91y-  107+  i^t' 

Von  den  24  Divisoren  der  Zahl  1368  =  2^  •  3^  •  19  haben 
nur  vier,  nämlich  12,  19,  152,  684  die  Eigenschaft,  um  5  ver- 
mindert durch  7  theilbar  zu  werden.  Für  diese  4  Divisoren 
ergiebt  sich  beziehungsweise 

y^=  1^  49  a:,  =  98,  rc,  =  2 
7/^=  2,  49a;,,  ==  147,  a:, -=  3 
y,  =  21 ,  49  X,  =  1813,  t,  =  37 
y^  =  Ql,     49a-.j  =  8722  ,     x^  =  178  . 

25)  Desgleichen  die  Gleichung 

15a;  +  7/  —  6y/  =  175. 
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165 


11  + 


1,)  +  r,y    -^   7r 


15 


und  man  erhält  leicht  die  4  Lösungen 

a:,  =  -  14  +  104/ü  -  105F,     y^  =  —  7  +  15/c 

a;2  =  —    2  +    76/c  —  105  ä;%    «/a  =  —  5  +  15/.' 

0:3=         9+    35Ä;  —  105Ä;%     ^a  =  —  2  +  15/^ 

a:^  =         2  —    G4/.-  —  105/^^  ^     y^  =  4.  5  -f  15^; . 

Die  einzigen  positiven  Werthe  von  x,  y,  die  der  Gleichung 
genügen,  enthält  die  4*®  Lösung,  die  für  k  =  0  a;  =  2,  y  =  b 
liefert. 

26)  Die  Zahl  937  in  zwei  Quadrate  zu  zerlegen. 

Die   Congruenz  x^  -\-  1^0  (mod.  937)   hat   die  Wurzeln 

937 
a?  ^  +  196;   der  Bruch  -^  liefert,  in  einen  Kettenbruch  ent- 
wickelt, die  unvollständigen  Quotienten  4,  1,  3,  1,  1,  3,  1,  4. 
Näherungsbrüche : 


4 

1 

3 

1 

1 

4 
T 

5 

T 

19 

24 

Zerlegung:  937  =  19^  +  241 

27)   Die  Zahl  it  --^  3,14159  26535  ...  in  einen  Kettenbruch 
zu  verwandeln    und  die  ersten  5  Näherungsbrüche  anzugeben. 

Unvollständige  Quotienten:  3,  1,  15,  1,  292,  1,1,  37,  .  . 
Näherungsbrüche: 


3 

7 

15 

l 

•  • 

1 
0 

3 
1 

22 

T 

333 

106 

355 
113 

.  .  . 

355         .. 

YY^  =  3,1415929   .  .  . 

also  auf  6  Stellen  genau. 

28)  Die  Seite  eines  Quadrats  verhält  sich  zum  Radius 
eines  Kreises  von  gleicher  Grösse  wie  1,7724539  .  .  .  :  1  Dieses 
Verhältniss  soll  durch  kleinere  Zahlen  ausgedrückt  werden. 

Unvollständige  Quotienten:  1,  1,  3,  2,  1,   1,  G,  1,  29,  .  .  . 
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Näherungsbrüche : 


1 

3 

2 

1 

1 

6 

1 
T 

2 

1 

7 

16 
9 

23 
13 

39 
22 

257 
145 

29)  Ermittle  die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  die  unend- 
lichen periodischen  Kettenbrüche 


l)i 


+  -3 -+    ' 


1  ^^^  +  -3-t4t^ 

^  +  -7  +  ^1  '  + 


9  + 


1  + 


sind. 


1)  Der  erste  Bruch  hat  die  Näherungsbrüche: 


0 

1 

3 

5 

7 

9  +  a; 

1 

0 

T 

1 
T 

3 

4 

16 
21 

115 

151 

115(9  +  a;)  +  16 

151(9  4-  a;)  +  21 

also  ist 


2) 


X  = 


115  (9  +  a;)  4-  16 
iöi  (9  +  rc)~+  21 


2 

3 

4 

1 

2 

7 

0 

1 

3 

X 

.30 
13 


30«  +7 


3)  Es  ist  x-^  =  ^qr^^Y)  -V^i' 
{x  ^  3)  (x  —  1)  =  1 . 


also 


30)  Verwandle  ]/7   in  einen  Kettenbrueh. 
Unvollständige  Quotienten:   2,  (1,  1,   1,  4),  (1,  .  .  . 

31)  Welche  Quadratwurzel  liefert  den  unendlichen  perio- 
dischen Kettenbruch,  dessen  unvollständige  Quotienten  G,  (1,  5, 
1,  12),  (1,  ...)  sind? 

Es  ist  ^""^=^11     *    _    1 


12  +  (ic  —  6) 


Näherungsbrücbe: 


0 

1 

5 

1 

x-\-G 

1 
TT 

0 

i 

1 
1 

5 

6 

6 

7 

6  (rc  4-  6)  +  5 
'7~(x  +  6)"+  6" 

Putenzreste  für  zusauiuiengesetzte  Muduln. 
^.  _  g  _   6  Cx-  +  6)  +  5 
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Also  ist  ^        „  —  „  /     ,   „X   ,   „ , 

7  (x  4-  6)  +  6  ' 

und  daraus  ergiebt  sich 

X  =  Yai  ■ 

32)  Eine  Lösung  der  Gleichung  x^  —  96^^  =  1  zu  er- 
mitteln. 

Der  Kettenbruch,  den  ]/96  liefert,  hat  die  Reihe  der  un- 
vollständigen Quotienten 

9,  (1,  3,  1,  IS),  (1,  ... 
Näherungsbrüche: 


9 

1 

3 

1 

18 

1 

9 

10 

39 

49 

0 

1 

1 

4 

5 

Lösung:  X  ==  49 ,  y  =  b . 

33)  Drei  ungleiche  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  zu  be- 
stimmen, dass  die  Summe  ihrer  Quadrate  gleich  ist  der  Summe 
der  Differenzen  je  zweier  dieser  Quadrate. 

Werden  die  Zahlen  x,  y,  0  genannt,  wo  a;  >  ?/  >  ^  voraus- 
gesetzt wird,  so  soll 

x^  +  f  +  z'  =  ix'  -  f)  +  {f  -  ^0  +  {^'  -  ^'), 


d.  h. 
oder 


f  =  3^^ 


(■'■  +  //)  (^  —  y)  ^  3 50 

sein.     Die  Annahme  x  -\-  y  =^  "dz,  x  —  y  =^  s   würde  y  =  s 
liefern.  Von  den  übrigen  zulässigen  Annahmen  wählen  wir  etwa 

x  +  y  =  ^',  a;  —  y  =  3  ; 
dann  ergiebt   sich  2x  = '6 -{- 2'^ ,  2y  =  z^  —  3.     0  muss  also 
eine  ungerade  Zahl  2h  -]-  l  sein,  und  man  erhält  nach  leichten 
Umformungen 
x  =  {Jc'-\rl)-\-{k-^iy,y^{¥-2)-^{k-\-l)\z=2Jc+l. 

Für  Ä;  =  2  ist  z.  B.  rc  =  14,  ?/  =  11,  ^  =  5. 

34)  Zwei  Zahlen  zu  bestimmen,  deren  Produkt,  vermehrt 
um  die  Summe  ihrer  Quadrate,  ein  Quadrat  gebe. 

Setzt  mau  x'^  -\-  xy  -\-  y-  =  {x  -\-  Icf,  so  erhält  man  leicht 

'Mr 


-~y-2k^ 


2k  —  y 


las 
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h  und  y  sind   nur   der  Bedingun«^   unterworfen,   dass   2k  —  y 
in  3/^"^  aufgehe.     Passende  Werthe  sind  z.  B. 


k 

2 

3 

4 

5 

(5 

y 

3 

5 

7 

9 

11 

X 

5 

Iß 

33 

56 

85 

35)  Drei  ganze  Zahlen  bilden  eine  arithmetische  Keiiie, 
und  je  zwei  haben  zur  Summe  eine  Quadratzahl.  Welches 
sind  diese  Zahlen? 

Lösung.     Werden  die  Zahlen  mit 

X,  X  -\-  y,  a;+  2?/ 


bezeichnet,  so  ist 


also 


2x  -f-  ;'/  =  «^, 
2.r  +  3y  =  /3^ 
2x  +  2y  =  y\ 


«2  ^  ß2  ^2y'. 
Nun  ist  bekanntlieh 

(u  +  vf  +  (u  —  vy  =  2  {ir  +  v~) , 
also,  wenn  a  =  u  -\-  v  j  ß  =  u  —  v  gesetzt  wird, 

y  "=  u  -f-  v^ , 
oder,  wenn  k  eine  unbestimmte  ganze  Zahl  bezeichnet,  nach  §  29 
u  =  2k,  v=l  —  k\  y=  l  -\-r-. 
Wir  erhalten  somit 

a=        i-^2k  —  k\ 
ß  =  —  l-i-2k-\-k\ 
r=       1+F, 
und  aus   den   Werthen   von  «,    /3,    y  ergeben   sich  sofort   die 
von  a;,  y. 

Für  k  =  3  ist  z.  B.  a;  =  —  46,  y  =  96,   also  die  3  ge- 
suchten Zahlen 

—  46 ,  50 ,   146 . 

Für  k  =  1  sind  dieselben 

—  94,  1250,  2594. 
36)  Eine   Zahl  x   von   solcher   Beschaffenheit    zu    finden, 
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(lass,   wenn  man    eine  gegebene  Zahl  a  davon  subtrahirt    und 
dazu  addirt,  in  beiden  Fällen  sich  ein  Quadrat  ergiebt. 
Lösung.     Setzen   wir 

X  -\-  a^=  \f , 
so  ist 

X  —  a  =  y^  —  2a. 

Dieser  Ausdruck  soll  ein  Quadrat  werden;  wir  setzen  also 

y^  —  2a  =  (y  —  ky 

und  erhalten  der  Reihe  nach 

—  2a  =  —  2ky-{-Jc\ 

2  a  -f  k- 


y  = 


2  k 


\a  +  k-y^  4m-  +  k* 


/2  a  +  k'Y 


4Jfc* 

Diese  Zahl  x  genügt  für  jeden  Werth  von  k  der  ge- 
stellten Aufgabe. 

37)  Die  Gleichung  x^  =  t/^  aufzulösen  (Euler,  Introductio, 
IL  p.  294). 

Wird  y  =  tx  angenommen,  so  ist 

x^^  =  {txy , 

also 

x'-^  =  t, 

x=   yt, 


y=     VV. 
l  =  —  set 

u 

('+.')".  ."  =  ('  +  1) 


Wenn  wir  jetzt  t  —  l  =  —  setzen,  so  erhalten  wir 


Für  u  = 

=1,  2,  3 

Z. 

B.  ist  bezieh 

lungsweise 

1  a;  =  2 

/            64 
^=2-7 

\y  =  i' 

27' 

250 
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Congmenzen  zweiten  Grades. 

§  73.  Verwandlung  einer  gemischt  quadratischen 
Congruenz  in  eine  rein  quadratische.  —  Die  allgemeine 
Congruenz  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten  hat  die  Form 

(1)  ax^  -\-})X  -\-  c^r.^  (mod.  m) , 

wo  a,  h,  c    positive   oder  negative   ganze   Zahlen    bezeichnen, 

und  lüsst  sich  leicht  in  eine  rein  quadratische  Congruenz  von 

der  Form 

x^  ^  a  (mod.  ^) 

verwandeln,  wo  (i  ein  Viefaches  von  m  ist.  Dieser  Zweck  wird 
in  allen  Fällen  durch  Multiplication  der  vorgelegten  Congruenz 
mit  4a  erreicht.     Man  erhält  dadiirch  nämlich 

Aa^x^  -{-  Aiuhx  +  -l«c  r^  0  (mod.  4«m) 
oder 

{2ax  -\-  b)-  —  &^  -|-  AorC  ^^  0  (mod.  4aw) , 
d.  h. 

(2)  {2ax  +  6)'  —  Iß  —  4ac  (mod.  ihm) . 

Mittels  dieser  rein  quadratischen  Congruenz  bestimmt  mau 
die  Werthe  |j,  ^.,,  ...  des  Ausdrucks  2ax  +  l>-^  darauf  liefert 
jede  der  linearen  Congruenzen 

2«a;  +  ^  ^=  ^i>     ^tt^  +  ^  ^^  ^25     •  •  •  (inod.  4am) 
die  etwa  vorhandenen  entsprechenden  Werthe  von  x. 

Wenn  a  prim  zum  Modul  m  ist,  so  lässt  sich  die  Rech- 
nung ein  wonig  abkürzen.  In  diesem  Fülle  kann  man  nämlich 
eine  Zahl  a  bestimmen,  welche  der  Congruenz  aa  ^  1  (mod.wi) 
genügt,  und  durch  Multiplication  mit  cc  wird  |der  Coefficient 
von  x'^  in  (1)  auf  die  Einheit  reducirt. 

Beispiel.     Die  Congruenz 

Tx-  —  3a:  —  4  ES  0  (mod.  12) 
liefert,  wenn  man   sie  mit  28  multiplicirt , 
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\mx^  -  84a;  —  1 12  =  0  (mod.  336) 
oder 

(14a;  — 3)-=  121  (uiod.  336). 

Da  336  =  16  .  3  .  7  ist,  so  hat  man  die  Congruenz 
(14a;  —  3)^z:z  121  für  jeden  der  drei  Moduln  16,  3,  7  aufzulösen. 
Wird  14a;  —  3  der  Kürze  wegen  mit  y  bezeichnet,  so  erhält  man 

f/=  +  3,  +11   (mod.  16), 

2/  EEE  +  1   (mod.  3), 

y  ^4:  3  (mod.  7), 
und  durch  Verbindung  jedes  der  4  ersten  mit  jedem  der  2 
zweiten  mit  jedem  der  2  dritten  Werthe  ergeben  sich  im 
Ganzen  folgende  mod.  336  incongruenten  16  Werthe  von  7j 
±  115,  +  59,  +53,  +67,  +  11 ,  +  101 ,  +  157,  +  109, 
welche  für  x  die  vier  mod.  12  incongruenten  Werthe  1,  4, 
5,  8  liefern. 

Besser  hätte  man  die  vorgelegte  Congruenz  erst  durch 
Multiplication  mit  7  auf  die  einfachere  Form 

49a;2  _  21a;  —  28  =  0  (mod.  12), 
d.  h. 

a;^  —    9a;  —    4  =  0  (mod.  12) 

gebracht  und  dann  durch  Multiplication  mit  4 

(2a;  —  9)2  =  1  (mod.  48) 
erhalten.      Die    Behandlung    dieser    Congruenz    gemäss    §   70 
würde  weniger  unbrauchbare  Werthe  von  y  und  die  einzelnen 
brauchbaren    weniger   oft   geliefert,    also   schneller   zum   Ziele 
geführt  haben. 

Die  Unbequemlichkeit  des  dargelegten  Verfahrens  hat  be- 
sonders darin  ihren  Grund,  dass  beim  Uebergang  von  der  Con- 
gruenz (1)  zur  Congruenz  (2)  auch  der  Modul  vergrössert 
wird,  und  man  durch  Auflösung  von  (2)  auch  Werthe  er- 
mittelt, die  sich  als  unbrauchbar  erweisen,  da  zwar  jede 
Wurzel  von  (1)  auch  (2)  befriedigen  muss,  aber  nicht  um- 
gekehrt jede  Wurzel  von  (2)  auch  Wurzel  von  (1)  zu  sein 
hat.  Diesen  Uebelstand  vermeidet  man  leicht,  wenn  der  Modul 
eine  Primzahl  p  ist.  In  diesem  Falle  ist  der  Coefficient  a 
von  X'  nothwendig  prim  zu  p,  da  sonst  das  Glied  ax^  fort- 
fallen, die  Congruenz  (1)  also  eine  lineare  werden  würde.    Es 
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lä.sst  isicli  also  eine  Zahl  a  bestimmen,  welche  der  Congruenz 
aaziL  1  (mod.  ^^)  <^t>nügt,  und  durch  Multiplication  mit  cc  geht 
die  vorgelegte  Congruenz  über  iu 

aax^  -\-  cihx  -{-  ac^^O  (mod.  p). 
aa  hat  den  Rest  1;  der  Rest  ß  von  ah  kann  als  eine  gerade 
Zahl  vorausgesetzt  werden;  denn  wenn  derselbe  ungerade  ist, 
so  kann  man  ihn  durch  den  geraden  negativen  Rest  —  {p  —  ß) 
ersetzen.  Wir  wollen  diesen  geraden  Rest  von  ah  mit  2/3 
und  den  Rest  von  ac  mit  y  bezeichnen;  dann  geht  die  vor- 
gelegte Congruenz  über  in 

x^  -\-2ßx-{-y  =  0  (mod.  p) 
oder 

{x-{-ßf  =  ß'  -  ^(mod.ij). 

Beispiele.     I.     bx'  -  Ux  -  12  =  0  (mod.  23) 

geht  durch  Multiplication  mit  14  über  in 

lOx'  —  154a;  —  168  =  0  (mod.  23) 

oder  a;2  _  i6^_7^0(mod.  23), 

{x  -  8)2  =  2  (mod.  23), 

und  man  erhält  leicht 

a;  —  8  ^    5     oder     —  5  (mod.  23) , 
also 

X  =13     oder     =  3  (mod.  23) . 

11.  a;2  —  3a:  -  fi  —  0  (mod.  12) 

geht  durch  Multiplication  mit  4  über  in 

(2a;  -  3)^  =  33  (mod.  48)  . 
Nun  hat,  wenn  2a;  —  3  =  ?/  gesetzt  wird,  die  Congruenz 
y'^  ^s  33  (mod.  3)    die    Wurzel    ?/  E^  0  (mod.  3)    und    die    Con- 
gruenz y^  i^  33  (mod,  16)  die  4  W^urzeln 

2/=+!,     +7  (mod.  16). 
Es  ergeben  sich  daraus  für  y  die  4  Werthe  +9,  +15, 
welche  für  x  die  2  nach  dem  Modul   12  incongruenten  Wurzeln 

a;  =  6,  9  (mod.  12) 
liefern. 

Da    nach    dem    Vorhergehenden   jede    Congruenz    zweiten 
Grades  mit  einer  Unbekannten  auf  die  Form 
x^  izz^  a  (mod.  m) 
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gebracht  werden  kann,  so  können  wir  für  die  folgenden  Be- 
trachtungen diese  Form  von  vorn  herein  zu  Grunde  legen. 

§  74.  Quadratische  Reste  und  Nichtreste.  —  Die 
Congruenz 

(1)  x^  ^a  (mod.  m) , 

auf  welche  wir  jede  Congruenz  zweiten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten zurückführen  können,  ist  nicht  für  alle  Werthe,  die 
man  der  Zahl  a  beilegen  kann,  möglich.  Das  sieht  man, 
wenn  der  Modul  m  die  Anwendung  von  Indices  gestattet, 
durch  Ueb ergang  zu  der  Congruenz 

(2)  2  Ind.  X  ^  Ind.  a  (mod.  tp{mj)  5 

da  nämlich  (p(^ni)  eine  gerade  Zahl  ist,  so  kann  diese  Con- 
gruenz nur  bestehen,  wenn  Ind.  a  gerade  ist;  also  ist  auch  die 
Congruenz  (1)  nicht  für  alle  Werthe  von  a  möglich.  Es  lässt  sich 
dies  aber  auch  ohne  Anwendung  der  Indices  leicht  darthun. 

Betrachten  wir  nämlich  die  Reste,  welche  die  Quadrate 
der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  ...  für  irgend  einen  Modul  m  geben, 
so  erkennen  wir  zunächst,  dass  congruente  Zahlen  auch  con- 
gruente  Quadrate  liefern;  um  also  alle  für  den  Modul  m  mög- 
lichen Reste  von  Quadraten  zu  erhalten,  können  wir  uns  auf 
die  Zahlen  der  Reihe 

(3)  0,  1,  2,  3,  ...,  (m-\) 
beschränken,  deren  Quadrate  die  Reste 

(4)  0,1,4,.... 
haben.     Nun  ist 

(jn  —  1)-  =  itr  -  2m  +  1=1",     (m  —  2)^  eze  2^,  .  .  ., 
allgemein 

{m  —  /.;)-  ^  h^  (mod,  m)  ; 

folglich  lassen  sich  die  Zahlen  der  Reihe  (3)  [abgesehen  von 
0  und  bei  geradem  m  von  -_-]  in  Gruppen  von  je  zweien  zu- 
sammenfassen, so  dass  die  Quadrate  der  beiden  Zahlen  jeder 
Gruppe  denselben  Rest  liefern.  Die  Reihe  (4)  wird  also  einige 
Zahlen  von  (3)  wiederholt,  andere  gar  nicht  enthalten.  Die 
Zahlen  (3),  also  überhaupt  alle  Zahlen,  lassen  sich  danach  in 
zwei  Klassen  theilen. 

Die  Zahlen  der  ersten  Klasse  sind  nach  dem  Mt)dul  m 
einem    Quadrate    congruent,    die    Zahlen    der    zweiten    Klasse 
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uicht,  oder  anders  ausgedrückt,  für  eine  Zahl  a  der  ersten 
Klasse  ist  die  Congruenz  x^  ^^^  a  (mod.  m)  möglich ,  für  eine 
Zahl  der  zweiten  Klasse  nicht.  Man  nennt  die  Zahlen  der 
ersten  Klasse  quadratische  Reste  von  m,  die  der  zweiten 
Klasse  quadratische  Nichtreste.  Wo  kein  Missverständ- 
niss  zu  befürchten  ist,  sagt  man  auch  einfach  Reste  und 
Nichtreste  von  m. 

Beispiele.  I.  Für  den  Modul  m  =  11  sind  die  Quadrate 
der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  ...,  10  beziehungsweise  den  Zahlen 
0,  1,  4,  9,  5,  3,  3,  5,  9,  4,  1  congruent;  daher  sind  0,  1,  3, 
4,  5,  9  die  Reste,  2,  6,  7,  8,  10  die  Nichtreste  von   11. 

Die  Zahl  10  hat  die  Reste  0,  1,  4,  5,  6,  9,  die  Nicht- 
reste 2,  3,  7,  8. 

Anmerkung.  Um  eine  einfache  Fassung  der  Sätze  zu 
ermöglichen,  schliessen  wir  die  Zahl  0,  welche  immer  Rest  ist, 
und  die  Zahlen,  welche  nicht  prim  zum  Modul  sind,  vorläufig 
von  der  Betrachtung  aus. 

§  75.     Reste  einer  ungeraden  Primzahl.  — 

Satz.  Wenn  der  Modul  p  eine  ungerade  Prim- 
zahl ist,  so  enthält  die  Reihe  1,  2,  3,  .  .  .,  p  —  1  ebenso 
viele  Reste  wie  Nichtreste. 

1.  Beweis.  Es  sei  g  eine  primitive  Wurzel  von  p,  so 
lassen  sich  nach  dem  Früheren  die  Zahlen  1,  2,  3,  . .  . ,  ji) —  1 
durch  die  Potenzen  g,  g',  .  .  . ,  g^~^  ersetzen,'  und  jede  Potenz 
von  g,  deren  Exponent  eine  gerade  Zahl  ist,  ist  ein  Rest,  jede 
andere  ein  Nichtrest  von  p.  Da  nun  p — 1  gerade  ist,  so  ist 
die  Hälfte  jener  Potenzen   von   der   ersten,   die  andere  Hälfte 

von  der  zweiten  Art,  d.  h.  p  besitzt  ^— r —  Reste    und    ebenso 

viele  Nichtreste 

2.  Beweis.     Es  sei  p  =  2«  -j-  1»  so  haben  wir  die  Zahlen 

1,  2,  3,  . .  . ,  «,  ?i  -f-  1,  «  +  2,  .  .  . ,  2n 
zu  betrachten.     Die  Quadrate  der  n  ersten  dieser  Zahlen  sind 
nach  dem  Modul  p  incongruent;  denn,  wenn  a,  h  zwei  Zahlen 
der  Reihe  1,  2,  ...,  n  bezeichnen,  so  ist  die  Congruenz 

a^  =  h\     d.i.     a-  —  h'~0 
oder 

{a  +  &)(«  —  h)  --  0  (mod.  p) 
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nur  unter  der  Voraussetzung  a  =  b  möglich.  Dagegen  geben 
die  Quadrate  der  n  folgenden  Zahlen  w  +  1,  .  .  .,  2n  wieder 
dieselben  Reste  (in  umgekehrter  Reihenfolge),  da 

{n  +  ly  —  n'  =  2n+l=p  =  0  (raod.  p) , 

{n  +  2)2  -  (n  —  1)-^  =  Gw  +  3  =  3j)  EEE  0  (niod.  p) , 
allgemein 

{n  -f  af  —  (w  —  [a  -  l])^  =  2n  (2«  —  1)  +  (2«  —  1) 
=  (2a  —  \)j)  =  0  (m-  d.  p)  ist. 

Ist  a  ein  Rest  von  p^  so  ist  die  Congruenz 
x^  ^a  (mod.  p) 
möglich,  und  wenn  eine  Wurzel  derselben  mit  a  bezeichnet 
wird,  so  ist  eine  zweite  Wurzel  — a^p  —  a  (mod. p) ,  da, 
wenn  a^  ^  a  ist,  auch  ( —  a)^  ^  a  sein  wird.  Mehr  als  zwei 
Wurzeln  kann  aber  die  Congruenz,  da  2)  eine  Primzahl  ist, 
nicht  besitzen,  und  somit  sind  +  «  ihre  einzigen  Wurzeln. 

§  76.  Reste  einer  Potenz  einer  ungeraden  Prim- 
zahl. —  Lehrsatz  I.  Die  Hälfte  der  Zahlen,  die  prim 
zu  p^  und  nicht  grösser  als  ^^  sind,  sind  Reste  von  p^j 
die  Hälfte  Nichtreste. 

Beweis.  Hie  Hälfte  der  cpip'^)  =  {p — l)y~'  Zahlen, 
welche  prim  zu  p^  und  nicht  grösser  als  p^  sind,  sind  kleiner 
als  der  halbe  Modul,  die  Hälfte  grösser.  Es  lässt  sich  nun 
zeigen,  dass  die  Quadrate  derjenigen  dieser  Zahlen,  die  kleiner 
als  der  halbe  Modul  sind,  incongruent  sein  müssen.  Sind 
nämlich  a,  h  zwei  solche  Zahlen,  so  würde  aus  der  Annahme 
o^  ^^  h^  {mod.  p^)  sich  die  Congruenz 

(a  +  &)(«  —  &)  =  0  imod.p^) 
ergeben.  Es  müsste  also  entweder  eine  der  Zahlen  a  -\-  h, 
a  —  h  durch  j/  theilbar  sein,  was  unmöglich  ist,  da  sowohl 
a,  als  auch  h  <C\  p^  ist,  daher  a  -\-  h,  wie  auch  a  —  h  kleiner 
als  p)^  sein  muss;  oder  es  müsste  a  -\-  h  durch  eine  Potenz 
^/  von  p  und  a  —  h  durch  p^— *  theilbar  sein.  Dies  ist  aber 
gleichfalls  unmöglich;  denn  sonst  würde  jede  der  Zahlen  a  -\-  h^ 
a  —  &,  also  auch  ihre  Summe  2a  und  ihre  Differenz  2h  und, 
da  2  prim  zu  jp  ist,  a  und  &  durch  p  theilbar  sein,  was  der 
Voraussetzung  widerspricht.    Die  Quadrate  d('r^-^(^^)  Zahlen, 
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welche  prim  zu  j)  und  kleiner  als  ^j/  sind,  sind  daher  sämmt- 
lich  incongruent. 

Da  nun  die  Quadrate  der  ^  (fd^^)  folgenden  Zahlen  der 
Relation  {p^-  —  «)?  e^  a"  {mod.  p^)  wegen  wieder  dieselben  Reste 
liefern,  so  sehen  wir,  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Zahl  der 
Reste  gleich  der  der  Nichtreste,  nämlich  ^q){p^)  ist. 

Anmerkung.  Wir  überlassen  es  dem  Leser,  den  Satz  durch  Be- 
nutzung der  Indices  zu  beweisen. 

Lehrsatz  IL  Jeder  Rest  von  ^)  ist  auch  Rest  von  p^, 
jeder  Nichtrest  von  ^)  auch  Nichtrest  von  j^'- 

Beweis.  Die  Zahlen,  welche  prim  zu  p  und  nicht  grösser 
als  2^^  sind,  lassen  sich  in  folgen  Je  ])^~^  Reihen  stellen: 

1,  2,  H,  ...,  (i>-l), 
i>+l,i>  +  2,i>  +  3,  ...,  {2p-  1), 

y  —  p  +  1 ,  )i^-  —p  +  2,  y-  — i)  +  3,  .  .  .,  Q/-  —  1) . 

Da  nun  die  Congruenz  x^  ^^  a,  wenn  sie  für  den  Modul 
p  unmöglich  ist,  gewiss  auch  für  den  Modul  p^-  unmöglich 
sein  wird,  da  also  ein  Nichtrest  von  p  auch  ein  Nichtrest  von 
p^  ist,  so  müssen  alle  Reste  von  j)^  sich  unter  den  Resten  von 
p    vorfinden.      Nun    besitzt  p    in    jeder    der    obigen    Reihen 

^^^     Reste,    also   in   allen    Reihen    zusammen  -^  Q> —  1) p^~^ 

Reste.  Wäre  einer  dieser  Reste  Nichtrest  von  p''-,  so  würde 
p^  weniger  als  ^(j) —  l)ji/~^  Reste  haben,  was  dem  vorher- 
gehenden Satze  widerspricht.  Es  ist  also  auch  jeder  Rest  von 
2^  ein  Rest  von  p^. 

Aufgabe.  Es  sind  die  beiden  Wurzeln  +  a  der  Con- 
gruenz x^  EE.  r  (mod.  p))  gegeben.  Mau  soll  daraus  die  Wur- 
zeln der  Congruenz  x^  ^r  (mod.  p'^)  herleiten. 

Wir  behandeln  zunächst  die  Congruenz  x^  "^  r  (mod.  j/'), 
deren  Wurzeln  offenbar  von  der  Form  +ttH-i>y  sein  müs- 
sen.    Es  ist  nun 

(+  a  +  pyY  =  d'  +  2apy  +  ff 
oder,  da  dieser  Ausdruck  ^»'(mod. jir)  sein  soll, 
d'-  +  2apy  ^  r  (mod.  p^') . 

Nun    ist    aber   a^  B    r  (mod.  j>),    also    etwa    «*  =  r -f"  ^'i'; 
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uud  durch  Einsetzung  dieses  Werthes  geht  die  vorhergehende 
Congrueuz  über  in 

hp  +  2apy  ^  0  (mod.^^) 
oder 

^  dz    2ai/ ^  0  (mod.  p). 

Da  2«  prim  zu  p  ist,  so  ist  diese  Congruenz  stets  mög- 
lich und  liefert,  des  Zeichens  +  wegen,  zwei  Werthe  von  y, 
einen,  welcher  dem  oberen  und  einen  zweiten,  welcher  dem 
unteren  Zeichen  entspricht,  so  dass  wir  für  die  Congruenz 

x^  ^r  (mod.  p^) 
zwei  Lösungen  +  h  erhalten. 

Um  weiter  die  Congruenz  x^  ^r  (mod.  p^)  zu  lösen,  deren 
Wurzeln  von   der  Form  +  &  -|-  p^y  sein  werden ,    setzen  wir 

(4-  h  -{-  p^yY  ^  r  (mod.^^) 
und  erhalten 

W  +  2hp^y  -\-  p'^y^  ^  r  (mod.  j/) 

oder,  weil  h^  ^r  (mod.^^),  etwa  V^  =  r  -\-  h' p^  ist, 

l'  +  2&y  EEEO(mod.i?). 

Hieraus  ergeben  sich  wieder  zwei  Werthe  von  y,  welche 

zu  zwei  Lösungen  der  vorgelegten  Congruenz  führen. 

So  fortfahrend  löst  man   die  Congruenz  x^  ^  r  (mod.  ^/) 

für  jeden  gegebenen  Werth  von  A  uud  überzeugt  sich  zugleich, 

dass  dieselbe  immer  zwei  Wurzeln  besitzt,  wofern  nur  r  ein 

Rest  von  p  ist. 

Beispiel.     Die  Congruenz  x^  ^2  (mod.  7)  hat  die  beiden 

Wurzeln  +  3.     Es  soll  die  Congruenz 

x'  =  2  (mod.  V) 

gelöst  werden.     Wir  setzen  zunächst 

{±^  +  lyf  =  2  (mod.  V) 

und  erhalten  der  Reihe  nach 

+  42^/  =  -  7  (mod.  7^) , 

+    6«/  =  — lE=6(mod.  7), 

y  =  ±\  (mod.  7), 

+  3  +  72/  =  ±3  +  7  =  +10  (mod.  7^). 

+  10  sind  also  die  Wurzeln  der  Congruenz  x~  -—  2  (mod.  7^). 

Wcrtheim,  Zahlentheorie.  12 
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Weiter  setzen  wir 

(+  10  4-  VyY  =  2  (mod.  7^) 
und  erhalten 

+  20  -V-y^  —  98  (mod.  7^) , 

+  20^  =  —  2  (mod.  7) , 
2/E=  + 2(mod.  7), 
+  10  +  72?/  =  +  10  +  98  =  +  108  (mod.  7-'^) . 
+  108  sind  also  die  Wurzeln  von  x^  ^2  (mod.  7^) . 
Endlich  setzen  wir 

(+  108  +  Vyf  ^  2  (mod.  7-^) 
und  erhalten 

+  216-73«/=-  llG62(mod.  7*j, 

±2lQy  =  ~  34  (mod.  7), 
«/  =  +  1  (mod.  7) , 
+  108  +  Vy^±  108  +  343  =  +  235; 
also  xsind  +  235  die  Wurzeln  der  Congruenz 
x^  =  2  (mod.  7'^) . 
§    77.     Mittel    zu    entscheiden,    ob    eine    gegebene 
Zahl  Rest  oder  Nichtrest    einer    ungeraden  Primzahl 
oder  einer  Potenz  einer  solchen  sei. 

Lehrsatz  I.     Für   jede    beliebige    primitive    Wurzel 

\onp^,  wo  p  eine  ungerade  Primzahl  und  k  eine  ganze 

positive  Zahl  ist,  hat  die  Zahl  j^)^  —  1  den  Index  \^{p^). 

Beweis.     Wird  die  primitive  Wurzel  mit  g  und  der  Index 

von  p^  —  1   mit  x  bezeichnet,  so  ist 

g"  ^p^  —  1  ^  —  1  (mod.  j/), 
also 

5f^^  ^  +  1  (mod.  ]/)  . 

Daher  muss  nach  dem  Fermat'schen  Satze  2x  ein  Viel- 
faches von  (p{p^),  also  x  ein  Vielfaches  von  -2  9>(i>^)  sein. 
Es  ist  somit 

x^E^  95(2/)  [mod.  (p{p')\ . 

Lehrsatz  II  (Umkehrung).  Die  Zahl,  welche  den  Index 
\q>(p^-)  hat,  ist  ^)^  —  1. 

Beweis.  Wird  die  Zahl,  deren  Iudex  für  eine  primitive 
Wurzel  g  gleich  ^(p{p'')  ist,  mit  x  bezeichnet,  ist  also 
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gi<p(p'-]  ^x  (mod.  j)^), 

so  ergiebt  sich  q'p^p  ^  ^x^  oder,  da  g'^'^-i'  '  ^  1  ist, 

x^  ^1  (raod.y). 

Diese  Congruenz  hat  die  beiden  Wurzeln  +1,  und  da  sie 
nach  dem  vorigen  Paragraphen  überhaupt  nur  zwei  Wurzeln 
besitzt,  so  sind  dies  ihre  einzigen  W^irzeln.  Es  kann  aber  x 
nicht  ^  -|-  1  sein,  da  g  eine  primitive  Wurzel  von  p^  ist, 
also  erst  die  90  (p^)*®,  nicht  schon  die  ^9(p^)*°  Potenz  von  g 
den  Rest  -\-  1  geben  kann.     Daher  ist 

X  =  —  \^p^  —  1  (mod.  p^)  . 

Lehrsatz  III.   Bezeichnet  a  einen  Rest,  h  einen  Nicht- 
rest  von  p^,  so  ist 

ahvip^)  =  +  1 ,     h^'Pip^)  EEE  -  1  (mod. p'-) . 

Beweis.     Da  a  ein  Rest  sein  soll,  so  ist  sein  Index  eine 
gerade  Zahl  2m,  also 

a  ^  g^"'  (mod.  p'-) , 
und  daraus  folgt 

ah^>{ph  ^  gm<f[i>^)  ^  -f-  1  (mod.  p^)  . 

Da  andererseits  h  ein  Nichtrest  sein  soll,  so  ist  sein  Index 
eine  ungerade  Zahl  2m -\-  1,  und  aus  der  Annahme 

})^(fr,i  +  t  ^g^>n  .  g  (mod.  y) 

folgt 

})\<pii^')  -EU  gm(p{ph  .  g^ipiph  ^  —  1  (mod.  p^)  . 

Lehrsatz  IV.   (ümkehrung).    Eine  Zahl  a  ist  Rest  oder 
Nichtrest  von  y,  je  nachdem 

a^vii'^)  =  -}-  1  oder  =  —  1  (mod.^)  ist. 

Beweis.    Wird  der  Index  von  a  für  die  primitive  Wurzel 
g  mit  X  bezeichnet,  so  ist 

w^g^  (mod.  j}^) , 
also 

a-2'/'("^)  =  <7^''"'''\mod.i90- 
Ist    dieser   Ausdruck  ^ -f-  1,   so   ist  -ir  fpiv')    ein    Viel- 

12* 
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faclies  vou  (fijy''),  also  —  ein  Vielfaches  von  1,  d.  h.  x  eine 
gerade  Zahl  und  a  ein  Rest  von  p^. 

X  ) 

Ist  dagegen  g^  ^^-  —  1,  so  muss  x  ungerade,  also  a 
ein  Nichtrest  sein,  da  die  Annahme,  x  sei  gerade, 

liefern  würde. 

Der  letzte  Satz  lehrt  entscheiden,  ob  eine  vorgelegte  Zahl 
Rest  oder  Nichtrest  einer  ungeraden  Primzahl  oder  einer 
Potenz  einer  solchen  sei.  Freilich  führt  seine  Anwendung  zu 
so  grossen  Zahlen,  dass  er  praktisch  kaum  brauchbar  ist. 

Man    beachte,    dass    -^-^pQ/)  =  \{p  —  1)^"^    und,    wenn 

A  =  1,  \tp{p)  =^^  ist. 

Den  für  den  Modul  j/  genommenen  Rest  des  Ausdrucks 
a^<p(p  )   bezeichnet    man   nach  Legendre  (Theorie  des  nombres, 

IL  partie,  135)  durch  das  Symbol  (-7)5  dasselbe  hat  also  den 

Werth  -\-  1  oder  —  1 ,  je  nachdem  a  Rest  oder  Nichtrest 
von  p^-  ist. 

§  78.  Produkte  von  Resten  und  Nichtresten.  — 
Ob  eine  zusammengesetzte  Zahl  Rest  oder  Nichtrest  einer 
ungeraden  Primzahl  oder  einer  Potenz  einer  solchen  sei,  hängt 
von  der  Beschaffenheit  ihrer  Factoren  ab.  Die  Frage  ent- 
scheidet immer  der  folgende 

Lehrsatz.  Das  Produkt  zweier  Reste  einer  un- 
geraden Primzahl  oder  einer  Potenz  einer  solchen 
ist  ein  Rest,  das  Produkt  eines  Restes  in  einen  Nicht- 
rest ein  Nichtrest,  das  Produkt  zweier  Nichtreste 
endlich  ist  ein  Rest. 

1.  Beweis.  Es  seien  erstens  a  und  &  zwei  Reste  vou 
y-,  etwa  a^  ^^a,  ß^  "^^^  h,  so  ist  {aßY  ^  ah  (mod.  p^),  d.  h.  ah 
ein  Rest  von  j|A 

Zweitens  sei  a  ein  Rest,  &  ein  Nichtrest  von  p)'-  Sind 
dann  «,  ß,  y,  .  .  .,  d  sämmtliche  ^q)(p^)  Reste  vou  p'-,  so  sind 
die  Produkte  aa,  aß,  ay,  .  .  .,  ad  siimmtlich  incougruent, 
und   jedes    ist   nach  dem  ersten  Theil    des   Satzes    ein    Rest} 
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daher  besitzt  p^  keinen  Rest,  der  sich  nicht  unter  diesen  Pro- 
dukten vorfindet.  Da  nun  ah  keinem  dieser  Produkte  con- 
gruent  sein  kann,  so  ist  ah  ein  Nichtrest. 

Drittens  seien  a  und  h  Nichtreste.  Werden  dann  alle 
Reste  von  p^-  mit  a  multiplicirt,  so  stellen  die  erhaltenen  Pro- 
dukte aa,  aß,  ay,  .  .  .,  ad  sämmtliche  Nichtreste  von  j/  dar, 
und  da  ah  keinem  dieser  Produkte  congruent  sein  kann,  so 
muss  ah  ein  Rest  sein. 

2.  Beweis.  Es  sei  g  eine  primitive  Wurzel  von  p^  und 
a^g" ,  h^g^ ,  so  ist 

ah  ^  g"'^?  (mod.p^) . 
Sind  nun  a  und  h  Reste,  also  a,  ß  gerade  Zahlen,  so  ist 
auch  a  -\-  ß  gerade,  d.  h.  ah  ein  Rest,  Ist  a  ein  Rest,  h  ein 
Nichtrest,  so  ist  a  gerade,  ß  ungerade,  also  a  -\-  ß  ungerade, 
d.  h.  ah  ein  Nichtrest.  Wenn  endlich  a  und  h  Nichtreste, 
also  a  und  ß  ungerade  sind,  so  ist  a -{- ß  gerade,  d.  h.  ah 
ein  Rest. 

3.  Beweis.     Es  ist 

a^W-)  .h^'P^i^-^  =  {ahf'P^i'-^ , 
und  dies  Produkt  hat  für  den  Modul  p^-  den  Rest  -{-  1,  wenn 
jeder  Factor  ^  -{-  1    oder  ^  —  1   ist;    das  Produkt   ist  da- 
gegen ^  —  1,    wenn    der    eine  Factor    ^  -{-  1,    der    andere 
=  —  1  ist. 

Der  eben  bewiesene  Satz  lässt  sich  in  folgender  Weise 
verallgemeinern : 

Ein  Produkt  ist  Rest  oder  Nichtrest  von  p'-,  je 
nachdem  es  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von 
Factoren  enthält,  die  Nichtreste  sind. 

Anmerkung.  Bei  Anwendung  des  Legendre'schen  Sym- 
bols wird  dieser  Satz  durch  die  Formel 

C-i?-0 -(?)(?) -(7) 

ausgedrückt. 

Beispiel.     Die  Zahl  49  hat  die  Reste 
(1)  1,  2,  4,  8,  9,  11,  15,  IG,  18,  22,  23,  25,  29, 

30,  32,  36,  37,  39,  43,  44,  46, 
die  Nichtreste 
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(2)  3,  5,  6,  10,   12,  13,  17,  19,  20,  24,  26,  27, 

31,  33,  34,  38,  40,  41,  45,  47,  48. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  man  durch  Multiplication 
zweier  Glieder  der  Reihe  (1)  wieder  ein  Glied  von  (1),  durch 
Multiplication  eines  Gliedes  von  (1)  mit  einem  Gliede  von  (2) 
stets  ein  Glied  von  (2),  endlich  durch  Multiplication  zweier 
Glieder  von  (2)  ein  Glied  von  (1)  erhält. 

§  79.  Reste  der  Potenzen  von  2.  —  Für  den  Modul 
2  ist  jede  ungerade  Zahl  ^  1,  also  ein  Rest.  Nichtreste  giebt 
es  in  diesem  Falle  nicht,  und  die  Congruenz  x'  ^  l  (mod.  2) 
hat  die  eine  Wurzel  -f-  1  ^  —  1  (mod.  2). 

Wenn  der  Modul  4  ist,  so  müssen,  da  a  als  prim  zum 
Modul  vorausgesetzt  wird,  die  Wurzeln  der  Congruenz 

x^  ^a  (mod.  4) 
ungerade  sein.     Nun  ist  für  jede  uugerade  Zahl  2n  -\-  1 

(2w  +  1)'"^  =  4«2  -{-  4w  +  1  =  1  (mod.  4) , 
und  daher  ist  a  Rest  von  4,  wenn  es   die  Form  4n  -f"  1  l^'^^i 
in    diesem    Falle    hat    die    Congruenz    x^  ^  a  (mod.  4)    zwei 
Wurzeln,    nämlich   -}-  1   und   —  1.     Wenn   a  von  der  Form 
4n  +  3  ist,  so  ist  es  Nichtrest  von  4. 
Da  weiter 

(4w  +  1)2  =  16w2  +  8m  -j-  1  =  1  (mod.  8) 
ist,  also  das  Quadrat  jeder  ungeraden  Zahl  für  den  Modul  8  den 
Rest  1  giebt,  so  ist  die  Congruenz  x^  ^  a  (mod.  8)  nur  mög- 
lich, wenn  a  die  Form  8n  -\-  1  hat.  Es  sind  also  die  Zahlen 
der  Form  Sn  -\-  l  Reste,  die  Zahlen  der  Formen  8n  -{-  3, 
8n-{-5,  8n-j-7  Nichtreste  von  8,  und  wenn  a  ^  1  (mod.  8) 
ist,  so  hat  die  Congruenz  x^  ^  a  (mod.  S)  die  vier  Wurzeln 
+  1 ,  +  3. 

Endlich  wollen  wir  noch  die  Congruenz 
x^  =  a  (mod.  2") 
betrachten,  in  welcher  je  >  3  vorausgesetzt  wird.  Dieselbe  ist 
nur  möglich,  wenn  zugleich  die  Congruenz  a;"  ^  a  (mod.  8) 
möglich  ist,  wenn  also  a  die  Form  8w  -|-  1  hat.  Wir  wollen 
jetzt  zeigen,  dass  diese  Bedingung  nicht  bloss  erforderlich, 
sondern  auch  hinreichend  ist,  d.  h.  dass  jede  Zahl  8n  +  1 
Rest  von  2"  ist.    AVir  führen  diesen  Beweis,  indem  wir  zeigen, 
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dass  die  Zahl  a  Rest  von  2'+^  ist,  wenn  sie  Rest  von  2"  ist. 
Es  sei  also  a  eine  Wurzel  der  Congruenz  x^  ^  a  (mod.  2'), 
etwa  a^  =  a  -\-  Je  .  2*',  wo  Ic  eine  ganze  Zahl  bezeichnet. 

Setzen  wir  dann  x  =  a  -{-  2^~^y,  so  ergiebt  sich 
x^  =  ft2  _|_  2^ay  +  2^'-hf  =  «  -f  7j .  2» -f  2'ay  +  2^''^y^ . 

Soll  nun  die  Congruenz  x^  ^a  (mod.  2'+^)  bestehen,  so 
muss,  da  hier  2v  —  2>v-f-l  ist, 

a  +  h  .2''  -\-2'ay  =  a  (mod.  2'+^) 
oder  li  -\-  ay^O  (mod.  2) 

sein.  Da  a  ungerade  ist,  so  ist  diese  Congruenz  stets  möglich 
und  hat  eine  einzige  Wurzel.  Jede  Wurzel  der  Congruenz 
a?  ^a  (mod.  2*)  liefert  also  eine  Wurzel  derselben  Congruenz 
für  den  Modul  2'+^,  oder  a  ist  Rest  von  2'+^,  wenn  es  Rest 
von  2^  ist.  Da  nun  jede  Zahl  ^n  -\-  \  Rest  von  2^  ist,  so 
ist  sie  auch  Rest  von  2^,  u.  s.  w.,  allgemein  von  2''- ,  wo  ;«  >  3 
vorausgesetzt  wird.  Nun  ist  \  der  unter  2^  liegenden  2''"^ 
ungeraden  Zahlen  von  der  Form  8?«  -f~  l?  daher  hat  2^  in 
dem  betrachteten  Falle  2'''~^  Reste  und  3  •  2^^""^  Nichtreste. 

Da  die  Congruenz  x^  ^a  (mod.  8),  wenn  sie  überhaupt 
möglich  ist,  vier  Wurzeln  besitzt,  und  da  jede  derselben 
eine  Wurzel  der  Congruenz  x^^a  (mod.  16)  liefert,  so  er- 
kennen wir,  dass  auch  letztere  und  allgemein  jede  Congruenz 
x^  ^  a  (mod.  2'''- ,  :)<  >  3)  vier  Wurzeln  besitzt.  Die  Ermittlung 
derselben  bietet  nach  dem  Vorhergehenden  keine  Schwierigkeit. 

Aufgabe.  Es  soll  die  Congruenz  x^  ^  33  (mod.  256)  ge- 
löst werden. 

I.  a;'  =  33  (mod.  8)  hat  die  Wurzeln  +1,  +3. 

Für  a  =  +  1  ist  «2  ==  1  =  33  _  4  .  8,  also  /c  =  —  4. 

Wird  dann  a;  =  +  1  -{-  4y  gesetzt,  so  erfordert  die  Con- 
gruenz (+  1  +  4?/)"  =Er  33  (mod.  16),  dass 
—  4  +  ?/  EE  0  (mod.  2) , 
also  y  ^-^0  (mod.  2),  a;  ^  +  1  (mod.  8)  sei. 

Für  a  =  +  3  ist  a-  =  9  ==  33  —  3  •  8,  also  /j  =  ~  3. 

Wird  dann  a;  =  +  3  -f-  4i/  gesetzt,  so  ergiebt  sich  aus 
der  Congruenz  (+  3  -}-  4yy  ^  33  (mod.  16),  dass 

—  3  +  3^  =  0  (mod.  2), 
also  y=±l  (mod.  2)  und  ic  =  +  3  +  4  =-  +  7  (mod.  8)  ist. 
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Die  Congriienz  x^  ^  33  (mod.  16)  hat  also  die  Wurzeln 

±1;    +7. 

IL  «  =  +  1 ,  «2  =  1  _  33  _  2  .  16,  />;  =  —  2 . 

^  =  ±1  +  8?/,  —  2  4:i/  =  0(mod.  2), 

^  =  0  (mod.  2) ,  a;  =  +  1  (mod.  16) . 

a  =  +  7-,  «2  =  49  =  33  +  1  .  16,  li  =  \  . 

a;  =  +  7  +  8y,  1  +  7i/eziO  (mod.  2) , 

2/  =  + l(mod.2),  a;  =  +  7  +  8  =  + 15  (mod.  16). 
Die  Wurzeln  der  Congruenz  x^  ^  33  (mod.  32)  sind  also 
+  1,  +  15. 

III.  a  =  +  l,a2_x  =  33  —  1.32,/c  =  -l. 
x  =  ±_\-\-  IQy,  —  14:^  =  0  (mod.  2), 

y  =  ±l  (mod.  2),a;  =  +  l  +  16  =  4:17  (mod.  32) . 
a  =  +  15 ,  «'  =  225  =  33  +  6  •  32,  Ä;  =  6 . 
a;  =  +  15+  16?/,  6  +  15?/  =  0,  ^  =  0  (mod.  2), 
a;  =  +  15  (mod.  32)  . 
Die  Wurzeln  der  Congruenz  x^  ^  33  (mod.  64)  sind  also 
±  17,  ±15. 

IV.  a  =  ±  17,  «2  =  289  =  33  +  4-64,  Je  =  4. 

a;  =  +  17  +  32y,  4+  17?/ =  0,  ?/  =  0(mod.  2), 
a;  =  +  17(mod.  64). 

«  =  +  15,  a^  =  225  =  33  +  3-64,  Z:  =  3. 
a;  =  + 15  +  32?/,  3  + 15?/  =  0,  ?/=  + 1  (mod.  2),   , 
a;  =  +  15  +  32  =  +  47  (mod.  64) . 
Die  Wurzeln  der  Congruenz  x^  ^  33  (mod.  128)  sind  also 
+  17,  +47. 

V.  «  =  +  17,  «2  =  289  =  33  +  2-128,  Ic  =  2 . 

a;  =  +  17  +  64?/,  2+  17?/EzO,  2/ =  0  (mod.  2), 
a;  =  +  17  (mod.  128). 

«  =  +  47,  «2^2209  =  33  +  17-  128,  /j  =  17. 
a;  = +  47  +  04?/,   17  +  47?/  =  0,  y  =  ±l  (mod.  2), 
a;= +  47  +  64  =  +  111  (mod.  128). 
Also  hat  die  Congruenz 
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x^  =  33  (mod.  256) 
die  4  Wurzeln  +17,  +111. 

§  80.  Reste  eines  beliebig  zusammengesetzten 
Moduls.  —  Wenn  der  Modul  m  =  2''p^q^'  .  .  .  ist,  wo  p,  q,  .  .  . 
ungerade  Primzahlen,  x,  A,  ^,  ...  ganze  positive  Zahlen  be- 
zeichnen, so  muss  offenbar  eine  Zahl  a,  welche  Rest  von  m 
ist,  auch  Rest  jeder  der  Zahlen  2'^ ,  j/,  5",  . .  .  sein.  Wenn 
also  die  Zahl  a  Nichtrest  einer  einzigen  der  Zahlen  2"-,  j}^ ,  .  .  . 
ist,  so  ist  sie  auch  Nichtrest  von  m.  Wenn  a  umgekehrt 
Rest  jeder  der  Zahlen  2^- ,  p^- ,  ...  ist,  so  muss  sie  auch  Rest 
von  m  sein.     Es  sei  nämlich 

a^  ^a  (mod.  2^) , 

ß^  ^  a  {mod.  p^) , 


wird  dann  eine  Zahl  |  bestimmt,  welche  den  Bedingungen 

I  =  a  (mod.  2") ,  |  =  /3  (mod.^) ,  .  . . 
genügt,  so  ist 

^^  =  a^  =  a  (mod.  2'') ,  l^  =  ß""  =  a  (mod.  ^ ) ,  .  .  . ; 

also  ist  1^  —  a  durch  jede  der  Zahlen  2",  p''-,  .  .  .,  und,  da 
letztere  prim  zu  einander  sind,  auch  durch  das  Produkt  der- 
selben theilbar,  d.  h.  es  ist 

1^  ^  «  (mod.  m)  . 

Um   also   zu   erkennen,   ob   eine  Zahl  a  Rest  von  m  sei,  hat 
man  zu  untersuchen,   ob   sie  Rest  jedes  Primfactors  von  m 
ist.    Nur  wenn  dies  der  Fall  ist,  ist  sie  auch  Rest  von  m. 
Es  ist  nun  auch  leicht  anzugeben,   wie  viele  Wurzeln 

die  Congruenz 

x'^  ^a  (mod.  2''p^q''  . .  .) 
besitzt. 

Die  Congruenz  x^  ^  a  (mod.  2")  hat,  je  nachdem  x  =  1, 
=  2 ,  >  2  ist,  1,  2  oder  4  Wurzeln.  Jede  der  folgenden  Con- 
gruenzen, die  wir  zu  lösen  haben,  ic^  ez:  a  (mod.  j/),  .  ..  hat 
2  Wurzeln,  und  solcher  Congruenzen  sind  Je  vorhanden,  wenn 
]v  ausdrückt,  wie  viele  ungerade  Primzahlen  p,  (?,...  in  m 
enthalten  sind.  Da  wir  nun,  um  alle  Wurzeln  der  vorgelegten 
Congruenz  zu  erhalten,  jede  Wurzel  der  ersten  Congruenz  mit 
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jeder  Wurzel  der  zweiten,  mit  jeder  Wurzel  der  dritten,  u.  s.  w. 
in  der  angegebenen  Weise  zu  conibiniren  haben,  so  erkennen 
wir,  dass  die  Congruenz 

x^  :E±a  (mod.  "I^p^q^'  .  .  .) 
2*,  2  •  2^  =  2^+1  oder  4  •  2^'  =  2^+^  Wurzeln  besitzt,  je  nach- 
dem X  =  \  ,  =2  oder  >  2  ist. 

Aufgaben.    1)  x^  =  13  (mod.  54)  [+11] 

2)  X-  ^  137  (mod.  19G)  [+23,  +  75] 

3)  a;2  =  -  191  (mod.  1296)  [+49,  +  113,  +535,  +  599J 

4)  a;2  =  1  (mod.  210)  [+1,  +29,  +41,  +71] 

5)  x'  =  55  (mod.  95)  [+  25,  +  70] 

6)  a;^  r^  —  11  (mod.  5575  =  25  •  223)  [+  1883,  +  1908] 

7)  x'  =  121  (mod.  552  =  2'  •  3  .  23) 

[+11,  +35,  +103,  +127,  +149,  +173,  +241,  +265] 

8)  a:-  =  5  (mod.  844  =  4-211)  [+65,  +357]. 

§  81.  Der  verallgemeinerte  Wilson'sche  Satz.  — 
Das  Produkt  aller  Zahlen,  welche  prim  zu  m  und  nicht 
grösser  als  in  sind,  ist  ^: —  1  (mod.  m) ,  wofern  m  pri- 
mitive Wurzeln  besitzt;  in  allen  anderen  Fällen  ist 
dasselbe  :ee  +  1  (mod.  m)  . 

Beweis.  Die  Zahlen,  welche  prim  zu  m  und  nicht  grösser 
als  in  sind,  lassen  sich  in  zwei  Klassen  zerlegen;  die  erste 
Klasse  enthalte  diejenigen  dieser  Zahlen,  welche  der  Congruenz 
x^  ^1  (mod.  in)  genügen,  die  zweite  die  übrigen. 

Was  nun  die  Zahlen  der  zweiten  Klasse  betrifft,  so  kann 
man  dieselben  in  Paare  von  je  zweien  ordnen,  so  dass  das 
Produkt  der  Zahlen  jedes  Paares  zz  1  (mod.  in)  sei.  Wenn 
nämlich  a  eine  Zahl  der  zweiten  Klasse  ist,  so  lässt  sich  stets 
eine  und  nur  eine  Zahl  h  bestimmen,  welche  der  Congruenz 
ab  ^  1  (mod.  m)  genügt,  und  diese  Zahl  muss  von  a  ver- 
schieden sein,  da  a  sonst  der  Voraussetzung  zuwider  in  die 
erste  Klasse  gehören  würde.  Das  Produkt  aller  Zahlen  der 
zweiten  Klasse  ist  daher  e^  1  (mod.  in),  und  somit  hat  das 
Produkt  aller  Zahlen,  welche  i)rini  zu  in  und  nicht  grösser 
als  in  sind,  für  den  Modul  m  denselben  Rest,  wie  das  Produkt 
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aller  Zahlen  der  ersten  Klasse,  d.  i.  das  Produkt  aller  Wurzeln 
der  Congruenz  x^  ^  1  (mod.  m). 

Diese  letzteren  lassen  sich  nun  gleichfalls  in  Paare  von 
je  zweien  ordnen,  aber  so  dass  das  Produkt  der  Zahlen  jedes 
Paares  ^  —  1  (mod.  wi)ist;  denn  wenn  a  eine  Wurzel  derCon- 
grueuz  x^  ^n  1  (mod.  m)  ist,  so  ist  es  auch  —  «,  und  es  ist 

a  '  (—  a)  ==  —  rt^^—  1  (mod.  m) . 
Das  Produkt  aller  in  Rede  stehenden  Zahlen  ist  daher 

^  —  1  (mod.  m) , 
wenn  die  Congruenz  x^  ^  1  (mod.  m)  nur  zwei  Wurzeln  besitzt, 
d.  i.  wenu  m  eine  Potenz  einer  ungeraden  Primzahl,  oder  das 
Doppelte  einer  solchen  Potenz,  oder  gleich  4  ist.  In  allen 
andern  Fällen  hat  die  Congruenz  x^  =i  1  (mod.  m)  nach  dem 
Früheren  2*  Wurzeln,  wo  k^2  ist,  und  dann  ist  das  Pro- 
dukt aller  Zahlen,  die  prim  zu  m  und  nicht  grösser  als  m 
sind,  ^  -f-  1  (mod.  m)  . 

Anmerkung.  Der  erste  Theil  des  Satzes  ergiebt  sich 
durch  Anwendung  der  ludices  leicht  auf  folgende  Weise: 

Es  bezeichne  g  eine  primitive  W^urzel  von  tn,  so  stellen 
die  Potenzen 

9,  9%  9',  •-.,9'^^''^ 
die  Zahlen  dar,  die  prim  zu  m  und  nicht  grösser  als  m  sind. 
Das  Produkt  dieser  Zahlen  ist 

^1  +  2-1 \-'p{m)  --  gll  +  (p{v<)l^cp{m)  __  g^(p{m)  .  qi,ip{m)  ip{m)  . 

gi^<pi»')  ist  aber  ^  —  1,  g'P^'"^  ^  +  1  (mod.  m),  und  somit  giebt 
das  betrachtete  Produkt  den  Rest  —  1. 

§  82.  Ueber  die  Moduln,  für  welche  eine  gegebene 
Zahl  Rest  ist.  —  Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  unter- 
sucht haben,  welche  Zahlen  Reste  eines  gegebenen  Moduls 
sind,  haben  wir  umgekehrt  die  schwierigere  Frage  zu  be- 
handeln, für  welche  Moduln  eine  gegebene  Zahl  Rest  ist. 
Wir  können  uns  dabei  auf  Primzahlmoduln  beschränken,  da 
der  §  80  uns  gelehrt  hat,  dass  eine  Zahl  nur  dann  Rest  eines 
zusammengesetzten  Moduls  ist,  wenn  sie  Rest  jedes  einzelnen 
seiner  Primfactoren  ist.  Da  ferner  der  Modul  2"  in  §  79  seine 
Erledigung  gefunden  hat,  so  bleiben  nur  die  ungeraden  Prim- 
zahlen  zu    ermitteln,   für   welche    die   gegebene  Zahl  Rest  ist. 
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Eine  weitere  Vereinfachung  erfährt  die  Aufgabe  noch 
durch  den  §  78,  in  welchem  gezeigt  ist,  dass  eine  zusammen- 
gesetzte Zahl  Rest  oder  Nichtrest  einer  ungeraden  Primzahl 
ist,  je  nachdem  sie  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Fac- 
toren  enthält,  die  Nichtreste  dieser  Primzahl  sind.  Unsere 
Aufgabe  reducirt   sich   also    auf  die  Beantwortung  der  Frage: 

Für  welche  ungeraden  Primzahlen  als  Moduln  ist  jede 
der  drei  Zahlen  —  1,  +2,  -\-  <j,  wo  q  eine  ungerade  Primzahl 
bezeichnet,  quadratischer  Rest? 

§  83.     Moduln,  für  welche    —  1  Rest  ist.   — 

Lehrsatz.  Die  Zahl  —  1  ist  Rest  aller  Primzahlen 
von  der  Form  An  -\-  1,  Nichtrest  aller  Primzahlen 
von  der  Form  4n  -f-  3. 

1.  Beweis.     Nach  §  77  ist  —  1  Rest  von  p,  wenn 

(-  1)  2    =  +  1 
ist;    dies    erfordert,    dass   — -r —   eine    gerade    Zahl    sei,    etwa 
•i— —  =  2w;  dann  ist  p  =  An  -{-  1. 

Nach   demselben  Paragraphen   ist  —  1    Nichtrest  von  p), 

'—  p-l 

wenn  ( —  1)  ^    ==  —  1  ist;  dies  erfordert,  dass  ^— ^ —   ungerade, 

etwa  —r —  =  2w  -{-  1  sei;  dann  ist  aber  p>  =  An  -\-  3. 

Wenn  umgekehrt  p)  =  Ati  -\-  l   ist,  so  ergiebt  sich 

(-1)^    =  +  1, 
und  wenn  jj  =  4«  +  3  ist,  so  folgt 

P-i 

(-1)^    =-1; 
somit  ist  —  1  für  jede  Primzahl  ^9  =  An  -\-  1  Rest,   für  jede 
Primzahl  p  =  An  -^  S  Nichtrest. 

2.  Beweis.  Nach  §  75  befinden  sich  unter  den  Zahlen 
1,2,  3,  ...,^  —  1  ebenso  viele  Reste  wie  Nichtreste,  näm- 
lich ^^~  Zahlen  jeder  der  beiden  Arten;  daher  wird  das  Pro- 
dukt aller  Zahlen  1,  2,  3,  . . .,  p  —  1  nach  §  78  ein  Rest  oder 
ein  Nichtrest  sein,  je  nachdem  ^—^ —  gerade  oder  ungerade  ist. 
Da  nun  dieses  Produkt  nach  dem  Wilson'schen  Satze 
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^  —  1  (mod.  p) 
ist,  so  ist  auch  —  1  Rest  oder  Nichtrest  von  p,  je  nachdem 
^--- —  gerade  oder  ungerade  ist,  d.  h.  je  nachdem  p  die  Form 

4^+1  oder  4n  -f-  3  hat. 

Zusatz.  Jede  Primzahl  von  der  Form  4n  -{-  1  ist 
die  Summe  zweier  Quadrate,  welche  prim  zu  einan- 
der sind. 

Beweis.  Wenn  ^5  =  4m  -f"  1  ist,  so  ist  —  1  Rest  von  p, 
d.  h.  es  lässt  sich  eine  Zahl  a  von  der  Beschaffenheit  ermit- 
teln, dass  ä^  ^ — l(mod.  jp),  also  a^ -\-  1  durch  p  theilbar 
sei.  Dann  muss  aber  nach  §  37  ^  selbst  die  Summe  zweier 
Quadrate  sein,  und  diese  sind  prim  zu  einander,  weil  ein 
beiden  gemeinschaftlicher  Divisor  auch  in  p  ohne  Rest  auf- 
gehen müsste. 

Auf  welche  Weise  die  Zerlegung  von  ])  in  zwei  Quadrate 
ausgeführt  werden  kann ,  ist  schon  §  37  gezeigt  worden; 
auch  werden  wir  später  auf  den  Gegenstand  nochmals  zurück- 
kommen. 

§  84.  Moduln,  für  welche  +  2  Rest  ist.  —  Die  Zahl 
2  hat,  wie  ein  Durchblicken  der  Index-Tabelle  ergiebt,  einen 
geraden  Index  für  die  Moduln  7,  17,  23,  31,  41,  47,  71,  73, 
79,  89,  97.  Für  diese  Primzahlen,  die  von  den  Formen  8n  -j-  1, 
8n  -\-  1  sind,  ist  also  2  Rest. 

Der  Index  von  2  ist  ungerade  für  die  Moduln  3,  5,  11, 
13,  19,  29,  37,  53,  59,  61,  67,  83.  Für  diese  Primzahlen, 
die  von  den  Formen  8w  -f-  3,  8n  -\-  b  sind,  ist  also  2 
Nichtrest. 

Lehrsatz.  Die  Zahl  2  ist  Rest  aller  Primzahlen  der 
Formen  8«  +  1>  8«  -f-  7,  Nichtrest  dagegen  aller  Prim- 
zahlen der  Formen  8w  -j-  3,  8w  -j-  5. 

Beweis.  I.  Wir  beweisen  zunächst,  dass  2  Nichtrest  aller 
Primzahlen  8m  +  3,  8n  -{-  b  oder,  was  dasselbe  ist,  Nichtrest 
aller  Primzahlen  8m  +  3  ist.  Jedenfalls  ist  der  Satz  für  die 
Primzahlen  unter  100  richtig;  wäre  derselbe  nun  nicht  all- 
gemein gültig,  so  müsste  es  Primzahlen  der  Formen  8m  +  3 
geben  j  für  welche  2  Rest  wäre.  Die  kleinste  dieser  Zahlen 
sei  L  d.  h.   es  sei  t  die  kleinste   Primzahl   einer  der  beiden 
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Formen  8m  +  ^7  fö''  welche  als  Modul  die  Congruenz  x^  ^2 
möglich  ist.  Die  Congruenz  hat  nach  §  75  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Wurzeln,  die  wir  mit  -{- (i  und  — a^it  —  a 
bezeichnen  wollen,  und  von  denen  jede  <  t  ist.  Je  nachdem 
nun  a  gerade  oder  ungerade  ist,  wird  t  —  a  ungerade  oder 
gerade  sein.  Wir  dürfen  daher  eine  der  Wurzeln  als  ungerade 
voraussetzen.  Es  sei  a  ungerade  und  <  t  Da  nun  a  Wur- 
zel der  Congruenz 

x^  —  2  (mod.  t) 
sein  soll ,  so  können  wir  a'  =  2  -\-  tu ,  also  tu  =  ar  —  2 
setzen,  wo  u  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.  Dies  giebt  tu<^a^. 
Es  ist  aber  a  <it,  also  auch  a^  <  ^^;  umsomehr  wird  tu  <  t^, 
also  u  <  /  sein.  Was  ferner  die  Form  von  u  betrifft,  so  ist 
er  von  der  Form  8«  +  1  (das  Quadrat  jeder  ungeraden  Zahl 
hat  diese  Form),  also  tu  =  a^  —  2  von  der  Form  Sn  —  1,  und 
da  t  von  der  Form  8w  +  3  ist,  so  muss  u  die  Form  8^  +  3 
haben. 

Aus  der  Gleichung  a^  ==  2  +  ^'<  folgt  aber,  dass 
a^  ^  2  (mod.  u) 
sein    muss.     Es    wird    also  die    Congruenz    x^  ^2    auch    für 
einen  Modul  u  bestehen,  der  <  t  und  gleichfalls  von  einer  der 
beiden  Formen  8^  +  3  ist. 

Dies  widerspricht,  wenn  u  eine  Primzahl  ist,  der  Voraus- 
setzung, nach  welcher  t  die  kleinste  Primzahl  sein  soll,  für 
welche  2  Rest  ist.  Ist  dagegen  u  eine  zusammengesetzte  Zahl, 
so  muss  diese  wenigstens  einen  Primzahlfactor  v  einer  der 
Formen  8«  +  ^  enthalten,  da  Factoren  der  l^ormen  8m  +  1 
niemals  ein  Produkt  einer  der  Formen  8w  +  3  liefern  können. 
Da  dann  2  auch  Rest  von  v  sein  müsste  und  v  gleichfalls  <  t 
ist,  so  würde  sich  derselbe  Widerspruch  ergeben. 

2  ist  also  Nichtrest  der  Primzahlen  8m  +  3  und  8m +  5. 

IL  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  2  Rest  aller  Prim- 
zahlen 8  m  -j-  7  ist.  Da  —  1  nach  §  83  Nichtrest  dieser  Zahlen 
ist,  so  brauchen  wir  nur  darzuthun,  dass  —  2  Nichtrest  aller 
Primzahlen  8  m  -|-  7  sei.  Statt  dessen  beweisen  wir,  dass  —  2 
Nichtrest  aller  Primzahlen  der  beiden  Formen  8m  +  5,  8m  -j-  7 
ist  (obwohl  wir  dies  für  die  Primzahlen  8m  -|-  5;  fwr  welche 
—  1  Rest  ist,  schon  nach  dem  Vorhergehenden  wissen). 


Congruenzen  zweiten  Grades.  191 

Die  Zahl  5  hat  die  Reste  1,  4,  die  Nichtreste  2,  3^:^:  —  2. 
Also  ist  —  2  Nichtrest  von  5.  Ebenso  ist  —  2  Nichtrest  von  7. 
Wäre  nun  der  Satz  nicht  allgemein  gültig,  d.  h.  gäbe  es  Prim- 
zahlen der  Formen  8n  -{-  b,  Sn  -{-  1 ,  für  welche  —  2  Rest 
wäre,  so  könnten  wir  wieder  die  kleinste  derselben,  t,  wählen 
und  erhielten,   wenn  wir  die  ungerade  Wurzel  der  Congruenz 

x^=  —  2  (mod.  t) 
mit  a  bezeichneten, 

«^  ^  —  2  (mod.  t)  ,     also     —  2  =  a^  —  tu , 
und  hieraus  würde  wieder,  da  a  <it  ist,  u  <  t  folgen.    Weiter 
würde  sich  ergeben,  dass  tc  von  der  Form  Sn  -\-  b  oder  8n  -\-  1 
sein  müsste,  je  nachdem  t  die  Form  8n  -\-  1  oder  S1^  -\-  6  hätte. 
Endlich  würde  aus  der  Annahme  —  2  =  «^  —  tu  noch 

—  2  ^  a^  (mod.  u) 
folgen,  es  müsste  also  —  2  auch  Rest  von  u  sein.  Wenn  u 
eine  Primzahl  ist ,  so  widerspricht  dies  der  Voraussetzung, 
nach  welcher  t  die  kleinste  Primzahl  der  Formen  8w  -}-  5, 
Sn  -}-  1  sein  soll,  für  welche  —  2  Rest  ist.  Ist  aber  u  eine 
zusammengesetzte  Zahl,  so  muss  diese  wenigstens  einen  Prim- 
zahlfactor  v  einer  der  Formen  Sn  -{-  5,  8w  -(-  7  enthalten,  und 
dann  müsste  —  2  auch  Rest  dieses  noch  kleineren  Factors 
sein,  was  ebenfalls  der  Voraussetzung  widerspricht.  Es  ist 
also  —  2  Nichtrest  aller  Primzahlen  8m  -f-  5  und  Sn  -\-  7,  folg- 
lich -f-  2  Rest  aller  Primzahlen  Sn  -\-  1. 

III.  Endlich  haben  wir  noch  zu  beweisen,  dass  2  Rest 
jeder  Primzahl  8m  -|-  1  ist.  Es  sei  g  eine  primitive  Wurzel 
von  8m  -|-  1,  so  ist  nach  dem  Fermat'schen  Satze  {g^'^)'  EE^-f-  1 
und,  weil  g'^^  nicht  ^z  -}-  1  sein  kann,  da  g  sonst  zum  Ex- 
ponenten 4«  gehören  würde,  g^"'  ^  —  1  oder 

g^''  +  1  =  0  (mod.  Sn  +  1). 
Nun  ist 

(/''  +  l)^=//^"  +  2^2»+l, 

also  mit  Rücksicht  auf  die  vorhergehende  Congruenz 

{g^''  +  1)'  =  2g'^  (mod.  ST+'l). 
Daraus  geht  hervor,  dass  2^^"  Rest  von  Sn  -\-  1  ist,  und  da 
g'^^  ein  durch  den  Modul  nicht  theilbares  Quadrat  ist,   so  ist 
auch  2  Rest  von  Sn  -\-  1. 
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Zusatz.  Die  Zalil  —  2  ist  Rest  jeder  Primzahl  der 
Formeu  8n  -{-  1,  Sn  -{-  3,  Nichtrest  dagegen  jeder  Prim- 
zahl der  Formen  8n  -\-  b  und  8n  -f-  7. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  sofort,  indem  man 
-2  =  (-l).2 
annimmt  und  die  in  §  83  und  84   gewonnenen  Resultate  mit 
Rücksicht  auf  §  78  verbindet. 

§  85.  Anderes  Mittel,  zu  entscheiden,  ob  eine 
gegebene  Zahl  Rest  oder  Nichtrest  einer  Primzahl 
sei.  —  Anwendungen.  —  Lehrsatz.  Bezeichnet  a  eine 
Zahl,  die  prim  zu  der  ungeraden  Primzahl  2^  ist,  und 
bildet  man  die  kleinsten  positiven  Reste  der  Produkte 

a,  2a,  3a,  .  .  ,,  — ^— «, 

so  wird  ein  Theil  derselben  <  \p,  ein  Theil  >  \p  sein. 
Wird  die  Anzahl  der  Reste,  die  >  ^i'  sind,  mit  ^  be- 
zeichnet, so  ist  a  Rest  oder  Nichtrest  von  p,  je  nach- 
dem fi  gerade  oder  ungerade  ist. 

Beweis.  Werden  diejenigen  Reste  der  obigen  Produkte, 
welche  <.\p  sind,  mit  ^1,  >"2>  **3>  •  •  •>  ^^^  übrigen  ju.,  die  '>\p 
sind,  mit  J?^,  i?2,  M^,  .  .  .  R^i  bezeichnet,  so  sind  die  Ergän- 
zungen der  letzteren  zum  Modul,  nämlich  p  —  jRj,  p  —  R^, 
p  —  jRg,  .  .  .,  jp  —  Rft  gleichfalls  <.\ p  und  sowohl  unter  ein- 
ander, als  auch  von  den  Resten  i\,  i\,  ^'sj  •  •  •  verschieden; 
denn  die  Congruenz  p  —  Ry.  ^p  —  jR^  würde  die  folgende 
nach  sich  ziehen:  Ry,  ^  Rx  {mo^.  p) ,  und  aus  der  Annahme 
j)  —  Rx^^  rx  würde  Ry  -\-  rx^^  0  (mod.  j))  folgen,  und  beides 
ist  offenbar  unmöglich.     Daher  werden  die  Zahlen 

*\,  ^2,  >'3,  '--,  P  —  Iii>  P  —  I'^2,  ••',  P  —  -ß/. 
in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  den  Zahlen  1,  2,  3, ... ,  —- — 

übereinstimmen,  und  das  Produkt  der  ersteren  muss  gleich 
dem  Produkt  der  letzteren  sein.     Wir  erhalten  also 

r,.r,,r,...{p-R,)ip-R,)...{p-R,)  =  1.2.3-.-^-^ 

und  durch  Weglassung  der  Vielfachen  von  p 

(—  1)"  r^  7-2  ^3 . . .  i?,  J?2  •  •  •■^,"  ^  1  -2 . 3  •  •  •  ^^  (mod.  p). 
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Andererseits  ergiebt  sich,  wenn  wir  das  Produkt  der  Ijetrticli- 
teten  Zahlen  a,  2a,  ...,  ^—z — «dem  Produkt  ihrer  Reste  con- 
gruent  setzen 

1 .  2  .  3  •  •  •  ^^~    a  "    zEit\  r.,  r.^...  R^  R,  .  .  .  11^,  (mod.^j) , 

und  mit  Rücksicht  hierauf  geht  die  vorhergehende  Congruen/, 
über  in 

(—  \y  a  2  =1  (mod.j;) 
oder  in 

p-X 

a   2    =:  (—  1>"  (mod.  p) . 

a  2  ist  also  Ef= -j-  1  oder  ^^^  —  1,  d.  h.  a  ist  Rest  oder  Nicht- 
rest  von  p,  je  nachdem  ^  gerade  oder  ungerade  ist. 

Anwendungen.  I.  Um  zu  ermitteln,  von  welchen  Prim- 
zahlen 2  quadratischer  Rest  ist,  haben  wir  die  Reste  der  Pro- 
dukte 2,  4,  6,  .  . . ,  ^9  —  1  zu  bilden  und  zu  sehen,  wie  viele  der- 
selben kleiner  und  wie  viele  >  yP  ^i^^-  ^^^  wollen  die  letzteren 
von  den  ersteren  durch  einen  Vertikalstrich  trennen.  Jene  Pro- 
dukte lassen  sich  dann,  je  nachdem  ^3  eine  der  vier  Formen  8w  -f-  1> 
8w  -j-  3,  8w  -f-  5,  8«  -}-  7  hat,  in  folgender  Weise  schreiben: 

2,4,  6,...,  4n  I  4«-f  2,  ...,8u 

2,  4,  6, . . . ,  4n  1  4u  +  2, . . . ,  8«,  8n  +  2 

2,  4,  6, .  .  . ,  4«  +  2  1  4w  +  4,  .  . . ,  8m,  8m  -f  2,  8n  -f  4 

2,4,  6,  ...,4w  +  2  I  4w4-  4,  ...,8«-f  4,  8J^-f  G. 

Im  ersten  Falle  sind  also =  2  n  , 

im  zweiten 

-       2  =2n-\-  1, 

im  dritten 

(«^  +  ^)-(^^  +  gJ  =  2n-f  1, 

endlich  im  vierten 

(8n  -f  6)  -  (4n  +  2)  _  ^       ,    ,^ 

2  —  ^W  -i-  Z 

Zahlen  >  v,  d.  h.  2  ist  Rest  der  Primzahlen  8n  -f-  1,  Sn-{-  1, 
Nichtrest  der  Primzahlen  8n  -f-  3,  Sn  -{-  b. 

Wortlieim,  ZaUUuihcoriü.  13 
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II.  Um  zu  ermitteln,  von  welchen  Primzahlen  3  quadra- 
tischer Rest  ist,  bilden  wir  die  Reste  der  Produkte 

15    n    q  lil^^ll 

O,    K),    V,    .  .  .,  2 

und  ermittehi,  wie  viele  dieser  Reste  >  ~  sind.  Nun  kann  p 
eine  der  vier  Formen 

12«+],     \2n-\-6,     12m  4- 7,     12w -f  11 
haben.     Wenn  erstens  j)  =  12«  -\-  1  ist,  so  ist 
3J2^)  =  18,.  • 

die  letzte  zu  betrachtende  Zahl.  Nun  sind  zunächst  die  Pro- 
dukte 3,  6,  9,  ...,  6n  sämmtlich  < -jP?  kommen  also  nicht 
in  Betracht;  dann  folgen  die  Produkte  6n -}- 3 ,  Qn-^-i}, 
...,  12n,  die  sämmtlich  '>  ^  p  sind;  hieran  schliessen  sich 
endlich  die  Produkte  12n  -|-  3,  12«  -}-  6,  .  .  .,  18w,  die  sämmt- 
lich >j|J  sind;  diese  müssen  durch  ihre  kleinsten  positiven 
Reste  2,  5,  ...,  6n —  1  ersetzt  werden,  und  da  diese  letz- 
teren sämmtlich  <  —■  sind,  so  kommen  auch  sie  nicht  in  Be- 
tracht.    Es  sind  also  nur  die  Reste 

6«  +  3,  ..  .,  12n 

grösser  als  ^,  und  da  ihre  Anzahl — -=2n,  also  ge- 
rade ist,  so  ist  3  Rest  jeder  Primzahl  12«  -f-  1. 

Ebenso  zerfallen  für  jede  der  drei  anderen  Formen  von 
})  die  betrachteten  Produkte  in  je  drei  Gruppen,  von  denen 
nur  die    mittlere    die  Reste   enthält,    die   grösser  als  ^  sind. 

Wir  wollen  in  jedem  Falle  diese  mittlere  Gruppe  durch  Ver- 
ticalstriche  von  den  anderen  trennen.  Es  sind  danach  zwei- 
tens für  i?  =  12«  -\-  o  die  Reste  der  in  Rede  stehenden 
Zahlen 

.%  G,  9,  . .  .,  0«  I  6«  +  3,  . .  .,  12«  -f  3  I 

12«  +  G   v:  1,  4,  .  .  . ,  18«  +  (')  ^-  G«  +  1 : 

die  mittlere  Gruppe  enthält 

(12n  +  3)  -  6n  _^  9,^    ,     ^ 
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Glieder;  da  2n  -{-  1  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  ist  3  Nicht- 
rest  jeder  Primzahl  12n  +  5-     Drittens  sind  für 

p  =  12n  -\-  7 
die  Reste  der  in  Rede  stehenden  Zahlen 

3,  6,  9,  . . .,  Gm  +  3  I  6w  +  6,  . . .,  12«  +  6  | 
12«  +  9  —  2,  5,  . .  . ,  18«  +  9  =  6«  +  2 , 
und  da  die  mittlere  Gruppe 

(12W  +  6)-   (6n  +  3)  _  2«  +  1 

also  eine  ungerade  Anzahl  Glieder  enthält,  so  ist  3  Nichtrest 
jeder  Primzahl  12«  -f-  7. 

Wenn  endlich  ])  die  Form  12«  +  11  hat,  so  sind  die 
Reste  der  betrachteten  Produkte 

3,  6,  ..  .,  6«  +  3  1  6«  +  6,  ...,  12«  +  9  | 
12«  +  12  =  1,  4,  . . . ,  18«  +  15  =  6«  +  4, 
und  da  die  mittlere  Gruppe 

(12n  +  9)  -  (Gn  +  3)  _  2«  +  2 

also  eine  gerade  Anzahl  Glieder  hat,  so  ist  3  Rest  jeder  Prim- 
zahl 12«+  11. 

Anmerkung.  Da  die  Zahlen  der  beiden  Formen  12m  +  1, 
12«  +  5  von  der  Form  4«  +  1,  diejenigen  der  beiden  For- 
men 12«  +  7,  12«  +  11  von  der  Form  4«  +  3  sind,  so  er- 
giebt  sich  durch  Verbindung  der  eben  erhaltenen  Resultate 
mit  dem  Ergebniss  des  §  83  der  Satz: 

Die  Zahl  —  3  ist  Rest  aller  Primzahlen  der  For- 
men 12«  +  1,  12«  +  7,  Nichtrest  aller  Primzahlen  der 
Formen  12«  +  5,  12«  +  11. 

§  86.  Der  Reciprocitäts-Satz.  —  Wir  haben  jetzt 
noch  zu  untersuchen,  von  welchen  ungeraden  Primzahlen  p 
eine  gegebene  ungerade  Primzahl  q  Rest  ist.  Diese  Frage 
beantwortet  einer  der  interessantesten  Sätze  der  Zahlentheo- 
rie, der  Reciprocitäts-Satz,  der  sich  folgendermassen  ausspre- 
chen lässt: 

Wenn  2)  und  q  zwei  positive  ungerade  Primzahlen 
sind,  von  denen  wenigstens  eine  die  Form  4«  +  1  hat, 
so  ist  q  Rest  oder  Nichtrest  von  2h  j®  nachdem  p  Rest 

13* 
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oder  Niclitrest  von  q  ist.  Hat  aber  jede  der  beiden 
Zahlen  p,  q  die  Form  4«  +  3,  so  ist  q  Rest  oder  Niclit- 
rest von  p,  je  nachdem  ^j  Nichtrest  oder  Rest  von  q  ist. 
Dieser  Satz  ist  von  Legendre  durch  Induction  gefunden 
worden  (Theorie  des  nombres,  11,  §  6);  erst  Gauss  gelang 
es,  ihn  zu  beweisen.  Gauss  hat  sich  mit  dem  wichtigen 
Satze  lange  beschäftigt  und  nach  einander  sechs  Beweise  des- 
selben gegeben,  denen  später  noch  andere  Beweise  von  Eisen- 
stein, Liouville  u.  A.  gefolgt  sind.  Bei  Anwendung  des 
Legendre'schen  Symbols  lässt  sich  der  Satz  durch  die  Formel 

ausdrücken;  denn  wenn  eine  der  beiden  Zahlen  |),  q  von  der 
Form  4n  -j-  1  ist,    so    hat    die   rechte    Seite   der  Formel   den 

Werth  +  1;  folglich  muss  jedes  der  Symbole  ( — ) ,  i^j  ent- 
weder den  Werth  -f-  1  oder  den  Werth  —  1  haben.  Hat 
aber  jede  der  Zahlen  p,  q  die  Form  4«  -f-  3,  so  ist  die  rechte 
Seite  der  Formel  gleich  —  1,  und  somit  hat  von  den  Sym- 
bolen  (     ),   ( '^  )  das   eine   den  Werth  -}-  1,    das   andere  den 

Werth  —  1. 

Wir  geben  im  Folgenden  zunächst  den  fünften  der  von 
Gauss  veröffentlichten  Beweise  (Bd.  11,  p.  51). 

§  87.  Beweis  des  Reciprocitäts-Satzes.  Um  zu 
sehen,  ob  p  Rest  oder  Nichtrest  von  q  sei,  hat  man  nach  §  85 
die  Produkte 

(1)  ^  p,2p,'^P,^--,^~^'p 

zu  nehmen,  ihre  kleinsten  Reste  für  den  Modul  q  zu  bilden 
und  zu  zählen,  wie  viele  dieser  Reste  grösser  als  -|-  sind;  die 
Anzahl  dieser  letzteren  sei  n. 

Um  zu  sehen,  ob  q  Rest  oder  Nichtrest  von  p  sei,  hat 
man  ebenso  die  Produkte 

(2)  q,  2q,  Sq,   .../^'q 

zu    untersuchen;    von    den   Resten    derselben    seien   v   grösser 

als  ^- 

2 
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Es  ist  dann  p  Rest  oder  Nichtrest  von  q,  je  nachdem  n 
gerade  oder  ungerade  ist,  und  ebenso  q  Rest  oder  Nichtrest 
von  j),  je  nachdem  v  gerade  oder  ungerade  ist. 

Wir  betrachten  nun  statt  der  Reihen  (1)  und  (2)  die 
Reihe  der  Zahlen 

(3)  1,  2,  3,  ...,lO)g-l), 

welche,  da  ihr  letztes  Glied  sowohl  grösser  wie  das  letzte 
Glied  von  (1),  als  auch  grösser  wie  das  letzte  Glied  von  (2) 
ist,  die  Zahlen  der  Reihen  (1)  und  (2)  in  sich  schliesst. 

Unter  den  Zahlen  der  Reihe  (3)  sind  also  zunächst  alle 
in  (1)  enthaltenen  Vielfachen  von  p.  Die  kleinsten  positiven 
Reste  dieser   Vielfaclien  von  p,  für  den  Modul  q  genommen, 

sind   entweder  >  ~  oder  <  -~ ,  und  da  die  Anzahl  der  erste- 

ren    der  Voraussetzung  nach   gleich  n  ist,    so   muss  die  der 

letzteren  ^^ n  sein. 

Ferner  enthält  die  Reihe  (3)  alle  in  (2)  befindlichen. 
Vielfachen  von  q-^  die  Reste  derselben,  für  den  Modul  p  ge- 
nommen, sind  entweder  '>  ^  P  oder  <.  ^  2^ ,  und  da  die  An- 
zahl der  ersteren  der  Voraussetzung  nach  gleich  v  ist,  so  wird 

die  der  letzteren  —z v  sein. 

Was  endlich  die  übrigen  Zahlen   der  Reihe  (3)  betrifft, 

so  befinden  sich  darunter 

solche,  deren  Reste  für  den  Modul  p  kleiner  als  ^p  und  zu- 
gleich für  den  Modul  q  kleiner  als  ^  q  sind;  die  An- 
zahl dieser  Zahlen  sei  a; 

solche,  deren  Reste  für  den  Modul  p  kleiner  als  ^ ])  und  zu- 
gleich für  den  Modul  q  grösser  als  ^  q  sind;  die  Anzahl 
derselben  sei  /3; 

solche,  deren  Reste  für  den  Modul  p  grösser  als  ^p  und  zu- 
gleich für  den  Modul  q  kleiner  als  ^q  sind;  die  An- 
zahl derselben  sei  y;  endlich 

solche,  deren  Reste  für  den  Modul  j3  grösser  als  ^  p  und  zugleich 
für  den  Modul  q  grösser  als  ^  q  sind;  die  Anzahl  der- 
selben sei  ö. 
In  derselben  Weise  kann  man  die  Zalilen  der  an  (3)  sich 

anschliessenden  Reihe 
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(4)  i  {m  +  1),  ■■■,  1>'1-  -J,  1»1  —  2,  pq  —  1  , 

welche  ebenso  viele  Glieder  wie  (3)  enthält,  nach  den  Resten, 
welche  sie  beziehungsweise  für  die  Moduln  2;,  q  geben,  in 
Gruppen  zerlegen.     Da  nun  allgemein 

pq  —  a  iHE  —  a^^p  —  a  (mod,  p) 
und  ebenso 

pq  —  a  =  —  a^q  —  a  (mod.  q) 
ist,  und  da 

p  —  a^  \:P,  je  nachdem  a^\p , 

q  —  «  ^  1  2;  J6  nachdem  a^\  q 

ist,  so  wird  für  jede  Zahl  a  der  Reihe  (3),  deren  Rest  für 
den  Modul  _2J  grösser  oder  kleiner  als  ^p  ist,  die  Reihe  (4)  eine 
Zahl  p  —  a  enthalten,  deren  Rest  beziehungsweise  kleiner  oder 
grösser  als  \p  ist,  und  dasselbe  gilt  hinsichtlich  des  Moduls  q. 

Die  Reihe  (4)  enthält  also 
a  Zahlen,   deren   Reste  für  den  Modul  p  grösser  als  -V])  und 

zugleich  für  den  Modul  q  grösser  als  ^q  sind; 
ß  Zahlen,   deren  Reste   für  den  Modul  j}  grösser  als  \p  und 

zugleich  für  den  Modul  q  kleiner  als  \q  sind; 
y  Zahlen,  deren  Reste   für  den  Modul  p  kleiner  als  ^  p  und 

zugleich  für  den  Modul  q  grösser  als  \  q  sind; 
ö  Zahlen,   deren  Reste   für   den  Modul  p  kleiner  als  \  p  und 

zugleich  für  den  Modul  q  kleiner  als  ^  q  sind. 
Es  sind  also  in  den  Reihen  (3)  und  (4)  zusammen,  d.  h. 
unter  den  Zahlen  von  \  h'i^  pq  —  1  a  -\-  6  Zahlen  vorhanden, 
deren  Reste  für  den  Modul  ])  kleiner  als  ^j;  p,  d.  h.  eine  der 
Zahlen  1,  2,  3,  ...,  \(^p —  1)  sind,  und  welche  gleichzeitig 
für  den  Modul  q  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .,  \  (q  —  1)  zum 
Rest  haben.  Da  nun  die  Anzahl  der  Zahlen,  die  diesen  bei- 
den Bedingungen  genügen,  offenbar  4-  (p  —  1)  •  i-  {<1  —  1)  ist, 
so  erhalten  wir  die  Gleichung 

(I)  a-^ö  =  \{p-l){q-\). 

Unter  den  Zahlen  von  1  bis  pq  —  \  befinden  sich  ebenso 
/3  -}-  7  Zahlen,  welche  für  den  Modul  p  einen  Rest  >  i-  p  ge- 
ben, also  eine  der  \  {p  —  1)  Zahlen  4  (j^  -j-  l)j  •  •  •?  {p  —  1) 
zum  Rest  haben,  und  welche  gleichzeitig  für  den  Modul  q 
eine   der    l  (q  —  1)  Zahlen    i-  (^  +  1),  .  .  .,  q  —  1    /-um    Rest 
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haben.     Da   die   Anzahl    dieser    Zahlen   -^  fp  -  1)  •  \  (q  —  1) 
sein  muss,  so  ist 

(II)  /3  +  r  =  iO^-i)(^y-i). 

Fassen  wir  weiter  die  Zahlen  der  Reihe  (3)  ins  Auge, 
deren  Reste  für  den  Modul  q  grösser  als  ^  q  sind,  so  sind  es 
zunächst  n  Vielfache  von  jj,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen, 
dann  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  noch  ß  -\-  d,  also  im  Gan- 
zen n  -\-  ß  -\-  d  Zahlen. 

Andererseits  sind  dies  folgende  Zahlen  (die  kleinste  der- 
selben, d.  i.  ^  {q  -{-  1),  soll  der  Kürze  wegen  mit  a  bezeich- 
net werden): 

a.  a  -\-  1,  a  -\-  2 ,  .  .  .,  q  —  l , 
«  +  {/,  «  +  2  +  1,  «  +  (/  +  2,  .  .  .,  5  +  g  -  1  , 

; 

I    P  —  ^  ,    jo  —  3         .     .  P  —  ^         ,  1 

«+H— 2;      «  +  — 2~^+  ^'   •  •  •'        2^   ^^  +  ^"~  ^• 

Da  jede  Horizontalreihe  aus  q  —  «  =  t  (^  —  1)  Gliedern 
besteht,  und  da  -— \-  1  =  ^  (p  —  1)  solcher  Reihen  vor- 
handen sind,  so  ist  die  Anzahl  dieser  Zahlen 

(III)  „  +  ,j  +  ä=Hi'-i)(4-i)- 

Ebenso  ergiebt  sich  durch  doppelte  Zählung  der  Zahlen 
von  (3),  welche  für  den  Modul  p  Reste  haben,  die  >  l  p  sind, 

(IV)  v  +  y^d  =  \(p-\){q-l). 

Durch  Addition  der  drei  letzten  Gleichungen  erhält  man 

(V)  2/3  +  27  +  2d  +  n  -f  I.  =  f  (p  -  1)  {q  -  1), 

und  daraus  entnehmen  wir  Folgendes:  Wenn  eine  der  Zahlen 
p,  q  die  Form  An  -{-  \  hat,  so  ist  die  rechte  Seite  von  (V) 
eine  gerade  Zahl,  also  muss  auch  die  linke  und  somit  n  -\-  v 
gerade  sein;  in  diesem  Falle  sind  also  n,  v  beide  gerade  oder 
beide  ungerade,  oder  q  ist  Rest  von  p,  wenn  p  Rest  von  q 
ist,  und  q  ist  Nichtrest  von  p^  wenn  p  Nichtrest  von  q  ist. 
Hat  dagegen  jede  der  Zahlen  p,  q  die  Form  4n  -f-  3,  so 
ist  die  rechte  Seite  von  (V)  eine  ungerade  Zahl;  daher  muss 
auch  die  linke  Seite  und  somit  n  -\-  v  ungerade  sein;   das  ist 
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aber  nur  möglich,  wenn  eine  der  Zahlen  n,  v  gerade,  die  an- 
dere ungerade  ist;  in  diesem  Falle  ist  also  q  Nichtrest  von 
p,  wenn  p  liest  von  ([  ist,  und  q  liest  von  p,  wenn  p  Nicht- 
rest von  q  ist. 

§  88,  Eisenstein's  geometrischer  Beweis  des  Re- 
ciprocitätssatzes  (Grelle,  Journal,  Bd.  28).  —  Es  sei  p  eine 
positive  ungerade  Primzahl,  a  der  Complex  der  Zahlen  2,  4, 
6,  .  .  .,  ^j  —  1  und  q  eine  beliebige  durch  p  nicht  theilbare 
ganze  Zahl.  Wir  bilden  die  für  den  Modul  p  offenbar  incon- 
gruenten  Produkte 

2q,  4q,  Gq,    ...,  {p  -  1)  q 
und  nehmen  deren  kleinste  positive  Reste  für  den  Modul  j). 

Diese  Reste  sind  theils  gerade,  theils  ungerade  Zahlen; 
die  ersteren  gehören  dem  Comj)lex  a  an,  die  letzteren  nicht. 
Ein  gerader  Rest  r  bleibt  unverändert,  wenn  man  ihm  den 
Factor  (—  1)'"  zutheilt;  ein  ungerader  Rest  r  dagegen  wird 
durch  Zutheilung  dieses  Factors  in  eine  negative  ungerade 
Zahl  verwandelt,  also  congruent  einer  geraden  Zahl,  die  eben- 
falls dem  Complex  a  angehört.  Der  Complex  aller  Zahlen 
( —  1)'"  r  wird  also  zusammenfallen  mit  dem  Complex  a,  und 
daher  ist  das  Produkt  aller  Zahlen  ( —  1)''  r  für  den  Modul  j) 
congruent  dem  Produkt  aller  Zahlen  «,  in  Zeichen 
(—  1)-^  77 (r)  =EE  n{a)  (mod. 2>)  . 

Andererseits  ist  das  Produkt  aller  Produkte  qa 

llqd  =^  2q  .  4q  .  6q  .  .  .  (p  —  1)  2  =  (Z  ^     '  ^^"> 

also  ,  da 

qa^r  (mod.^) 
sein  soll,  p;^ 

(/  -  77  a  :^  iJr  (mod.  j)). 

Aus  den  beiden  erhaltenen  Congruenzen  folgt 
P-i 
^2    .  (_  i^-r        i  (mod.jj) 

oder  Pz± 

q2   ^(_ip(mod.iO, 
d.  i.  bei  Anwendung  des  Legendre'schen  Symbols 


{D-^-^y 
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Bezeichnet  nun  E  l^'-j  die  grösste  in  dem  Bruche  —  ent- 
haltene ganze  Zahl ,  so  folgt  aus 


dass 


2Jqa^pZE(^^^)  +  2:r 


ist.     Da  a  gerade  ist,  so  ist  2Jqa  ^  0  (mod.  2);  ferner  ist 

^  E^  1  (mod.  2)  , 
also 

Zr_-i:E  (^A  =  EE  {^A  (mod.  2) 


und 


(f)  =  (-o^"'("^ 


Wenn  q  =  2  ist,  so  liefert  diese  Formel  durch  eine  Be- 
trachtung,  welche  der  in    §  85  augestellten  ganz  ähnlich  ist, 

direkt  den  Werth   des  Symbols  (  -j  • 

Ist  dagegen  q  ungerade,  also  q —  1  gerade,  so  ist 


Setzt  man  nun 


'^  =  E 


(?)  + 


wo  Q  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  und  subtrahirt  diese  Glei- 
chung von  q  =  q,  so  erhält  man 


^        P 


,  i-  i-  <^;-^'  =  <'i  -  1)  -  i'  (^  +  (1  -  P) ; 

es  ist  also  allgemein 

oder,  wenn  rechts  die  gerade  Zahl  2E  (      ]   —   {q  —    1  )    ad- 
75(i''-^")^)^£(';')(mocl.2). 


dirt  wird 
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Danach  ist  also 


E 


(mod.  2)  , 


so  dass  wir 

EEi 

P) 

--'(f) +-(;') +^'(? 

+  ...  +  £m".- 

1)3 

Y 


mod.  2) 
erhalten,  und  wenn  diese  Zahl  mit  ji  bezeichnet  wird,  so  ist 

Wir  denken  nns  jetzt  in  der  Ebene  ein  rechtwinkliges 
Coordinaten-System  gezogen  und  die  ganze  Ebene  durch  Paral- 
lele zu  den  Axen   in   den  Abständen  =  1   in  lauter  Quadrate 

getheilt.  Alle  Ecken  der 
Quadrate,  die  nicht  in 
den  Coordinaten-Axen  lie- 
gen, sollen  Gitterpunkte 
heissen. 

Nimmt  man  auf  einer 
Parallele  zur  y-Axe  einen 
Punkt  y  an  (in  der  Figur 
P),  so  bezeichnet  £■(?/)  die 
Anzahl  der  Gitterpunkte, 
X  welche  zwischen  diesem 
Punkte  und  der  aj-Axe  lie- 
gen (in  der  Figur  4).  Wird  ebenso  auf  einer  Parallelen  zur 
iC-Axe  ein  Punkt  x  angenommen  (in  der  Figur  Q),  so  wird 
E{x)  ausdrücken,  wie  viele  Gitterpunkte  auf  dieser  Parallelen 
zwischen  dem  Punkte  und  der  y-Axe  liegen  (in  der  Figur  G). 
Zeichnet  man  also  in  der  Ebene  eine  Curvc,  deren  Gleichung 
y  =  cp{x)  ist,  SO  bezeichnen  Ecp{\)j  E(p(2),  E(p{3) ,  .  .  .  be- 
ziehungsweise die  Anzahl  der  Gitterpuukte ,  welche  auf  der 
ersten,  zweiten,  dritten,  .  .  .  Parallele  zur  y-Axe  zwischen  der 
Curve  und  der  a;-Axe  liegen,  also 


« 

^^ 

P_ 

"V 

--yT 

^ 

-^ 

s 

N 

/ 

\ 

^^ 

1 

Fig.  1. 
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die  Anzahl  aller  Gitterpunkte  zwischen  der  Curve  und  der 
x-Axe.  Dabei  sind  die  Gitterpunkte,  die  etwa  zufällig  auf  der 
Curve  selbst  liegen,  mitgerechnet  worden. 

Es  sei  nun  AB  diejenige  gerade  Linie,  deren  Gleichung 

y  =  —  x  ist,  WO  ^:>,  q  als  positive  ungerade  Primzahlen  vor- 
ausgesetzt werden.    AD  =  FB  sei  =  p,  AF  =  BD  =  q, 


F 

jj 

j(^ 

^ 

y 

^ 

^ 

'P 

1  ^ 

'^ 

^ 

1^ 

H 

i^ ' 

"tt 

^ 

^ 

^ 

i 

A 


c 


D 


Fig.  2. 


AC^FG  =  \{l^-  1),     AF^CG  =  \{(i-  1). 

Bezeichnet  jetzt  \x,  die  Anzahl  der  Gitterpunkte  zwischen 
AB  und  der  a:;-Axe  bis  zur  Ordinate  GC  incl.  (in  der  Figur 
sind  diese  Gitterpunkte  durch  Sternchen  (*)  ausgezeichnet),  so 

ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  (~j  =  ( —  1)",     Die  Gleichung 

unserer  Geraden  kann  aber  auch 


geschrieben  werden.  Ist  also  v  die  Anzahl  der  Gitterpunkte, 
welche  zwischen  AB  und  der  ?/-Axe  bis  zur  Abscisse  FG  incl. 
liegen    (in   der   Figur   sind   dieselben   durch    kleine  Nullen  (o) 

ausgezeichnet),  so  ist  f  — )   =^  ( —  1)''.     Man  hat  somit 

wo  yt'  -\-  V  die  Anzahl  aller  Gitterpunkte  bezeichnet,   die  dem 
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Rechteck  AEGC  angeliören.  Da  p  ]>rim  zu  q  ist,  so  kauu 
keiner  dieser  Gitterpunkte  auf  AB  selbst  liegen  [nur  für  die 
Werthe  x  =  p,  2p,  3^;,  ...,  denen  die  Werthe  y  =  q,  ^q, 
dq,  .  . .  entsprechen,  wird  man  Gitterpunkte  erhalten,  die  auf 
AB  liegen,  der  erste  derselben  ist  also  B];  die  Anzahl  der 
Gitterpunkte  in  AEGC  ist  demnach 

und  wir  erhalten 

(f)   (f)-!-!)"-'-', 

was  zu  beweisen  war. 

§  89,  Zusammenstellung  der  gewonnenen  Resul- 
tate und  Anwendungen  derselben.  —  Die  in  den  vor- 
hergehenden Paragraphen  gewonnenen  Resultate  setzen  uns 
in  den  Stand,  in  jedem  Falle  mit  Leichtigkeit  zu  entscheiden, 
ob  eine  gegebene  Zahl  a  Rest  oder  Nichtrest  einer  zweiten 
gegebenen  Zahl  m,  d.  h.  ob  die  Congruenz 
x^  ^z  a  (mod.  m) 

möglich  ist  oder  nicht.  Zur  Wiederholung  und  Uebung  avoI- 
len  wir  die  wichtigsten  jener  Ergebnisse  zusammenstellen  und 
einige  Anwendungen  davon  machen: 

I.  Wenn  m  ==  2^- pi^-  5".  .  .  ist,  wo  p,  q,.  .  .  ungerade  Prim- 
zahlen, X,  A,  ^,.  .  .  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen,  so  ist  a 
nur  dann  Rest  von  m,  wenn  es  Rest  jeder  der  Zahlen  2''-,  j/, 
r/',  ...  ist  (§  80). 

IT.  Jede  ungerade  Zahl  a  ist  Rest  von  2,  jede  Zahl  a, 
welche  die  Form  4n  -\-  1  hat,  Rest  von  4,  endlich  jede  Zahl 
a  von  der  Form  8«  -{-  1  Rest  von  2'',  wenn  x  >  2  ist.  Da- 
gegen ist  a  Nichtrest  von  4,  wenn  es  die  Form  -in  -\-  3  hat, 
und  Nichtrest  von  2''  (jt  >  2) ,  wenn  es  eine  der  Formen 

8n  +  3,     8«  -f  5,     8n  +  7 
hat  (§  79). 

III.  a  ist  Rest  von  2^^}  wenn  es  Rest  von  p  ist,  und 
Nichtrest  von  p^,  wenn  es  Nichtrest  von  p  ist  (§  7G),  also 
bei  Anwendung  des  Legendre'schen  Symbols 


(;)-a) 
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IV.  Ein  Produkt  ist  Rest  oder  Nichtrest  einer  ungeraden 
Primzahl  j;,  je  nachdem  es  eine  gerade  oder  eine  ungern  de  An- 
zahl von  Factoren,   die   Nichtreste   sind,    enthält  (§  78),  also 

m  =  G)G)-(7)- 

V.  Es   ist  ( )  =  -\-  1    oder   =  —  1,   je    nachdem    die 

Primzahl  jp  die  Form  4n  -f-  1  oder  An  -\-  3  hat  (§  83). 

VI.  Es  ist  (— j  =  -j-  1  für  die  beiden  Formen  8w  -(-  1, 
Sn  -\-  7  der  Primzahl  |j,  dagegen 

(~j  ==  —  1  für  die  beiden  Formen  8w-j-3,  Sn  -\-  b  von 
P  (§  84). 

VII.  Es  ist  nach  §  86  ({')  ('^J  =  (—  1)  ^  ^  ,  also 
l^-j  =  [^  ) ,  wenn  eine  der  beiden  ungeraden  Primzahlen  die 
Form  4m  -[-  1  hat,  dagegen  i^j  =  —  i^J  ,    wenn    sowohl  |), 

als  auch  q  von  der  Form  4^  +  3  ist. 

I.  Beispiel.  Ist  die  Congruenz  x^  +  §0  ^  0  (mod.  1847) 
möglich?    Ja,  denn 

(w)  -  {^)  {^.)  (M = (-- 1)  (+ ')  (- 1)  - + !■ 

ach  V,  16  ^  4^  uni 


da    (—4)  =  —  1  wach  V,  16  =  4^  und 

\1847/ 


nach  VI  ist. 
II.  Beispiel. 


denn  (^^  =  —  1 ,  da   101  =  8  .  12  +  5  ist,  und 
(löi)  =  (37-)  =  (i?)  =  (37)  (37) 

III.  Beispiel. 

(=s^^)  =  (w)(4)P=(-i)(+iH-i)  = 


+  1; 
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''-•"  i'J)  =  -  1  "-h  V,  (jij)  =  +  1 ,    weil  4  =  2'  ist, 
und 

IV.  Beispiel, 
nun  ist 

und  da  auch 

©  =  +  •   "»''  (7^)  =  +  ^ 

ist,   so  ergiebt  sich  \t^)  =  +  1  . 

V.  Beispiel.        (.»^)  =  (.L)  O^:,)  ^ 
da   nun   (..77)  =  —  1  und 

■(^.)  =  -(f)  =  -f 

=  -  (37)  =  -  (37)  =  -  (s^j  •  (37) ' 
und  da  ferner 

also 

ist,  so  ergiebt  sich 

(m)  =  (- 1)  (-  1)  =  +  1 

VI.  Beispiel. 

{ir\  =  M  VJ_v_^\  =  _  1 . 

\^227y    \^227y  \227^  \^227y         ' 


denn       ( ^  ^  =  +  ^  ' 


(i)=C")=G)=-- 
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Aufgaben.  1)  Zeige,dass  die  Congruenza;^E^365(mod.  1847) 
möglich  ist. 

2)  Ebenso,  dass  x^  ^  195  (mod.  1901)  unmöglich  ist. 

3)  Welchen  Werth  hat  das  Symbol  (^)  ?  [—1] 

4)  Desgl.  das  Symbol  (g^')  ?  [+  IJ 

§  90.  Auflösung  der  rein  quadratischen  Con- 
gruenz  zweiten  Grades.  —  Nachdem  wir  die  Möglichkeit 
einer  Cougruenz  x-  ^  a  (mod.  ni)  erkannt  haben,  liegt  es  uns 
ob,  dieselbe  aufzulösen.  Nach  §  70  dürfen  wir  voraussetzen, 
dass  der  Modul  m  nur  eine  einzige  Primzahl  in  irgend  einer 
Potenz  enthalte.  Der  Fall,  in  welchem  m  eine  Potenz  von  2 
ist,  hat  in  §  79  seine  Erledigung  gefunden,  und  in  §  76  ist 
die  Aufgabe  gelöst  worden ,  die  Wurzeln  der  Congruenz 
x^  ^  a  (mod.  p')  zu  bestimmen,  sobald  die  Wurzeln  derselben 
Congruenz  mod.  p  bekannt  sind.  Wir  dürfen  uns  also  auf 
den  Fall  beschränken,  in  welchem  der  Modul  eine  ungerade 
Primzahl  p  ist.  Das  Verfahren,  das  wir  einzuschlagen  haben, 
ist  verschieden,  je  nachdem  p  die  Form  4w  -}-  3  oder  4n  -\-  1  hat. 

1.  Fall.     Es  sei  p  =  4n-{-  3. 

Da  die  Congruenz  x^^a(mod.pi)  möglich  sein  soll,  so 
muss 

a  "  ,     d.  i.     a-"+i  =  +  1  (mod.j)) 
sein-,  hieraus  folgt 

a^"  +  ^-a,     d.i.     (a^'-^^y  =-{- a  [mod.  p) , 
und  somit  sind  die  W^urzeln 

ic  ^  +  a"+^  (mod.  p) . 
Beispiel.     Die   Congruenz  x^  ^  b  (mod.  11)    ist   möglich, 
da  (^)  =  (^)  =  (1)  =  +  1  ist.     Nun   ist   11=2-4  +  3, 

also  w  =  2,  und  die  gesuchten  Wurzeln  sind 

a;  =  +  53  =  +  125  =  +  4  (mod.  1 1) . 

Wenn  weiter  p  die  Form  Aii  -f-  1  hat,  so  sind  die  Fälle 
p  =  f^n  -\-  1  und  8w  +  5  zu  unterscheiden. 

2.  Fall.     Es  sei  p  =  Sn -{-  5. 

Da  die  Congruenz  möglich  sein  soll,  so  muss 
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P-i 
a  ''  ,     d.  i.     a*"  +  2=  i^     oder     a^«+-  —  1=0, 

d.  h.  (nS-'+i  _  1)  (^„•i'.  +  i  _{_  1)  =  0  (mod.jj) 

sein.     Es  ist  also  entweder 

«2» +  '  —  1=0,    folglich    02"+%    d.i.    (a''  +  i)2  =  ö(mod.i>), 

uud   in   diesem  Falle   hat  die  Cougruenz   die   beiden  Wurzeln 

a.  =  +  a"+ ^  (mod.  p) ; 
oder  man  hat  a-"  +  ^  -f"  1  ^  Oj  ^Iso 

a-»+2  +  a  ^  0  (mod.  p)  . 
Setzt  man   dann  «"+^  =  2/,    also  a^"+^==?/^,   so   ergiebt  sich 
durch  Addition  der  beiden  Congruenzen  x^  ^  a,  2/^^  —  a  (mod.  j») 

x^  -\-  y^  ^^0  (mod.  p)  . 
Da  die  Zahl  j)  von  der  Form  4«  -|-  1  ist,  so  lässt  sie  sich  als 
Summe  zweier  Quadrate  a'  -\-  ß-  darstellen,  die  prim  zu  einander 
sind.    Wir  bezeichnen  jetzt  mit  ^,  n  zwei  vorläufig  unbestimmte 
Grössen;  dann  isb  p  {f  -\-  ir),  d.  i. 
(«2  4-  ß^)  {f  4-  t<2)  =  («^  4-  ßtiy  -f  {au  —  ßf)-  =  0  (mod.p), 

und  wenn  wir  über  t  und  u  so  verfügen,  dass  av  —  ßt  =  y 
wird,  so  geht  diese  Congruenz  über  in 

{at  +  ßnf  +  y-  =  0  (mod.  p)  . 
Der    Vergleich    dieser    Congruenz    mit   a;"  -|-  ^-  ^  0  (mod,  ^) 
lehrt,   dass   x^^ -^~(at -]- ßii)  (mod.^))   ist,    und    dieser    Aus- 
druck enthält  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz. 
Beispiele.  1)  x^  =  20  (mod.  29) . 

[©=(Ä)a)=(Ä) =(?)=(:)=+•]• 

Da  29  =  8  •  3  +  5  ist,  so  ist  n  =  3 ;  wir  haben  also  aus- 
zurechnen, ob  20^  ^  -[-  1  oder  ^  —  1  (mod.  29)  ist.  Es  er- 
giebt sich  der  Rest  -|-  1 ,  also  ist  20^  ^  20 ,  und  die  Con- 
gruenz hat  die  Wurzeln 

rr  =  +  20*  =  +  7  (mod.  29). 
(2)  a;-  =  6(mod.  29). 

[(i)  =  a)a)  =  (-l)(-0  =  +l,..a(|,)=_l,n.d 
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Hier  ergiebt  sich  G^  ^  —  1  (mod.  29),  also  hat,  da 
29  =  52  +  2^ 
ist,   die  Congruenz   die  Wurzeln  rr  ^  +  (5^ -|~  2«)  (mod.  29), 
wüferu  über  t  und  n  so  verfügt  wird,  dass 

5  M  —  2  ^  =  6^  =  20  (mod.  29) 
werde.     Die   Auflösunt^    dieser    Congruenz    liefert    der    Reibe 
nach  (§  25) 

2^  =  5w  +  29/;  —  20, 

t  =  2«  +  Uk  -  10  +  ~^, 
— ~ —  =  •y,  11  =  2v  —  k, 

t  =  5v  -^  12k  -  10, 
also  5^  =  2bv  +  60 /c  —  50, 

2ii==  4:v  —  2k,  ^ 

öt  +  2«  =  29v  4-  5ÖZ;  —  50  =  —  50  =  8  (mod.  29), 
und   somit  hat  die   vorgelegte  Congruenz  die  beiden  Wurzeln 
x  =  ±S  (mod.  29) . 
3.  Fall.     Wenn   endlich  p  =  Sn  -{-  l  ist,  so  lassen  sieh 
die  Wurzeln  der  Congruenz 

x^  ^^a  (mod.  p) , 
die   offenbar   mit  x^  ^  a -{- kp  (mod.  p)   identisch   ist,   nur   in 
der  Weise  ermitteln,  dass  man  die  Glieder  der  Reihe 

a,  a  -\-  p,  a  -\-  2p,  a  -{-  3p,   ... 
berechnet,    bis    man   auf  ein   Glied    stösst,    welches   ein    voll- 
ständiges   Quadrat    «^    ist.     Dann    sind    +  a    die    gesuchten 
Wurzeln. 

Da  a;  <  yI)  vorausgesetzt  werden  kann,  also  a;^,  d.  i.  das 
gesuchte  Quadrat  a  -\-  mp  <  \p^  ist,  so  ist  um  so  mehr 
tnp  <  \p^,  also  m  <  \p,  d.  h.  man  wird  nach  weniger  als 
\p  Versuchen  zum  Ziele  gelangen. 

Beispiele.  1)  x^  =  13  (mod.  17). 

:^)-(^D=(ii)=+i: 

Es  ergiebt  sich  die  Reihe 

13,  30,  47,  G4, 
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also  ist  a;  ^  +  8  (mod.  17). 

(2)  a;2  =  5  (mod.  89) . 

fö) -(:)=(:)=+> 

Mau  erhält  die  Reihe 

5,  94,  183,  272,  301, 
also  ist 

a:  =  +  19  (mod.  89) . 

Anmerkung.  Auch  im  Falle  j)  =  8n  -|-  1  kann  es  vor- 
kommen, dass  die  Wurzeln  der  Congruenz  x^  ^a  (mod.  p) 
sich  direkt  bestimmen  lassen.  Es  sei  p  =  2''q  -{-  i,  wo  q  un- 
gerade  und   ;t  >  3   ist.      Da  a   Rest    von  p   sein   soll,    so    ist 

a  '^  ,  d.  i. 

^2^-1.,^  _^  1  (mod.p). 

In  diesem  Falle  ist  möglicherweise  auch 

(f  =  +  1  , 
und   da  q  ungerade  ist,    so   können   wir   dann    wie    im   Falle 
^9  =  8n  +  5  verfahren. 

Beispiele.  1)   x^  ^  10  (mod.  41) . 

[(r;)=(fi)(;,)=(+M;;) =(")-(;)=+•]■ 

Es  ist  also  10=^",  d.  i.   10i-'^  =  +  1  (mod.  41). 

Nun  ergiebt  aber  die  Rechnung,  dass  10''  ^  -{-  1,  also 
10^^  -\-  10  (mod.  41)  ist;  somit  hat  die  Congruenz  die  beiden 
Wurzeln 

a;  =  +  10^  =  +  16  (mod.  41) . 

2)    X'  =  41  (mod.  73) . 

tej)=(if)=(«)=(^)Q)-+i' 

Es  ist  also  jedenfalls  41='«  =  -f  1  (mod.  73). 

Nun  ergiebt  sich,  dass  schon  41*^  ^  —  1 ,  also 
4110  =_  41  (mod.  73) 
ist.     Wir  setzen  daher  41''  =  y   und  kommen  dadurch   zu  der 
Congruenz  x^  +  ^'"^  ^  0  (mod.  73),   welche,   da   73  =  8"  -\-  3* 
ist,  die  Wurzeln 

a;=    I-  (8^  +  3«)  (mod.  73) 
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hat,  wofern  ttber^,  u  so  verfügt  wird,  dass  8«  —  3t  ^y,  d.  1). 
^  41''  (mod.  73)  werde.  41-''  ist  ^  18,  und  durcli  Auflösung 
der  Congruenz  Su  —  3^^  18  (mod.  73)  ergeben  sich  die  Werthe 

x=±2b  (mod.  73) ; 
dies  sind  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz. 

§  91.  Auflösung  der  Congruenz  x^  ^  a  (mod.  p) 
durch  die  Methode  der  Ausschliessung  (Gauss,  Disqui- 
sitiones,  319  ff.).  —  Das  im  vorigen  Paragraphen  für  den  Fall 
2)  =  8w  -f-  1  angewandte  Verfahren,  welches  natürlich  auch 
für  jede  andere  Form  von  p  eingehalten  werden  kann,  ist 
einer  seine  Brauchbarkeit  bedeutend  erhöhenden  Abkürzung 
fähig,  die  darin  besteht,  dass  man  nicht  alle  Glieder  der  Reihe 

a,  rt  +  iJ ,  «  +  2j|j ,   ... 
bis  zu  einem  Gliede  berechnet,   welches   eine  Quadratzahl    ist, 
sondern  zunächst  von  den  Gliedern,  die  unmöglich  eine  Lösung 
liefern  können,  möglichst  viele  ausscheidet. 

Wir  haben  schon  gesehen,  dass  wir  die  Wurzel  x  der 
vorgelegten  Congruenz,  d.  i.  die  Wurzel  der  unbestimmten 
Gleichung 

X"  =  a  -{-  kp , 

in  welcher  Je  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  als  <  ^p  voraus- 
setzen können.     Dann  ist  x-,  d.  i.  a  -{-  hp  <  \p^,  also 

4  p 

Da  ausserdem  a  -f-  kp  =  x^,  also  positiv  sein  muss,  so  muss 

Z;  > sein,  und  somit  liegt  h  zwischen und   -. 

Es  sei  nun  E  eine  beliebige  zwischen  diesen  Grenzen 
liegende  ganze  Zahl,  die  prim  zu  p  und  >  2  ist,  und  diese 
Zahl  habe  die  Nichtreste  w^,  Wg,  .  .  .,  welche  sämmtlich  als 
verschieden,  d.  h.  in  Beziehung  auf  den  Modul  E  incongruent 
vorausgesetzt  werden.     Wir  bilden  dann  die  Congruenzen 

a  -\-  hp^^n^,  a  -\-  hp^n^,   ■  ■  ■  (mod.  E) , 

welche  beziehungsweise  die  Wurzeln  ky,  Ic^,  ...  haben  mögen, 
die  wir  als  positiv  und  <  E  voraussetzen.  Wenn  wir  nun  für 
k  irgend  einen  Werth  setzen,  welcher  einer  der  Zahlen  /.,, 
k^^   ...    in  Beziehung  auf  den  Modul  E  congruent  ist,  so  wird 

14* 
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der  für  a  -f-  l:p  sich  ergebende  Werth  einer  der  Zahleii  Wj, 
n.,,  .  .  .  cougruent,  also  ein  Niclitrest  von  E,  folglich  jeden- 
fcills  keine  Quadratzahl  sein.  Wir  können  somit  von  den 
Zahlen,  welche  zwischen  den  lur  /i  ermittelten  Grenzen  liegen, 
alle  diejenigen  als  unnütz  ausschliessen,  welche  von  den  Formen 
Ai  +  Et,  k,  -\-  Et,   ...    sind. 

Wählen  wir  weiter  eine  beliebige  andere  Zahl  E'  >  2, 
welche  die  verschiedeneu  (mod.  E'  incongruenten)  Nichtreste 
Wj',  n.J,  ...  haben  möge,  so  gelangen  wir  durch  nochmalige 
Anwendung  des  dargelegten  Verfahrens  zur  Ausschliessung 
aller  Zahlen  der  Formen 

V  +  J5'^  ic.;  -{-E't,  ..., 

wo  /i*i',  h)' ,  •  •  ■  beziehungsweise  die  Wurzeln  der  Congruenzen 

a  -\-  ph'  ^^  «/ ,  a  -\-  p¥  ^  n^,   .  .  .  (mod.  E') 
sind  und  t  eine  unbestimmte  ganze  Zahl  bezeichnet. 

So  können  wir  fortfahren,  bis  die  Anzahl  der  stehen  ge- 
bliebenen Zahlen  so  klein  geworden  ist,  dass  es  bequemer 
scheint,  jede  derselben  in  dem  Ausdruck  a  -f-  hp  an  die  Stelle 
von  h  zu  setzen  und  zu  sehen,  ob  dadurch  eine  Quadratzahl 
entsteht,  als  das  dargelegte  Ausschliessungsverfahren  noch- 
mals anzuwenden. 

1.  Beispiel.  Die  Congruenz  x^  ^  22  (mod.  97)  ist  der 
unbestimmten  Gleichung 

a:^  =  22  +  97/^ 

22 
äquivalent,    und  es  ergeben  sich  für  li,  die  Grenzen  —  —  und 

97         22 

T  —  07 '     ^^    ^^^  Werth    /•  =  0    nicht    in    Betracht   kommt, 

weil  22  keine  Quadratzahl  ist,  so  enthält  das  Gebiet,  das  wir 

zu  betrachten  haben,  die  Zahlen  1,  2,  3,   .  .  .,  24. 

Wir  nehmen   nun   erstens   £'==3  an.     Diese  Zahl  hat 

nur  den  einen  Niclitrest  2,  und  da  die  Congruenz 

22 +  97/.- =  2  (mod.  3) 

die  Wurzel  Ic  ^  1  (mod.  3)  hat,  so  sind  alle  Zahlen  von  der 
Form  1  +  3^,  d.  i. 

1,  4,  7,  10,  13,  IG,  19,  22 
auszuschliessen. 
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Zweitens  nehmen  wir  E  =  4;  diese  Zahl  hat  die  Nicht- 
reste  2,  3,  und  die  Congruenzen 

22  +  97/j  =  2 ,  22  +  97/^  =  3  (mod.  4) 
haben  beziehungsweise  die  Wurzeln 

/t  =  0,  k=l  (mod.  4); 
daher  sind  weiter  alle  Zahlen  der  Formen 

4:t,  4^+1,  also  8,  12,  20,  24  und  5,  9,  17,  21 
auszuschliessen. 

Drittens  nehmen  wir  E  =  6  an;  diese  Zahl  hat  die 
Nichtreste  2,  3,  und  da  die  Congruenzen 

22  +  dlk  =  2,  22  +  97Ä;  =  3  (mod.  5) 
beziehungsweise  die  Wurzeln 

Jc^O,  /l-  =  3  (mod.  5) 

haben,   so  fallen  auch  die  Zahlen  der  Formen  6t  und  3  -f-  5^, 
d.  i.  15  und  3,  18,  23  weg. 

Wenn  wir  jetzt  E  =^  6  annehmen  wollten,  so  würden  wir 
zur  Ausschliessung  von  Zahlen  gelangen,  die  schon  für  JS'  =  3 
in  Wegfall  gekommen  sind;  den  Grund  dafür  v/erden  wir 
weiter  unten  kennen  lernen.  Wir  setzen  daher  viertens 
E  =  1.  Diese  Zahl  hat  die  Nichtreste  3,  5,  6,  und  die  Con- 
gruenzen 

22  +  97/i;  =  3,  22  +  97/^  =  5,  22  +  97/j  =  6  (mod.  7J 

haben  beziehungsweise  die  Wurzeln 

l  =  b,  l~?j,  Ä;  =  2(mod.7). 

Es  sind  also  die  Zahlen  der  Formen  5  +  7^,  3  +  7  f ,  2  +  7^, 
d.  i.  2  auszuschliessen  (die  übrigen  Zahlen  dieser  Formen  sind 
schon  weggefallen).  Da  von  den  24  Zahlen,  um  die  es  sich 
handelte,  jetzt  nur  noch  die  drei  Zahlen  6,  11,  14  stehen  ge- 
blieben sind,  so  verlohnt  es  sich  nicht,  das  Ausschliessungs- 
verfahren nochmals  vorzunehmen.  Die  Einsetzung  dieser  drei 
Werthe  in  22  +  97 /c  an  die  Stelle  von  /.;  liefert  beziehungs- 
weise 604,  1089^  1380.  Die  zweite  dieser  drei  Zahlen  ist  eine 
Quadratzahl,  nämlich  33^;  unsere  Congruenz  a;^  ^  22  (mod.  97) 
hat  also  die  beiden  Wurzeln  a;  ^  +  33  (mod.  97). 
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2.  Beispiel.         x"  =  264  (mod.  367) . 

[264  =  4  •  66 ,  367  =  8  -  45  +  7 , 
also 

/264\  _  /  66  \    /  2  \  /  3  \  /  U  \  _  fz\   /ü\     ,  j 
\367/    \3C7/    \3G7/  \3G7/  \3G7/    \367/  \3Ü7/     '    ' 

(4)=-(f)=-a)=-i 

Wir  beschäftigen  uns  mit  der  Gleichung 
a;2  =  264  +  367 /c 
und  erhalten  für  li  zunächst  die  Grenzen 
264  ,       3G7         264 

"3^7      ""^^       "4-367' 
also   muss,  da  der  Werth  0  wieder  ausgeschlossen   bleibt,  h 
eine  der  Zahlen  1,  2,  3,   .  .  .,  'Jl  sein. 

Nun  werden  durch  die  Wurzel  li  ^  2  (mod.  3)  der  Cou- 
gruenz  264 -|- 367 Ä;  ^  2  (mod.  3)  zunächst  die  30  Zahlen 
der  Form  2  -{-  ?)t,  also 

2,  5,  8,  11,  14,  17,  20,  23,  26,  29,  32,  35, 
38,  41,  44,  47,  50,  53,  56,  59,  62,  65,  68,  71,  74,  77, 
80,  83,  86,  89 
ausgeschlossen,  so  dass  noch  61   Zahlen  zurückbleiben. 

Weiter  haben   die  beiden  Congrueuzen   264 -f- 3(n/.- ^  2 

oder  ^  3  (mod.  4)   beziehungsweise  die   Wurzeln  Ä;  ^  1    und 

li^2  (mod.  4),  und  daher  fallen  auch  die  Zahlen  1  -f  4^  und 

2  -\-  At  weg;  von  den  noch  gebliebenen  sind  dies  die  30  Zahlen 

1,  6,  9,  10,  13,  18,  21,  22,  25,  30, 

33,  34,  37,  42,  45,  46,  49,  54,  57,  58, 

61,  66,  69,  70,  73,  78,  81,  82,  85,  90, 

so  dass  noch  31  Zahlen  zurückbleiben. 

Drittens  lösen  wir  die  beiden  Congrueuzen 
264  +  367 /c  =  2     oder     =  3  (mod.  5) 
und  erhalten  beziehungsweise  die  Wurzeln 

1  =  4:     und     /.■  =  2  (mod.  .5) . 
Daher  sind  auch  die  Zahlen  der  Formen  2  -f-  5/,  4:  -\-  bt  aus- 
zuschliesseu.     Es  sind  dies  die  14  Zahlen 
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4,  7,  12,  19,  24,  27,  39,  52,  64,  67, 
72,  79,  84,  87, 
so  dass  noch  17  Zahlen  zurückbleiben. 

Viertens  fallen,  da  die  drei  Congruenzeu 
264  +  367Ä  =  3     oder     =  5     oder     =  6  (mod.  7) 
beziehungsweise  die  Wurzeln 

Jc  =  4:,]c  =  0,  Jc  =  5  (mod.  7) 
haben,  auch  die  Zahlen  der  Formen  7^,  4  +  7/,  5 -f-  7^  weg; 
es   sind   dies   die    7   Zahlen  28,  40,  60,   63,   75,  88,  91,    so 
dass  noch   10  Zahlen  zurückbleiben. 

So  fortfahrend  scheiden  wir  durch  Benutzung  der  Nicht- 
reste  3,  5,  7  von  8  noch  die  Zahlen  3,  43,  51 ,  durch  Be- 
nutzung der  Nichtreste  von  9  noch  36  und  48,  endlich  durch 
Benutzung  der  Nichtreste  von  11  noch  die  Zahl  76  aus.  Es 
bleiben  dann  noch  die  4  Zahlen  15,  16,  31,  55.  Für  diese 
Werthe  von  Je  wird  der  Ausdruck  264  -f-  367 /^  beziehungs- 
weise gleich 

5769,  6136,  11641,  20449. 

Die  letzte   dieser  Zahlen  ist   =  143^,    und  somit  hat   unsere 
Congruenz  die  Wurzeln 

a;  =  +  143  (mod.  367) . 
Anmerkungen.  1.  Die  Zahlen  E,  E',  . .  .,  die  wir  der 
Reihe  nach  zur  Ausschliessung  der  Zahlen  benutzen,  welche, 
in  den  Ausdruck  a  -j-  hp  an  die  Stelle  von  h  gesetzt,  kein 
(Quadrat  liefern,  nennen  wir  nach  Gauss  die  aussch liessenden 
Zahlen.  Nun  erfolgt  diese  Ausschliessung  durch  Lösung  von 
Congruenzen  a  -f-  Icp  ^  n  (mod.  E),  wo  n  einen  Nichtrest  von 
E  bezeichnet;  jeder  einem  auszuscheidenden  Ic  entsprechende 
Werth  von  a  -}-  hp  ist  daher  gleichfalls  ein  Nichtrest  von  E, 
während  die  durch  diesen  Ausdruck  darstellbaren  Reste  von  E 
nicht  berührt  werden.  Wenn  daher  E  eine  ungerade  Zahl 
ist,  in  welchem  Falle  E  und  2E  dieselben  Reste  und  die- 
selben Nichtreste  haben  (die  Zahl  2  besitzt  keine  Nichtreste), 
so  wird  die  Anwendung  von  2E  als  ausschliessende  Zahl 
keinen  anderen  Erfolg  als  die  von  E  haben.  Hat  man  also 
3,  5,  7,  ...  als  ausschliessende  Zahlen  bereits  benutzt,  so 
können  6,   10^    11^  ...  iil)ergangen   werden. 


216  Siebentes  Kapitel. 

2.  Weiter  ist  ersichtlich,  dass,  weirn  man  nach  einander 
Ej  E'  als  ausschliessende  Zahlen  anwendet,  alle  diejenigen 
Werthe  des  Ausdrucks  a  -\-  Icp  entfernt  werden,  welche  Nicht- 
reste  einer  der  beiden  Zahlen  E,  E'  oder  beider  zugleich  sind, 
so  dass  nur  diejenigen  bleiben,  welche  Reste  jeder  dieser  beiden 
Zahlen  sind.  Da  nun,  wenn  E,  E'  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben,  jene  ausgeschiedenen  Zahlen  sämmtlich  Nichtreste 
und  die  gebliebenen  sämmtlich  Reste  des  Produkts  EE'  sind, 
so  würde  die  Anwendung  dieses  Produkts  als  ausschliessende 
Zahl  nur  solche  Zahlen  entfernen,  die  schon  durch  Anwendung 
von  E  und  E'  beseitigt  sind;  es  würde  also  die  Anwendung 
von  EE'  ganz  überflüssig  sein,  und  wir  sehen  somit,  dass  es 
aenüfft,  nur  Primzahlen  und  Potenzen  von  Primzahlen  zu  aus- 
schliessenden  Zahlen  zu  nehmen. 

§  92.  Die  Congruenz  x^  ^  a  (mod.  m),  wenn  a  nicht 
prim  zu  m  ist.  —  Wir  haben  bisher  immer  vorausgesetzt, 
dass  a  und  m  relative  Primzahlen  seien.  Haben  nun  a  und 
m  einen  von  1  verschiedenen  grössten  gemeinschaftlichen  Divi- 
sor (?,  ist  etwa  a  =  ad,  m  =  ^d,  so  muss,  da  x^  —  a  durch 
7ii  theilbar  sein  soll,  a;^  —  a  sicherlich  auch  durch  d  theilbar 
sein,  also,  da  a  den  Factor  d  enthält,  X'  durch  d  theilbar  sein. 
Wenn  daher  d  =  dj^d.^  ist,  wo  (Zg  durch  keine  Quadratzahl 
theilbar  sein  soll,  so  wird  x  durch  fZ^rfg  theilbar  sein  müssen, 
und  die  vorgelegte  Congruenz  geht  in  Folge  der  Substitution 

x^dyd^y 
über  in 

d^d.^y^  ^  ct.dyd.2  (mod.  ^d^d^  . 

Hieraus  folgt  durch  Division  mit  d^-d.^ 

d.^y'  =  a  (mod.  y)  , 
und  da  a  prim  zu  ^  ist,  so  ist  die  vorgelegte  Congruenz  auf 
eine  andere  von  der  Art  der  bisher  betrachteten  zurückgeführt. 
Hat  man  mittels  der  letzten  Congruenz  y  bestimmt,  so  liefert 
die  Relation  x  =  didoJJ  die  Werthe  von  x. 
Beispiele.     I.  x^  ^  3  (mod.  G) . 

Wir  setzen  x  =  •'>?/  und  erhalten  sofort 
3?/-=        1  (mod.  2), 
y  ^  -h  1  (uioii.  2), 
a;  ^  +  3  (mod.  6) . 
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IF.  x^  =  16  (mod.  28)  . 

Wir  setzen  x  =  2y  und  erhalten 

?/"'  ^  4  (mod.  7)  . 
Es  ist  also 

y  ^  +  2  (mod.  7) 
und 

a;  ^  +  4  (mod.  14), 

so    dass    sich    als    Wurzeln    der    Congruenz    -}-  4    und    +18 

ergeben. 

III.  x^  =  900  (mod.  2475) . 

Da  900  =  2".  32.  5"   und   2475  =  3^-5^.11    ist,   so   ist 
(l  =  32  .  52.  yfii'  setzen  also 

X  =  16y 


und  erhalten 
oder 


226y^  =       900  (mod.  2475) 


i/  =  +  4  (mod.  11), 
y  =±  2  (mod.  11), 
X  =±    30  (mod.  165). 

Es  ergeben  sich  also  die  30  für   den  Modul  2475  iucon- 
gruenten  Wurzeln 

+  30,  +195,  +360,  +525,  +690,  +855, 
+  1020,  +  1185,  +  1350,  +  1515,  +  1680, 
+  1845,  +2010,  +2175,  +2340. 
IV.  x^  =  76  (mod.  684) . 

Da  76  =  2^ .  19,  684  =  2^  •  3^  •  19  ist,  so  ist  d  ^  2' •  19. 
Wir  setzen  also 

x==2-\9y 
und  erhalten 

22 .  192^2  =  2^ .  19  (mod.  2^  •  3^  •  19j  , 

ldy'=         l(mod.  9), 
7/2  =         1  (mod.  9) , 
y  =±    1  (mod.  9), 
X  =  +  38  (mod.  342) , 
und  die  4  Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz  sind 
+  38,  +380. 
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§  93.  Formen  für  die  Primzahleji,  von  denen  eine 
gegebene  Zahl  Rest  oder  Nichtrest  ist.  —  Der  Kecipro- 
citütssatz  setzt  uns  in  den  Stand,  allgemein  die  Frage  zu  be- 
antworten, für  welche  Primzahlen  p  die  Congruenz  ay'  ^  «,  in 
der  a  eine  gegebene  Zahl  bezeichnet,  möglich,  und  für  welche 
sie  unmöglich  ist. 

I.  Es  sei  zunächst  «gleichfalls  eine  Primzahl  und  zwar 
von    dt-r    Form    4)i  -}-  1,     Wenn    unsere    Congruenz    bestehen 

soll,  so  muss  ( -  ) ,  d.  i.  aber  nach  dem  Reciprocitätssatz  (  — ) , 

den  Werth  +  1  haben,  also  j:»  Rest  von  a  sein.  Werden 
nun  die  Reste  von  «  mit  r, ,  r^,  .  .  .,  r^,,  die  Nichtreste  mit 
7?^,  7^2,  .  .  .,  riy  bezeichnet,  und  stellt  ]i  eine  unbestimmte  ganze 
Zahl  dar,  so  ist  die  Congruenz  x^  ^  a  möglich  für  alle  in 
den  Formen 

(1)  ak  +  rj,  aJc  +  r^,  .  .  .,  ak  +  r,, 

enthaltenen  Primzahlen  p,  unmöglich  für  alle  Primzahlen  der 
Formen 

(2)  ak  -f-  «1,  ah  -\-  n.^,  .  .  .,  aJc  -\-  iiy, . 

Wenn  aber  x^  ^  a  (mod.  p)  ist,  so  geht  p>  ohne  Rest  in 
x^  —  a  auf;  daher  nennt  man  die  Glieder  der  arithmetischen 
Reihen  (1)  die  Formen  der  Divisoren  von  x^  —  a  und  dem- 
entsprechend die  Glieder  von  (2)  die  Form-en  der  Nicht- 
d  i  v  i  s  o  r  e  n  von  x^  —  a. 

Beispiel.  Da  1P>  die  Reste  1,  3,  4,  0,  10,  12,  die  Nicht- 
reste 2,  5,  0,  7,  S,  11  hat,  so  sind 

13/.-  H-  1 ,     13/.  +  3,     13Ä;  +  4,    .  .  .,     13/.-  +  12 

die  Formen  der  Divisoren ,  dagegen 

13^  +  2,     13Ä-f  5,    ...,     13A:+  11 

die  Formen  der  Nichtdivisoren  von  x^  —  13,  d.  h.  für  jede 
Primzahl  einer  Form  der  ersten  Grup})e  als  Modul  ist  die  Con- 
gruenz x^  ^  13  möglich,  für  jede  Primzahl  der  zweiten  Gruppe 
ist  sie  es  nicht.  Von  der  ersteren  Art  sind  z.  B.  die  Prim- 
zahlen 3,  17,  23,  20,  43,  53,  61,  79,  .  .  .,  und  die  Indextafeln 
lehren  in  der  That,  dass  für  jede  dieser  Zahlen  als  Modul  dor 
Index  von  13  gerade  ist.     Von  der  zweiten  Art  sind  ö,  7,    11, 
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19,  31,  37,  41,  47,  59,  67,  71,  73,  83,  89,  97,  .  .  .,  und  für 
jede  dieser  Zahlen  als  Modul  ist    der  Index  von   13  ungerade, 

II.  Ganz  ebenso  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  a  von 
der  Form  4?i  -|-  3,  aber  negativ  ist,  wenn  also  die  Congruenz 

x^  ^ -^  a  vorliegt.     Es  muss  dann  ( j,  d.  i. 

sein;  wenn  also  erstens  jj  die  Form  An  -\-  1   beigelegt  wird, 
wodurch   ( j  =  -f-  1   wird,  so  muss  (— j ,  d.  i.  aber  in  Folge 

unserer   Annahme  (     )  =  "l"  1    sein;    und   wenn   zweitens  21 

die  Form  4«  -|-  3  beigelegt  wird,  wodurch  ( j  =  —  1  wird, 

so  muss  (— j ,  d.  i.  bei  der  jetzigen  Voraussetzung 

-©  =  -' 

also   (     j    gleichfalls    =  -\-  1    sein.      Werden   also   wieder   die 

Reste    von    -{- a  mit   i\,  r^,  .    .,  r^,    die    Nichtreste    mit    «j, 
Wg,  .  .  .,  n.y.  bezeichnet,  so  sind 

a/j  +  »'1,     ah -{- r2,    .  .  .,     aJc -\- r,, 
die  Formen  der  Divisoren  und 

ah  -f-  nj,     ak  -\-  n^,    •  ■  ■,     ah  -{-  Uy, 
die  Formen  der  Nichtdivisoren  von  x^  -\-  a  . 

Beispiel,  a;'**  -j-  19  hat  zu  Divisoren  alle  Primzahlen  der 
9  Formen 

19/^+  1,  4,  5,  6,  7,  9,  11,  16,  17, 

zu  Nichtdivisoren  alle  Primzahlen  der  Formen 

19/j  +  2,  3,  8,  10,  12,  13,  14,  15,  18. 
Man    überzeuge    sich,   dass   Ind.   (—    19)    für    die  Prim- 
zahlen der  ersten  Art  als  Moduln  gerade,  für  die  der  zweiten 
Art  ungerade  ist. 

III.  Es  sei  jetzt  a  eine  Primzahl  von  der  Form  4«  -j-  1, 
aber  negativ  genommen,  also  die  Congruenz  X'  zz  —  a  vor- 
gelegt.    Da 

(v)=(-/)(;)=+i 
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sein  soll,  und  ( — —  j  =  -\-  l  uder  =  —  1  ist,  je  nachdem  j) 
die  Form  A)!  -\-  1  oder  4w  -}-  3  hat,  so  muss  (  ) ,  d.  i.  hier 
(— )  im  ersteren  Falle  =  -|-  1,  im  zweiten  = —  1  sein,  oder, 

unter  Beibehaltung   der  früheren  Bezeichnung,  x^  -\-  a  hat  zu 

Divisoren   alle  Primzahlen   der   Form   4«  -f-  1,    welche    den 

Formen 

ah  +  '}\,     ak  -\-  )\^,    .  .  .,     ak  -\-  r.,,, 

sowie  alle  Primzahlen  der  Form  An  -}-  3,  welche  den  Formen 

ak  +  >'i,     «^^'  +  ^2?    ■  •  ■}   tth  -\-  Hy. 
angehören;   dagegen   hat  x^  +  a   die  Primzahlen  4«  -f"  3  der 
Formen  ak  -{-  r^ ,  .  .  .,  ak  -\-  r^,  sowie  die  Primzahlen  An  -\-  l 
der  Formen  ak  -\-  n^,  .  .  .,  ak  -\-  riy,  zu  Nichtdivisoren. 

IV.  Wenn  endlich  a  eine  positiv  genommene  Primzahl 
von  der  Form  4«  +  3  ist,  so  ist 

a)=+(^)  o-  =-(f), 

je  nachdem  p  als  von  der  Form  An  -\-  1  oder  4«  -|-  3  voraus- 
gesetzt wird.  Nun  soll  (  — )  =  -f-  1  sein,  also  ist  im  ersteren 
Falle    auch    (^\  =  -|-  1,  im  zweiten  —  (Jj  =  -|-  1,    folglich 

(— j  =  —  1 ,   so  dass  wir   zu  genau  demselben  Ergebniss  wie 

in  III  gelangen. 

Beispiel,  x^  —  19  hat  zu  Divisoren  alle  Primzahlen 
An  4-  1  der  9  Formen  19/^  +  1,  4,  5,  G,  7,  9,  11,  16,  17,  so- 
wie alle  Primzahlen  An  -{-  3  der  9  Formen 

19Ä;  -h  2,  3,  8,  10,  12,  13,  14,  15,  18, 
dagegen    zu    Nichtdivisoren    alle    Primzahlen    4«  -|-  3    der 
ersteren  Gruppe  von  Formen,   sowie   alle   Primzahlen  An  -\-  i 
der  zweiten  Gruppe. 

Anmerkung.  Die  Zahlen  })  sind  in  den  Fällen  III  und 
IV  zwei  Bedingungen  unterworfen  (dass  sie  mod.  4  einen 
Rest  1  oder  3  und  mod.  a  einen  Rest  r,  oder  n,  ...,  oder 
n^J...  geben  sollen);  diese  beiden  Bedingungen  lassen  sicli, 
wie  wir  §  24,  III  gesehen  luil)on,  in  eine  einzige  vereinigen. 
Wenden   wir  das  dort  duruele^te  Verfahren  auf  das  letzte  Bei- 
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spiel  an,  so  ergeben  sich  als  Formen  der  Divisoren  von 
x^  —  19  (nach  der  Grösse  der  Reste  geordnet) 

76/j  +  1,  3,  5,  9,  15,  17,  25,  27,  31,  45, 
49,  51,  59,  Gl,  G7,  71,  73,  75, 
als  Formen  der  Nichtdivisoren 

76Ä;  +  7,  11,  13,  21,  23,  29,  33,  35,  37,"  39, 
41,  43,  47,  53,  55,  63,  65,  69. 
[Man  bestätige  dies  durch  Betrachtung  der  Indices]. 

§  94.  Fortsetzung.  Die  gegebene  Zahl  a  ist  zu- 
sammengesetzt. —  Aebnliche  Formeln  giebt  es  für  die 
Divisoren  und  Nichtdivisoren  von  oi?  —  a ,  wenn  a  eine  be- 
liebig zusammengesetzte  Zabl  ist.  Man  sieht  aber  leicht,  dass 
man  nur  solche  Zahlen  a  zu  betrachten  hat,  welche  durch 
kein  Quadrat  theilbar  sind,     Ist  nämlich  a  =  a"«',  so  werden, 

da  ( )  =  ( — j  ist,  alle  Divisoren  von  x^  —  a  auch  Divisoren 

von  x^  —  a  sein  und  alle  Nichtdivisoren  von  x^  —  a  auch 
Nichtdivisoren  von  x^  —  a .  Wir  dürfen  also  voraussetzen,  a 
enthalte  jeden  seiner  Primfactoren  nur  in  der  ersten  Potenz, 
und   unterscheiden  dann  folgende  drei  Fälle: 

I.    a  ist  von   der  Form  -\-  (4w  -{-  1)  oder  —  (4«  +  3); 
II.    a  hat  eine  der  beiden  Formen 

-  (4»*+l),     +(4«+3); 

III.    a  hat  eine  der  beiden  Formen  +  2'*;  ^^  **  ®^^®  '^^' 
gerade  Zahl  ist. 

I.  Fall.  Wir  zerlegen  a  in  seine  Primfactoren,  die  mit 
a,  ß,  y,  .  .  .  bezeichnet  werden  mögen,  und  setzen  vor  jeden 
Primfactor,  der  die  Form  4w -f- 3  hat,  das  Zeichen  — .  Da 
eine  gerade  Anzahl  Factoren  der  Form  4n  -|-  3  ein  Produkt 
von  der  Form  An  -\-  1 ,  eine  ungerade  Anzahl  dagegen  ein 
Produkt  von  der  Form  4w  -{-  3  liefert,  so  bilden  die  Zahlen 
«,  ß,  y,  .  .  .,  auch  nachdem  einige  das  Zeichen  —  erhalten 
haben,  noch  das  Produkt  a. 

Nun  vertheilen  wir  die  q){a)  Zahlen,  die  prim  zu  a  und 
kleiner  als  a  sind,  in  2  Klassen.  In  die  erste  Klasse  stellen 
wir  alle  Zahlen,  welche  Nichtreste  einer  geraden  Anzahl  der 
Factoren  a,  ß,  y,  .  ■  .,   oder  Nichtreste   keines   derselben  sind^ 
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in  (He  zweite  Klasse  alle  diejenigen,  welche  Niehtreste  einer 
ungeraden  Anzahl  der  Factoren  a,  ß,  y,  .  .  .  sind.  Werden  die 
Zahlen  der  ersten  Klasse  mit  r^,  r.^,  .  .  .,  die  der  zweiten  mit 
Wi,  Wg,  .  .  .  bezeichnet,  so  sind 

ah  +  r, ,     ak  -\-  n,,  .  .  . 
die  Formen  der  Divisoren, 

nh  -j-  ??i,     nk  -{-  «2>  •  -• 
die  Formen   der   Nichtdivisoren   von   X'  —  a;  denn,    wenn  die 
Congruenz  x^^a{mod.p)  bestehen  soll,  so  rauss 

sein,  folglich  muss  die  Anzahl  der  Factoren  dieses  Produkts, 
die  den  Werth  —  1  haben,  eine  gerade  sein. 

1.  Beispiel.  Um  die  Formen  der  Divisoren  von  x^  —  21 
zu  finden,  setzen  wir  21  =  ( —  3)  ( —  7).  Nun  hat  unter  den 
^(21)=  12  Zahlen,  die  prim  zu  21  und  <  21  sind, 

3  die  Niehtreste  2,  5,  8,  11,  17,  20, 

7  die  Niehtreste  5,  10,  13,  17,  19,  20. 

Niehtreste  beider  Zahlen  3,  7  oder  keiner  derselben  sind 
also  1,  4,  5,  16,  17,  20; 

dagegen  sind  Niehtreste  nur  einer  dieser  Zahlen  2,  8,  10, 
11,  13,  19. 

Die  Congruenz  a;'-  ^  21  (mod.  p)  ist  also  möglich  für  jede 
Primzahl  p  einer  der  Formen 

21/J+  1,  4,  5,  16,  17,  20, 
unmöglich  für  jede  Primzahl  einer  der  Formen 
21/^  +  2,  8,  10,  11,   13,  19. 

Es  empfiehlt  sich,  die  Bedingung,  dass  p  ungerade  sein 
soll,  auch  in  dem  Resultat  zum  Ausdruck  zu  bringen.  Das  ge- 
schieht, indem  wir  die  gefundenen  Formen  noch  der  Bedingung 
))  =  2n  -f-  1  unterwerfen  (vgl.  die  Anmerkung  zum  vorher- 
gehenden Paragraphen).  Wir  erhalten  dann  leicht  als  For- 
men der  Divisoren   von  x"^  —  21 

42/i;+  1,  5,  17,  2ö,  37,  41 
und  als  Formen  der  Nichtdivisoren 

42Ä:+  11,  13,  19,  23,  29,  31. 
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2.  Beispiel.  x^  ^  —  15  (mod.j)). 

(-15)  =  (-3)  (+5). 

Uuter  den  9) (15)  ==  8  Zahlen,  die  prim  zu  15  und  <  15 
sind ,  hat 

3  die  Nichtreste  2,  8,  11,  14, 

5  die  Nichtreste  2,  7,  8,  13. 

Es  sind  also  Nichtreste  beider  Zahlen  3,  5  oder  keiner 
derselben  1,  2,  4,  8, 

Nichtreste  nur  einer  derselben  7,  11,  13,  14. 

Daher  sind  15/»;  +  1,  2,  4,  8  die  Formen  der  Divisoren, 
15Ä;  -|-  7,  11,  13,  14  die  Formen  der  Nichtdivisoren  von 
x'  +  15. 

Bringen  wir  auch  hier  die  Bedingung  p  =  2n  -\-  1  zum 
Ausdruck,  so  erhalten  wir  leicht  als  Formen  der  Diviso- 
ren von  x-^  +  15 

30Ä;  +1,  17,  19,  23 

und  als  Formen  der  Nichtdivisoren 
30Ä;  +  7,  11,  13,  29. 
IL  Fall.     Wenn  a  eine  der  beiden  Formen 

-(4n+l),     +(4^4-3) 

hat,  so  können  wir  a  =  ( —  1)  a    setzen^  wo  a   eine  Zahl  einer 
der  im  ersten  Falle  behandelten  Formen  ist.     Da  dann 

ist,  so  wird  (  — )  =  -j-  1   sein,  erstens,   wenn  ( j   =  -|-  1 

und  zugleich  (  - J  =  -f-  1  ist,  zweitens,  wenn  jedes  der  Sym- 
bole ( j  ,   ( —j  den  Werth  —  1  hat;  dagegen  wird  (  — )  =  —  1 

sein,    wenn    das    eine    dieser    Symbole    =  -f-  1 ,    das    andere 
=  —  1  ist. 

Haben  wir  also   nach  dem   Vorhergehenden  die   Formen 
der  Divisoren    und    die    der   Niclitdivisoren    von  x^  —  a'   be- 
stimmt, und  werden  die  ersteren  mit 
(1)  ah-\-r^,     ak-\-r,,..., 

die  letztereu   mit 
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(2)  ctl  +  n,,     alc-\-,K,... 

bezeichnet,  so  sind  alle  in  den  Formen  (1)  enthaltenen  Prim- 
zahlen der  Form  An  -\-  \  und  alle  in  den  Formen  (2)  ent- 
haltenen Primzahlen  der  Form  4m  -f-  3  Divisoren,  dagegen 
alle  in  den  Formen  (\)  enthaltenen  Primzahlen  der  Form 
An  -{-  3,  sowie  alle  in  den  Formen  (2)  enthaltenen  Primzahlen 
An  -\-  1  Nichtdi visoren  von  x"  —  a. 

Die  beiden  Bedingungen,  denen  die  Divisoren,  wie  auch 
die  Nichtdivisoren  unterworfen  sind,  lassen  sich  in  der  oben 
angegebenen  Weise  leicht  in  einen  Ausdruck  vereinigen,  wo- 
durch man  eine  Reihe  Formen  für  alle  Divisoren,  eine  zweite 
Reihe  Formen  für  alle  Nichtdivisoren  erhält. 

Beispiel.  Es  sollen  die  Formen  der  Divisoren  und  die 
der  Nichtdivisoren  von  x^  —  15  bestimmt  werden.  Wie  wir 
oben  gefunden  haben ,  sind  die  Formen  der  Divisoren  von 
X-  +  15 

(1)  30 Z;  -{-1,  17,  19,  23 

und  die  Formen  der  Nichtdivisoren  von  x'  -\-  \b 

(2)  ?,0h-\-  7,  U,  13,  29. 

Folglich  hat  x^  —  15  zu  Divisoren  alle  in  (1)  enthal- 
tenen Primzahlen  der  Form  An  -f-  1  und  alle  in  (2)  enthal- 
tenen Primzahlen  der  Form  An  -\-  3,  d.  i.  alle  Primzahlen  der 
Formen 

60Z-  +  1,  7,  11,  17,  43,  49,  53,  59, 

und  zu  Nichtdivisoren  alle  in  (1)  enthaltenen  Primzahlen 
der  Form  An  -f-  3  und  alle  in  (2)  enthaltenen  Primzahlen  der 
Form  An  -\-  1,  d.  i.  alle  Primzahlen  tier  Formen 

mh-\-  13,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  47. 

III.  Im  dritten  Falle  endlich  dürfen  wir  a  =  (+  2)  a 
voraussetzen,  wo  a  eine  ungerade  Zahl  einer  der  im  Falle  I 
betrachteten  Formen  ist. 

Es  ist  dann  (  ),  d.  i.  (—  j  (  )  =  -j-  1 ,  wenn  jedes 
der  Symbole  (= — ) ,  ( — )  den  Werth  -f-  1  oder  den  VVerth 
—  1   hat,    dagegen   ( — )  =  —  1,    wenn  das    eine  der  Symbole 


Congruenzen  zweiten  Grades.  225 

(~  ) }  \  )  gleich  -\-  Ij  (las  andere  gleich  —  1  ist.  Nun  ist 
nach  §  84 

(        )  =  +  1  für  die  Primzahlen  der  Formen  Sn  -\-  \,  Sil  -\-  1^ 

■=  — 1     „     „  „  „        „        8w  +  3,  8w  +  5, 

und 

(^)  =  +  l     ,>    „  „  „        „        8^'  +  l,  8»^  + 3, 

=  —{„„  „  ,;        ,^        8«  +  5,  8«H-7. 

»Sind  also  die  Formen  der  Divisoren  von  x^  —  a' 

(1)  aJc  +  r, ,     ah  -\-  r^,    ... 
und  die  der  Nichtdivisoren  dieses  Ausdrucks 

(2)  aTv  -\-  n^,     aJc  -[-  n,^,   ... 

nach  dem  Früheren  bestimmt,  so  sind  die  Divisoren  von 
x^  —  a,  wenn  a  ==  (-f-  2)  a  ist,  alle  Primzahlen  der  Formen 
8w -j-  1,  8n -\-  7,  welche  sich  in  den  Formen  (1)  vorfinden, 
und  alle  Primzahlen  der  Formen  8w  -f-  3,  8w  -f-  5,  welche  in 
den  Formen  (2)  enthalten  sind;  Nichtdivisoren  sind  in  die- 
sem Falle  alle  Primzahlen  der  Formen  8w  +  3,  8w  +  5,  welche 
die  Formen  (1)  enthalten,  und  alle  Primzahlen  8n  -}-  1,  8n  -f-  7, 
welche  die  Formen  (2)  enthalten. 

Ist  dagegen  a  =  ( —  2)  «',  so  sind  alle  Primzahlen  8n -{-  1, 
8n -\- i^  der  Reihe  (1),  sowie  alle  Primzahlen  8m +  5,  8w  +  7 
der  Reihe  (2)  Divisoren,  dagegen  alle  Primzahlen  der  For- 
men Sn -\- 1 ,  Sn -\- ?)  der  Reihe  (2)  und  alle  Primzahlen 
Sn  -\-  5,  Sn  -j-  7  der  Reihe  (1)  Nichtdivisoren  von  x'^  —  a. 

Auch  hier  lassen  sich  beide  Bedingungen ,  denen  die 
Divisoren,  wie  auch  die  Nichtdivisoren  zu  genügen  haben,  in 
eine  einzige  vereinigen. 

Beispiel.  Es  sollen  die  Divisoren  von  x'^  —  10  gefunden 
werden.     Die  Formen  der  Divisoren  von  x'^  —  5  sind 

(1)  5/.-f  1,     5/.; +  4, 
die  der  Nichtdivisoren 

(2)  5/i;-f2,     5/.: +  3. 

Divisoren  von  X"  —  10   sind   also   alle   Primzahlen  Sn  +  1, 

Sn  -{-  1  der  Reihe  (1),  das  sind  alle  Primzahlen  der  Formen 

40 Z:  -f  1,     40/^  +  9,     40 A:  +  31 ,     40/.-  +  39, 
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imd    ferner  alle  Primzahleu   8n  +  3,   8n  +  5   der  Reihe  (2), 
das  sind  alle  Primzahlen  der  Formen 

40/c  -f-  3,     40/.;  +  13,    40/.-  +  27,    40A-  +  37  . 
Ebenso    ergeben    sich    als  Formen    der   Nichtdivisoren 
von  X-  —  10  zunächst 

40  Ä;  +11,     40/.:  +  19,     40/.-  +  21 ,     40A-  +  29 
[das  sind  die  Zahlen  8n  -|-  3,  8w  +  5  von  (1)]  und  weiter 

40/.; +7,     40Ä;+17,     40/.;  +  23,     40A- +  33 
[Zahlen  8m  +  1,  Sn  +  7  der  Reihe  (2)]. 

Aufgabe.  Die  Formen  der  Divisoren  von  x'-  —  77  zu 
ermitteln. 

7  hat  die  Nichtreste  3,  10,  17,  .  .  .;  5,  12,  19,  .  .  .;  6, 
13,  20,  ... . 

11    hat    die    Nichtreste   2,  13,  24,...;  6,  17,  [28],   ...; 

[7J,  18,  29,...;  8,  19,  30,...;  10,  [21],  32, 

Nichtreste  beider  Zahlen  oder  keiner  derselben  sind 
1,  4,  6,  9,  10,  13,  15,  16,  17,  19, 
23,  24,  25,  36,  37,  40,  41,  52,  53,  54, 
58,  60,  61,  62,  64,  67,  68,  71,  73,  76, 
und  es  ergeben  sich,   wenn  noch  die  Bedingung  j3  =  "2)1  -{-  1 
zum  Ausdruck  gebracht  wird,  als  Formen  der  Divisoren 
154/C+  1,  9,  13,  15,  17,  19,  23,  25,  37,  41,    . 
53,  61,  67,  71,  73,  81,  83,  87,  93,  101, 
113,  117,  129,  131,  135,  137,  139,  141,  145,  153. 

§95.  Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten 
Grades  mit  zwei  Unbekannten  iji  rationalen  Zahlen 
(Lagrange,   Zusatz  V  zu   Euler's   Algebra).   —   Die  Gleichung 

(1)  a  -\-  hx  -\-  cy  -j-  dx'  +  rxy  -\-  ff  =  0 

oder 

rf  +  (ex  +  c)fy  =  -  f(a  +  hx  +  dx') 

liefert 

fy  =  -  "^- "  +  -1  i/(ex  H^c)^'=^7M^&^+^, 

woraus 


2fy  ^ex  +  c  =  Yx^  (e'  -  4df)  +  2x  {ec  ~  2hf) -{-  (c^  -  4af} 
oder,  wenn  , 
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e^  —  4df='y,     2{ec  -  2hf)  =  ß,     c^  —  Aaf  =  a 
gesetzt  wird , 

(2)  2fy  -f-  ex  -\-  c  =  ]/«  +  /3a;  +  yx" 

folgt.  Die  Gleichung  (l)  tlurch  rationale  Werthe  von  x,  y 
l(3seu  heisst  also  diejenigen  Werthe  von  x  bestimmen  (wenn 
es  deren  giebt),  für  welche  a  -f-  ßx  -\-  yx^  ein  vollständiges 
Quadrat  wird,  eine  Aufgabe,  die  für  4  specielle  Fälle  schon 
§  28  behandelt  worden  ist  und  jetzt  allgemein  gelöst  wer- 
den soll. 

Wir  beschäftigen  uns  also  mit  dem  Ausdruck 


(3)  ya-\-  ßx-\-yx^  =  Z', 

darin  dürfen  a,  ß,  y  als  ganze  Zahlen  vorausgesetzt  werden; 
denn  im  entgegengesetzten  Falle  könnten  wir  sie  unter  einen 
und  denselben  Nenner  N^  bringen  und  diesen  Nenner  sodann 
unterdrücken.     So  ist  z.  B. 


0 


3  +  ¥  -  ".^  =  ^  1/300  +\2bx-  lOx' ; 


4  10  10 


V 


5  iK  1  üß  • 

3  H — -r-  wird  also  für  dieselben  Werthe  von  x  ratio- 

'     4  10 

nal  werden,  für  welche  300  +  125iC  —  lOx^  ein  vollständiges 

Quadrat  wird. 

Aus  (3)  ergiebt  sich 

yx^  -\-  ßx  =  z^  —  a  j 
also  ist 

oder 


(4)  2yx-^  ß  =  VAyz'  +  {ß^  —  A  ay) . 

Die  Aufgabe  ist  somit  darauf  zurückgeführt, 
yAyz'  +  {ß^-4.ay), 


d.  h.  einen  Ausdruck  von  der  Form  yAs''  +  i»?  i^  welchem 
A,  B  irgend  welche  gegebene  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  sind,  rational  zu  machen. 

Dabei    dürfen   wir  voraussetzen,  dass  weder  A,   noch  JB 
durch  eine  Quadratzahl  theilbar  sei.     Wäre  nämlich 

A  =  a^A',     B  =  ¥B', 

15* 
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SO  wäre 

Az'  -\-B  =  A'üH-  +  V-B'  =  Ir  (a'  '^  +  B'\ 

oder,  wenn 

az  ,  ■ 

gesetzt  wird , 

Az"  +  B  =  VHA'  z-  -\-B'), 

und  sobald  mau  die  Wertlie  von  z'  gefunden  hat,  für  welche 
y A' z"^ -\- B'  rational  ist,  hat  man  auch  die  Werthe  von 
z  =  — ,   welche  Az-  -\-  B  zu  einem  Quadrat  machen. 

Wir  betrachten  also  den  Ausdruck  Az^  -\-  B,  in  welcher 
A,  B  gegebene  ganze  Zahlen  sind,  die  keine  Quadratzahl  als 
Divisor  enthalten,  z  soll  eine  rationale  Zahl  sein.  Wir 
setzen  daher 

P 
.  z  =  ~ 

und  nehmen  an,  dass  p  prim  zu  q  sei.     Dann  ist 

3 
in  ein  Quadrat  zu  verwandeln.     Es  muss  also  auch 

Ap^  +  Bq^ 
ein  Quadrat  sein,  d.  h.  wir  haben  die  Gleichung 
(5)  Ap'  +  B(i  =  r\ 

in  welcher  A ,  B  gegebene  ganze  Zahlen  sind ,  in  ganzen 
Werthen  der  drei  Unbekannten  p,  q,  r  zu  lösen. 

Nun  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  A  prim  zu  q  sein 
muss.  Hätten  nämlich  A  und  q  einen  gemeinschaftlichen  Divi- 
sor ö  >  1,  so  wäre  Bq^  durch  ö-,  aber  Ap'^  nur  durch  d  theil- 
bar;  denn  A  enthält  keine  (^uadratzahl  als  Divisor,  und  p  ist 
prim  zu  q]  daher  würde 

;•-'  =  A^r  +  Bq^ 

nur  die  erste  Potenz  von  Ö  enthalten  ,  könnte  also  kein  Qua- 
drat sein.  Es  ist  demnach  A  prim  zu  q,  und  auf  dieselbe 
Weise  erkennt  man,  dass  B  prim  zu  j)  sein  wird. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  gehen  wir  an  die  Auflösung 
der  Gleichung  (5). 
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Wir  setzen  Ä^  B  voraus  und  schreiben  die  Gleichung 
in  der  Form 

(6)  ^ir  =  r-  — 5r/. 

Da  Ä   priiu   zu  q  ist,   so   lassen  sich   zwei   ganze  Zahlen 
n,  q    ermitteln,  welche  der  Gleichung 
r  =  nq  —  Aq 
genügen.     Indem  wir  unter  n,  q    vorläufig  unbestimmte  ganze 
Zahlen    verstehen,   setzen   wir   diesen   Werth  für  r  in  (6)  ein 
und  erhalten  nach  leichten  Reductionen 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Gleichung  (6)  nur  dann  in  gan- 
zen Zahlen  lösbar  ist,  wenn  A  in  n^  —  B  aufgeht,  wenn  also 
B  quadratischer  Rest  von  A  ist. 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  können  wir  n  durch 
die  absolut  kleinste  Wurzel  der  Congruenz 

n^  ^  B  (mod.  A) 

A 
ersetzen  (diese  Wurzel  wird  nicht  >  „    sein)  und   den  Werth 

^  ifi'i JB  . 

A     des   Ausdrucks  -. —  bestimmen,  wodurch  wir  die  Glei- 

chuug 

(7)  i)^  _  j^'^2  _  2nqq'  +  Aq^ 
erhalten,  in  welcher  offenbar  A'  <  A  ist. 

Wenn  jetzt  A'  eine  Quadratzahl  ist,  so  ist  diese  Glei- 
chung auf  die  in  §  28  dargelegte  Weise  zu  behandeln,  und 
man  erhält  die  einfachste  Lösung,  wenn  man 

g'  =  0,     2=  1,    i9  =  VZ 
macht. 

Wenn  A'  keine  Quadratzahl  ist,  aber  einen  quadratischen 
Factor  enthält,  so  kann  dieser  auf  die  oben  besprochene  Art 
beseitigt  werden.  Wir  nehmen  an,  dies  sei  eventuell  ge- 
schehen, A'  also  durch  kein  Quadrat  theilbar.  Wenn  dann 
A'  <iB  ist,  so  multipliciren  wir  (7)  mit  A'  und  erhalten 
A'f  =  J.'2g2  _  2A'nqq'  +  AA' q"' 

=  {A'q  -  nq'f  +  q'^  {AA'  —  n^) 
Oller,  da  AA'  —  n^  =^  —  B  ist, 

A'i^  =  iA'  (1  —  nq'y  —  Bq"'', 
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und    die   Aufgabe   ist   darauf  zurückgeführt,    Ä'jr  +  Bq'^  in 

ein    Quadrat    zu    verwandeln,    also    eine   Gleichung   in   ganzen 

Zahlen  zu  lösen,  welche  dieselbe  Form  wie  (6),  aber  kleinere 

Coefficienten  wie  diese  hat. 

Wenn   dagegen  Ä'  auch    nach  Unterdrückung  eines  etwa 

vorhandenen    quadratischen    Factors   nicht  <,  B  ist,  so  setzen 

wir  in  (7) 

q  =  vq'  +  q", 

wo  V,  q"  unbestimmte  Zahlen  bedeuten  sollen.     Dadurch  geht 

(7)  über  in 

/  =  A'{vq'  +  q"y  -  2nq'  {vq'  +  r/')  +  Aq'' 

=  Ä'q'"'  +  {Ä'v'  -  2nv  +  Ä)q''  -  2  (n  -  Ä'v)q'q" 

oder,  wenn 

Ä'v'  -  2nv  -\-  A  =  A", 

n  —  A'v  =  u' 

gesetzt  wird,  in 

(8)  p^  =  ^'2"'  +  ^"ü"'  —  2n'qq". 
Nun  folgt  aus  der  Definition  von  n 

ir  —  2A'nv  -J-  A"^v^  =  w'^, 

A'v'^  —  2nv  =  — 2"' —  j 

also  ist 

.„        n' *  —  w'*    ,      ^         «' '^  —  'n} -\- AA' 
A    =— ^_  +  ^  = -^, _ 

oder,  weil  AA'  =  w^  —  J5  ist, 

.„       n'^  -  B 

und 

(9)  ^r  =  yl  <^   -  -I —.—  q'  —  2nqq  . 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  B  quadratischer  Rest  von  A'  sein 
rauss,  wenn  die  Aufgabe  lösbar  sein  soll,  und  es  lässt  sich 
für  n'  eine  Zahl  <,  )j,  A'  bestimmen  |eine  Wurzel  der  Cou- 
gruenz  «'-' ^  7)' (mod.  yl')J ,  durch  deren  Einsetzung 

^„_«--^  , 

A 
wird. 

Mit   der    (jlleichung  (8)    verfahren    wir   ganz  so,    wie  wir 
mit  (7)  verfuhren. 
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Wir  erhalten   dadurch   eine  Zahl  A"' =  — — p, — ,  weiter 

fl"'i  jg 

eventuell    Ä^^'  =         .,„ — ,    u.    s.    w. ,    und     da     die     Zahlen 

A,  A',  A",  A'",  .  .  .  eine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  werden 
wir  endlich  zu  einer  Zahl  gelangen,  welche  kleiner  als 
B  ist.  Dann  führt  uns  aber  das  Verfahren,  dem  wir  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Gleichung  (7)  unterzogen  haben,  zu 
einer  Gleichung,  welche  die  Form  von  (5),  aber  kleinere  Coef- 
ficienten  als  diese  hat. 

Indem  wir  diese  Gleichung  in  derselben  Weise  wie  (5) 
behandeln,  kommen  wir  zu  einer  Gleichung  mit  noch  kleineren 
Coefficienten,  und  so  werden  wir  schliesslich,  wenn  die  vor- 
gelegte Gleichung  überhaupt  in  rationalen  Zahlen  lösbar  ist, 
7.U  einer  Gleichung  gelangen,  in  welcher  einer  der  Coefficienten 
A  eine  Quadratzahl  ist.  Nach  Auflösung  dieser  Gleichung 
ermitteln  wir  rückwärts  schreitend  die  Werthe,  welche  der 
vorgelegten  Gleichung  genügen. 

Beispiel.     Die  Gleichung 

(1)  6y^  +  4xy  —  28^;^  —  10?/  —  23  =  0 

liefert,  mit  6  multiplicirt  und  für  6y  aufgelöst. 


(2)  ()y -{-2x^6  =  yil2x^ —  20X+  163. 
Wir  setzen  also 

(3)  yTl2x^  —  2O2;  +  163  =  ^ 
und  erhalten  leicht 

(4)  66x  —  5  =  1/43^-  —  6984 . 

Da    6984  =  2^ .  3- .  97,    also    durch   6^    theilbar   ist,    so 
schreiben  wir 

(4*)  86a;  -  5  =  6  ]/43  {-)'  —  194, 

haben  also,  wenn  "tt  ==  ^'   gesetzt  wird,  43^'" —  194    in    ein 

Quadrat  zu  verwandeln  oder,  wenn  /  =  ~  gesetzt  und  unter 

s"  eine  neue  Unbekannte  verstanden  wird,  die   Gleichung 

(5)  A^q'  -  194p2  =  z'"' 
oder 

(6)  -  194jr  =  ,-"^  — 43^/ 
in  ganzen  Zahlen  zu  lösen. 


232  Siebentes  Kapitel. 

Wird  hierill 

z"  =  n(i  —  Vd\(i' 

gesetzt,  so  erhält  man  leicht 

Null  hat  die  Congrueuz 

IV  =  43  (mod.  104) 
die    Wurzeln    +  25.      Wir    nehuien    n  =  25    an;    dann    er- 

giebt  sich 

w^  —  43 o 

^"194    ""         "^ 
und 

f  =  —  3r/  +  50(/r^'  —  104r/'^ 

Da  3  <  43  ist,    so  multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit 
—  3  und  erhalten 

_  3/  =  92^  -  löOgg'  +  582^''  =  (3g  -  25</')'  -  435'-. 
Die  Aufgabe  ist  also  darauf  zurückgeführt,  43 ^jr'^  —  3jr  in  ein 
Quadrat  zu  verwandeln.     Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir 
(6*)  43g'^  =  3i/  +  ^"'^ 

und  setzen  hierin 

z     =  n  p  —  4o2  , 
wodurch  wir 

q  ^  =      ^g'      p'  —  2nini    +43^ 

erhalten.     Die  Congruenz 

n'^  =  —  3  (mod.  43) 

«'"  4-  3 
hat  die  Wurzeln  +  13.     Für  n   =  13  ist  — j~  =  4 ,    also 

^'2  =  4^)2  _  2Q,pq"  +  43(/"^ 
Jetzt   ist  der  Coefficient  von  ir   eine   Quadratzahl.     Wir 
setzen  also 

4/  —  26^)^/"  +  43(z"-  =  (2^>  +  rq'f 

und  erhalten 

WO  für  r  und  ^>  beliebige  rationale  Werthe  gesetzt  wor- 
den können.  Nachdem  q"  bestimmt  ist,  erliillt  man  rück- 
wärts schreitend 

q,  z"\  q,  z\  z,  X,  y. 
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Wird  etwa  r  =  —  7,  ^:>  =  3  angenommen,  so  ergiebt  sich 
q"  =  1,  ij'  =    1,  2'"  =  -  4,  q  =  l, 


7 

3"; 


=  14,      ^  =  i,       2/ =  3 


Hat  mau  auf  diese  Weise  einen  einzigen  Wertli  von  x  ermit- 
telt, welcher  den  Ausdruck 


Ya  -{-  ßx  -\-  yx' 
rational  macht,  so  ist  es  leicht,  eine  Formel  zu  bilden,  welche 
alle    überhaupt   möglichen  Werthe   von  x,    die   dieses  leisten, 
enthält.     Ist  nämlich 

cc  +  ßf+yf'-g', 
also 

so  ist 

a-^ßx+yx'-=f-i-ßix-f)  +  y{x'-  P)  . 

Dieser   Ausdruck   soll    ein   vollständiges  Quadrat   werden. 
Wir  setzen  daher 

cf  +  ß(x  -  /■)  +  y{x^  -  f)  =  [gJ^{x-  f)mf, 
wo  tn  unbestimmt   bleibt.     Hieraus    folgt,    wenn   man  beider- 
seits g^  subtrahirt  und  darauf  durch  x  —  f  dividirt, 

ß-\-y{x  +  /•)  =  2(jm  -{-  {x~  f)m', 

also 

_  m'f-2gm  +  ß  +  yf 

X    -»  y 

vn,    —  y  ' 

und  wegen  der  Unbestimmtheit  von  m  muss  dieser  Ausdruck 
von  X  alle  Werthe  enthalten,  die  den  vorgelegten  Ausdruck 

a  -\-  ßx  -\-  yx^ 
zu  einem  Quadrat  machen. 

So   fanden    wir    oben,    dass    yn2x^  —  20a;  +  163    für 
X  =  Y  rational,  nämlich  =  14  wird;  hier  ist 

ß  =  -20,    y=172,   /=  v,  ^=14, 

also 

Un^  —  28m  +  6G 

^—^       m^  —  172 

der  allgemeine  Ausdruck  der  gesuchten  Werthe  von  x. 

§  96.     Vermischte  Aufgaben. 

1.    Die    Congruenz    13a;'''  —  27a;  —  4^0  (mod.  31)    zu 
lösen. 
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Die  Hülfscongruenz   13«^  1  (uiod.  31)  hat  tue  Wurzel 
a  =  12(mocl.  31), 
und    durch    Multiphcatiou    mit    12   geht    die    vorgelegte    Coii- 
grueuz  über  in 

x^  —  Uic  —  48  =  0  (mod.  31 ) ; 
es  ist  also 

{x  —  7)-  =  1>7  =  4  (mod.  31)  , 

X—  7  =  4-2  (mod.  31), 

a-j  ^  9 ,     Ä\,  ^  5  (mod.  31) . 

2.    Es  sind  die  Wurzeln  +  5  der  Cougruenz 

a;2  =  6  (mod.  19) 

gegeben.     Mau  soll  die  Congruenz  x^  ^  6  (mod.  19^)  lösen. 

Aus 

(+  5  -\-  l{)yf  =  G  (mod.  19"') 

folgt  zunächst 

+  190y  =  —  19  (mod.  19-), 

+    lOy  =  —    1  (mod.  19) , 
+     10?/=       18  (mod.  19), 
+      5t/ =        9  =  —  10  (mod.  19), 
2/  =  +  2  (mod.  19), 
^-  =  _]_  5  -jl  38  =  -f  33  (mod.  19^)  . 
Also  hat  die  Congruenz 

^2  =  G  (mod.  19-) 
die  beiden  Wurzeln 

X-  =  +  33  (mod.  19-)  . 

Wir  setzen  demnach  weiter 

x  =  ±^^-\-  W'y, 
und  erhalten  aus 

(+  :i3  +  19-//,y-^  =  G  (mod.  19'') 
leicht 

+  mijy  =  -  3  (mod.  19) , 


y,  =  +  6  (mod.  19) 
und  endlich 

a;  =  -f  33  +  G  .  3G1  =  -f-  2199  (mod.  19-') 

als  Wurzeln  der  Cougruenz  a;^  ^  C  (mod.  19^). 
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3.  Die  Congruenz  x^  ^  25  (mod.  64)  zu  lösen. 
Die  Congruenz  x^  ^  25  hat 

für  den  Modul     8  die  Wurzeln  +  ^  >  +    ^  > 

j?      7?  T>  1"      »  n  +  3,    -[-     5, 

>;      V  V  32      „  „  i^,    +  11, 

„    „        „        64     „  „         +5,  +27. 

4.  Die  Primzahl  641   in  2  Quadrate  zu  zerlegen. 

Die    Congruenz    a;^  ^  —  1  (mod.  641)    hat    die    Wurzeln 
+  154. 

1 


641 
154 


=  4 


^+1+1 


4 

6 

1 

4 

25 

0 

1 

6 

Näherungsbrüche : 


Zerlegung:  641  ==  25"  -f-  4^ 

5,  Welche  Wurzeln  haben  die  Congruenzen: 

1.    x^^  35  (mod.  50)     [+  25] 

x"  =  27  (mod.  37)  [+  8] 
5.  a;- =  46  (mod.  53)  [±24] 
5.    x"^    2  (mod.  97)     [+  14] 

ic^  =    3  (mod.  83)     [+  13] 

x"  =  580  (mod.  5349  =  3  . 

6.  Die  Gleichung 

dx^  —  20xy  —  bif  -h  Gx  -f  13?/  +  78  =  0 

in  rationalen  Zahlen  zu  lösen. 

Man  erhält  leicht 

9a; 
und   wenn 


1783)     [+77,     +  1706] 


lOy  +  3  =  1/1452/2  -  1772/ —  ^93, 


gesetzt  wird , 


yUdf—  Uly  —  693  =  0 


290^/ 


-177  =  j/58O02_|_  433269. 
Da  433269  =  81  .  5349  ist,  so  ist 


290^/  —  177  =  9  ]/58O0'2  +  5349  , 


wo  z 


ist. 
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Setzt  man  ^'  =  f   und   ]/580ir'  -f~5349?  =  z" , 

so  ist 

53492'  =  s'"'  —  bSOp' 
oder,  wenn 

/'  =  nj^  —  53493' 
gesetzt  wird , 

(n^  —  580);)-  ^  '     ,     -o  m    '2 

'^'  = 5349 ^"^''^    +  ^"""^^ä      • 

Nun  hat  die  Congruenz 

n^  =  580  (mod.  5349) 
die   4  Wurzeln   +  77,  +  1706.     Wir  nehmen   n  =  -^  11  an 
und  erhalten 

ff  =  p^  —  1542)^'  +  5349</'^. 
Wird  jetzt 

p'  —  IbApq'  +  5349ri'-  =  {p  -  rq'f 

gesetzt,  so  folgt  leicht 

,  ^  2p  {11  —  r) 
^  5349  —  r' 

r  und  p  sind  unbestimmt,  d.  h.  können  beliebige  rationale 
Zahlen  sein.  Ist  q'  bestimmt,  so  erhält  man  rückwärts  schrei- 
tend die  Werthe  von  g,  z" ,  2' ,  z,  y,  x. 

Für    q=p  —  t'q'    ergiebt    sich    durch    Einsetzung    des 
Werthes  von  q' 

5349/)  -{-  pr'^  —  15423  r  ,     ' 

^  5349^- 7''  ' 

es  ist  also 

,  p   5349  —  r" 

^  (i   ~  5349  +  r'  —  154?-' 

mithin  für  r  =  0 

z'  =  \,    z  =  0,    y  ^  3,    x  =  4. 
Ueberhaupt  wird 

yiAryf'^^lTly  —  693 
rational  für  jeden  Werth 

wo  m  eine  beliebige  rationale  Zahl  ist.  Für  m  =  12  ergiebt 
sieb  /..  B.  7/  -=  —  474,  a-  =  582. 
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Allgemeine  Sätze  über  binäre  quadratische  Formen  und  die 
Darstellung  der  Zahlen  durch  dieselben. 

§  97.  Definition  und  Eintheilung  der  Formen. 
Determinante  einer  Form.  —  Wir  haben  uns  jetzt  noch 
mit  der  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung  zweiten  Grades 
mit  zwei  Unbekannten  in  ganzen  Zahlen  zu  beschäftigen.  Diese 
Auflösung  erfordert  eine  eingehende  Betrachtung  der  binären 
quadratischen  Formen,  zu  der  wir  unter  Führung  von  Gauss, 
des  Begründers  dieser  Theorie,  uns  jetzt  wenden. 

Eine  ganze  homogene  Function  von  Veränderlichen,  deren 
Coefficienten  ganze  Zahlen  sind,  wird  in  der  Zahlentheorie 
eine  Form  genannt.  Die  Formen  werden  nach  ihrem  Grade 
in  lineare,  quadratische,  cubische,  u.  s.  w.,  und  nach  der  Zahl 
der  Veränderlichen,  die  sie  enthalten,  in  binäre,  ternäre,  u.  s.  w. 
eingetheilt.     Wir  haben  es  in  der  Folge  nur  mit  der  binären 

quadratischen  Form 

ax^  -\-  2b xy  -{-  cy^ 

zu  thun,  in  welcher  a,  b,  c  gegebene  ganze  Zahlen,  x,  y  un- 
bestimmte ganze  Zahlen  bezeichnen  sollen.  Den  Coefficienten 
des  mittleren  Gliedes  setzen  wir  immer  als  eine  gerade  Zahl 
voraus;  falls  derselbe  ungerade  sein  sollte,  multiplicircn  wir, 
um  ihn  gerade  zu  machen,  die  ganze  Form  mit  2. 

Wenn  es  sich  nicht  um  die  Grössen  x,  y,  sondern  nur 
um  die  Coefficienten  a,  2b,  c  handelt,  werden  wir  die  Form 
kurz  mit  (a,  b,  c)  bezeichnen.  Da  bei  den  Formen  die  Ord- 
nung der  Coefficienten  von  Bedeutung  ist,  so  sind  («,  &,  c) 
und  {c,  b,  a)   wohl  von  einander  zu  unterscheiden. 

Die  Formen  x'^  -f  y^,  x^  —  2if,  3a;^  —  \^xy  —  5^  werden 
also  beziehungsweise  durcli  (1,  0,  1),  (1,  0,  —  2),  (o,  —  5,  —  5) 
bezeichnet  werden. 
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Den  Ausdruck  h^  —  ac,  von  dessen  Werthe,  wie  wir  sehen 
werden,  die  Eigenschaften  der  Form 

(«,  h,  c)  =  ax^  -\-  2bxy  -\-  cy- 

in    hohem   Grade   abhängen,    nennt   man    die    Determinante 
dieser  Form.     Die  Determinanten  der  Formen 

(3,  4,  7),  (1,  -1,   1),  (0,  3,  a) 

sind  also  beziehungsweise  —  5,0,9. 

Die  Determinante  einer  Form  ist  positiv.  Null  oder  nega- 
tiv. Da  die  Formen,  deren  Determinante  Null  ist,  eine  eigene 
Behandlung  erfordern,  so  schliessen  wir  sie  vorläufig  von  der 
Betrachtung  vollständig  aus. 

§  98.  Transformation  der  Formen.  —  Wenn  wir 
in  einer  Form 

(1)  F  =  ax'  +  2hxy  +  cy' 

die  Grössen  a;,  y  durch  die  Ausdrücke 

[x  =  ax'  4-  ßy' 

(2)  ,  , 
^  ^                               \y  =  r^^   +  Sy 

ersetzen,  wo  a,  ß,  y,  d  ganze  Zahlen  sind,  so  verwandelt  sich 
F  in  die  neue  Form 

(3)  F'  =  a'x'^'  4-  2I/x'y'  +  c'y"', 
und  es  ist,  wie  eine  leichte  Rechnung  ergiebt,' 

Ia'  =  aa^  -\-  2hay  -\-  cy- 
h'  =  accß  -i-h(ad  -\-  ßy)  +  cyÖ 
c'  =  aß^  -\-  2hßd  -\'cdK 
Man   sagt  dann,    man    habe   die   Form   F  vermittels   der 
Substitution  (2)  in  die  Form  F'  transformirt. 

Wenn  die  Form  F'  einen  Werth  M  annimmt,  sobald 
x'  =  m,  y'  =  n  gesetzt  wird,  so  wird  auch  die  Form  F  gleich 
M  werden,  wenn  man  x  =  am  -{-  ßn,  y  =  ym  -\-  dn  setzt. 
Daher  wird  jede  durch  F'  darstellbare  Zahl  sich  auch  durch 
F  darstellen  lassen,  oder  alle  durch  F'  darstellbaren  Zahlen 
werden  unter  den  durch  F  darstellbaren  enthalten  sein.  Man 
sagt  daher,  die  Form  F'  sei  unter  F  enthalten,  oder  /'' 
enthalte  F'. 
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Die  aus  den  Coefficienten  der  Substitution  (2)  gebildete 
Zahl 

ad  —  ßy 

nennt  man  die  Determinante  der  Substitution. 

Die  Determinante  einer  Substitution  kann  eine  positive 
oder  eine  negative  Zahl  sein.  Im  ersteren  Falle  nennt  man 
die  Substitution  eine  eigentliche  und  sagt,  die  Form  F'  sei 
unter  i^ eigentlich  enthalten.  Im  zweiten  Falle  heisst  die 
Substitution  eine  uneigentliche  und  i^' unter  i^uneigent- 
lich  enthalten. 

Da  eine  Form  F  in  eine  andere  F'  möglicherweise  durch 
verschiedene  Substitutionen  übergeführt  werden  kann,  die  zum 
Theil  eigentliche,  zum  Theil  uneigentliche  sein  köunen,  so  ist 
es  auch  recht  wohl  möglich  (wir  werden  solche  Fälle  weiter- 
hin wirklich  antreffen),  dass  eine  Form  F'  unter  einer  andern 
Form  F  eigentlich  und  zugleich  uneigentlich  enthalten  sei. 

Zwei  oder  mehrere  Substitutionen  heissen  gleichartig, 
wenn  sie  sämmtiich  eigentliche,  oder  sämmtlich  uneigentliche 
sind.  Im  entgegengesetzten  Falle  werden  sie  ungleichartig 
genannt. 

Lehrsatz.  Die  Determinante  einer  Form  F',  welche 
durch  eine  beliebige  Substitution  aus  einer  Form  F 
entstanden  ist,  ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Deter- 
minante der  letzteren  in  das  Quadrat  der  Determi- 
nante der  Substitution. 

Beweis.  Bildet  man  mittels  der  Formeln  (4)  den  Aus- 
druck &"'  —  a' c\  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reduc- 
tionen 

&'2  _  a'c  =  (l)'  —  ac)  (ad  -  ßyf  . 

Diese  Formel  beweist  nicht  nur  den  in  Rede  stehenden 
Satz,  sondern  lässt  zugleich  erkennen,  dass  die  Determinanten 
beider  Formen  dasselbe  Vorzeichen  haben. 

Aufgabe.  Eine  Form  F  =  (a,h^c)  ist  durch  eine  Sub- 
stitution 

,  (x=ax'-{-ßy' 

\y  =  yx'-{-  dy' 
in  F'  =  (a,  h',  c')  transformirt  worden.     Man  soll  die  Substi- 
tution ermitteln,  welche  umgekehrt  F'  wieder  in  F  verwandelt. 
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Lösung.     Es  sei 

\x'  =  u'x  -\-  ß'y 

W  =  r'x  +  ^'y 

die  gesuchte  Substitution,   so   wird  F  offenbar   in  sich  selbst 

transformirt,  d.  h.  unverändert  bleiben,  wenn  man 

X  =  a{a'x  -f  ß'y)  +  ß{y' x  +  8'y) , 

y  =  yla'x-i-ß'y)-Jrö(Y'^  +  ^'y) 
oder 

x  =  (aa  +  ßy)x  +  (aß'  +  ßd')tj , 

y  =  (y«'  +  öy')^  +  (yß'  +  öd')y 

setzt.     Es  muss  somit 

au'  -\-  ßy'  =  1, 

aß'  -{-  ßd'  =  0, 

ya'  -j-  dy'  =  0, 

yß'  -^  dd'  =  1 
sein,   und  hieraus  ergiebt  sich  leicht,   wenn  die  Determinante 
der  Substitution  (1)  der  Kürze   wegen  mit  £  bezeichnet  wird. 

Diese  Werthe  von  «',  /j',  y',  d'  sind  nur  dann  ganze 
Zahlen,  wenn  f  =  +  1  oder  ^  —  1  ist.  Wir  schliessen  dar- 
aus Folgendes:  Wenn  die  Form  F  durch  die  Substitution  (1) 
in  F'  transformirt  ist,  so  lässt  sich  nicht  immer  auch  F'  zu- 
rück in  i^  transformiren.  Dies  ist  vielmehr  nur  möglich,  wenn 
die  Determinante  der  Substitution  den  Werth  +  1  hat,  und 
dann  verwandelt  sich  F'  in  F,  wenn  man 
\x'  =  sdx  —  sßy 


(2)  w  . 

^  ^  [y    =  —  eyx  +  eay 

setzt,  wo  £  =  +  1    die  Determinante   ad  —  ßy   der  Substitu- 
tion (1)  ist. 

Beispiel.      Die   Form  x~  -\-  Hxy  —  y^  =  (1^4,  —  1)   geht 
durch  die  Substitution 

ix  =     x'  —  '2y' 
\y  =  2x'  —  ?>y', 
deren  Determinante  -|-  1  ist,  über  in 

1.3a:'-  —  4^x'y'  -f  4?>y''  =  (1.%  -  24,  43), 
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und  letztere  wird  wieder  in  (1,  4,  —  1)  transformirt,  wenn  man 

x'  =  —  3x  -{-  2y , 

y  =  —  2x+    y 
setzt. 

i}  99.  Aequivalente  Formen.  —  Zwei  Formen  F,F' 
von  der  Beschaffenheit,  dass  F'  unter  F  und  zugleich  F  unter 
F'  enthalten  sei,  heissen  äquivalent.  Damit  i^ und  1^' äqui- 
valent seien,  sind  also,  wie  die  Lösung  der  vorhergehenden 
Aufgabe  ergiebt,  zwei  Bedingungen  zu  erfüllen,  nämlich  1), 
dass  F'  unter  F  enthalten  sei,  und  2),  dass  die  Determinante 
der  Substitution,  durch  welche  F  in  F'  übergeht,  den  Werth 
+  1  habe.  Wenn  die  zweite  Bedingung  erfüllt  ist,  so  lehrt 
der  Satz  des  vorhergehenden  Paragraphen,  dass  beide  Formen 
die  nämliche  Determinante  haben.  Die  Aequivalenz  zweier 
Formen  erfordert  also  die  Gleichheit  ihrer  Determinanten;  mau 
darf  aber,  die  erste  Bedingung  vernachlässigend,  aus  der  Gleich- 
heit der  Determinanten  allein  durchaus  nicht  auf  die  Aequi- 
valenz zweier  Formen  schliessen. 

Wenn  die  Form  F  durch  die  Substitution 
(x  =  ax'  +  ßy' 

in  die  äquivalente  Form  F'  transformirt  wird,  so  geht,  wie 
wir  gesehen  haben,  F'  in  F  über  durch  die  Substitution 

(X  =       s$x  —  eßy 
^  [y  =  —  ^yoo  +  say, 

wo  £  die  Determinante  von  (1),  also  £^  =  -|-  1  ist.  Die  Sub- 
stitution (2)  hat  daher  dieselbe  Determinante  ad  —  ßy  wie 
(1),  und  somit  sind  beide  Substitutionen  eigentliche  oder  beide 
uneigentliche.  Im  ersteren  Falle  heissen  die  Formen  F,  F' 
eigentlich  äquivalent,  im  zweiten  uneigentlich  äqui- 
valent. 

Beispiele.     I.    Die  Form  (5,  7,  —  1),  deren  Determinante 
54  ist,  geht  durch  die  Substitution 

x  =  t)x'-\-2tj',        y  =  lx'  -\-?>y' 
über  in  die  Form  (566,  232,  95),  welche  dieselbe  Determinante 
hat.     Die  letztere  Form  geht  durch  die  Substitution 
x  =  Zx  —  2y,         y'  =  —  Ix  -\-  5y 

Wcrtboim ,  Zahlonthcorie.  16 
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wieder  in  (5,  7,  — 1)  über.     Beide  Formen  sind  eigentlich 
äquivalent,  da  die  üetermiuante  jeder  Substitution  -|-  1   ist. 

II.  Die  Form  (3,  —  4,  4)  mit  der  Determinante  4  geht 
durch  die  Substitution  a;  =  a;' +  ?/',!/  =  2a;' +  ?/' in  (3,  —  1,-1) 
über.  Die  letztere  Form,  welche  gleichfalls  die  Determinante 
4  hat,  wird  durch  die  Substitution  x'  =  —  x  -^  y,  y'  ^  2x  —  y 
wieder  in  (3,  —  4,  4)  transformirt.  Da  jede  dieser  beiden 
Substitutionen  die  Determinante  —  1  hat,  so  sind  beide  Formen 
uneigentlich   äquivalent. 

Die  Formeln  (4)  des  §  98;  welche  uns  die  Coefficienten 
«',  h',  c  der  Form  liefern,  die  durch  irgend  eine  Substitution 
aus  einer  gegebenen  Form  («,  &,  c)  entsteht,  lassen  erkennen, 
dass  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen  a,  &,  c  auch 
Divisor  der  Zahlen  «',  &',  c  sein  wird.  Denkt  man  sich  die 
zweite  dieser  Formeln  (4)  beiderseits  mit  2  multiplicirt,  so 
geht  aus  denselben  ebenso  hervor,  dass  jeder  gemeinschaftliche 
Divisor  der  Zahlen  a,  2&,  c  auch  Divisor  der  Zahlen  a',  26',  c 
ist.  Es  wird  mithin  auch  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  der  Zahlen  a,  h  (resp.  2&),  c  in  a\  V  (resp.  2&'),  c' 
aufgehen.  Wenn  nun  beide  Formen  äquivalent  sind,  so  muss 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  a,  b  (2b),  c  in  den 
von  «',  b'  (ßb'),  c  und  zugleich  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  von  a',  b'  (2&'),  c  in  den  von  «,  b  {2b),  c  aufgehen, 
d.  h.  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  a,  b  (2b),  c 
muss  gleich  demjenigen  von  a',  b'  {2b'),  c    sein. 

Aufgabe.  Es  sollen  die  Beziehungen  der  beiden  Formen 
(c,  b,  d)  und  {a,  —  b,  c)  zu  {a,  b,  c)  ermittelt  werden. 

Lösung,     (c,  b,  a)  geht  aus  {a,  b,  c)  durch  Vertauschung 
von  x  und  y,  also  durch  die  Substitution 
X  =  0  •  x   -\-  \  •  y' 
y  =  1-x'  -\-0-y' 
hervor;   da   die  Determinante   dieser  Substitution   —  1  ist,   so 
sind  beide  Formen  uneigentlich  äquivalent. 

(a,  —  b,  c)  geht  aus  {a,  b,  c)  durch  die  Substitution 
I  X  =  \  ■  x'  -\-  0  •  y' 
\  y  =  0-x'  —  l  -y' 
hervor;   diese   hat   die  Determinante  —  1,   also   sind  auch  die 
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beiden  Formen  {a,  h,  c),  {a,  —  h,  c),  welche  man  entgegen- 
gesetzte nennt,  uueigentlicli  äquivalent. 

§  100.  Formen,  von  denen  jede  die  folgende 
enthält.  — 

Lehrsatz  I.  Wenn  eine  Form  F  eine  zweite  F'  und 
diese  zweite  eine  dritte  F'  enthält,  so  enthält  auch 
die  erste  die  dritte  und  zwar  eigentlich  oder  uu- 
eigentlich,  je  nachdem  die  zweite  Form  die  dritte  in 
derselben  Weise  enthält,  wie  die  erste  die  zweite, 
oder  in  entgegengesetzter  Weise. 

Beweis.     Wenn  F  durch  die  Substitution 
'  X  =  ax'  -\-  ßy' 


(1)  .  ,    ,     .   , 

in  F'  und  F'  durch  die  Substitution 

x'  =  a  x"  +  ß'y 


(2)  ,    .,   , 

in  F"  übergeht,  so  wird  sich  F  durch  die  Substitution 
' x  =  a  {a' x"  +  ß' y")  +  ß  (y'oc"  -j-  d'y") 
y  =  y  {a'x"  +  ß'^j")  +  d  {y' x"  +  d'y") 

oder,  was  dasselbe  ist, 

X  ==  {aa   +  ßy')  x"  +  {aß'  +  ß^')  v" 


(3)  , 

y  =  (ya    +  dy')  x"  +  {yß'  -j-  öö)y 

in  F"  verwandeln.     Somit  enthält  F  auch  F". 

Nun  ergiebt  sich  durch  Ausführung  der  Multiplicationen 
leicht,  dass 

(««'  +  ßy')  {yß'  +  dÖ')  -  {aß'  +  ßd')  {ya    +  dy') 
^{a8-ßy){a'Ö'  -ß'y'), 

dass  also  die  Determinante  der  Substitution  (3)  das  Produkt 
der  Determinanten  von  (1)  und  (2)  ist.  F  enthält  somit  F" 
eigentlich  oder  uneigentlich,  je  nachdem  die  Substitutionen  (1) 
und  (2)  gleichartig  oder  ungleichartig  sind. 

Zusatz.  Wenn  in  einer  beliebig  grossen  Reihe  von 
Formen  eine  jede  die  folgende  enthält,  so  wird  auch 
die  erste  die  letzte  enthalten  und  zwar  eigentlich  oder 
uneigentlich,    je    nachdem    die    Anzahl    der    Formen, 

16* 
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welche   die  ^uf  sie    folgende   Form   uneigentlich    ent- 
halten, gerade  oder  ungerade  ist. 

Lelirsatz  IL  Wenn  eine  Form  F  einer  zweiten  F' 
und  diese  zweite  einer  dritten  F"  äquivalent  ist,  so 
ist  auch  die  erste  der  dritten  äquivalent,  und  zwar 
eigentlich  oder  uneigentlich,  je  nachdem  die  zweite 
Form  der  dritten  in  derselben  oder  in  entgegen- 
gesetzter Weise  äquivalent  ist,  wie  die  erste  der 
zweiten. 

Beweis.  Da  F  äquivalent  F'  und  F'  äquivalent  F"  ist, 
so  ist  einerseits  F  unter  F'  und  F'  unter  F" ,  also  auch  F 
unter  F" ,  andererseits  aber  auch  F"  unter  F'  und  F'  unter 
F,  also  auch  F"  unter  F  enthalten.  Somit  sind  die  Formen 
F,  F"  äquivalent. 

Wenn  nun  die  erste  Form  die  zweite  in  derselben  Weise 
enthält,  wie  die  zweite  die  dritte,  so  enthält  die  erste  Form 
die  dritte  eigentlich  und  ist  zugleich  unter  derselben  eigfent- 
lieh  enthalten;  daher  sind  die  Formen  jP,  F"  in  diesem  Falle 
eigentlich,  im  entgegengesetzten  Falle  uneigentlich  äquivalent. 

§  101.  Benachbarte  Formen.  —  Wenn  zwei  Formen 
{a,  h,  c)  und  («',  h',  c')  gleiche  Determinanten  haben,  und 
wenn  zugleich  a'  =  c  und  h  -{-  h'  ^^0  (mod.  c)  ist,  so  nennt 
man  die  Formen  benachbart,  und  zwar  sagt  man,  wenn  eine 
genauere  Angabe  erforderlich  ist,  (a,  h,  c) '  sei  der  Form 
(c,  h',  c')  nach  links  benachbart  oder  (c,  &',  c')  sei  der 
Form  (a,  b,  c)  nach  rechts  benachbart.  So  ist  z.  B. 
(9,  2,  —  11)  der  Form  ( —  11,  9,  2)  nach  links  benachbart, 
(3,  1,  3)  ist  (3,  —  1,  3)  sowohl  nach  links,  als  auch  nach 
rechts  benachbart. 

Aufgabe  I.  Die  Formen  zu  bestimmen,  welche  einer  ge- 
gebenen Form  (a,  h,  c)  benachbart  sind. 

Lösung.  Es  seien  a,  h',  c'  die  Coefficienten  einer  Form, 
die  (a,  b,  c)  nach  rechts  benachbart  sein  m(')ge.  Dann  ist 
zunächst  a  =  c  und,  weil  b'  -\-  l  ^  0  (mod.  c)  sein  soll, 
b'  =  —  6  -f-  hc,  wo  Je  eine  unbestimmt  bleibende  ganze  Zahl 
bezeichnet.  Nun  müssen  beide  Formen  noch  dieselbe  Deter- 
minante haben;  es  muss  also 

{—  b  -\-  l-cf  —  cc'  =  />^  —  ac 


Allgemeine  Sätze  über  binäre  quadratische  Formen  etu.        245 

sein,  uud  hieraus  ergiebt  sich  leicht 

c  =a—  21)1 -{-  cJc\ 
Es  ist  also 

(c,  —  b  -^  ke,  a  —  2bh  -\-  cJc-) 

der   allgemeiue  Ausdruck    der   (a,  b,  c)    uach  rechts   benach- 
barteu  Formen. 

lu  derselben  Weise  würden  wir  als  allgemeinen  Ausdruck 
der  (rt,  b,  c)  nach  links"  benachbarten  Formen 
(c  —  2b1c  -\-  a¥ ,  —  b  -\-  ha ,  a) 
erhalten  haben. 

Lehrsatz.  Zwei  benachbarte  Formen  sind  eigent- 
lich äquivalent. 

Beweis.     Die  Form  {a,  b,  c)  geht  in 

(c,  —b-\-hc,  a  —  2bJc-\-  de') 
durch  die  Substitution 

\^x  =  Q  •  x'  —  1  •  ?/' 
\y  ^  l  •  x    -{-  h  ■  y' 
über.     Da    die   Determinante    dieser    Substitution    den   Werth 
-f-  1  hat,  so  sind  beide  Formen  eigentlich  äquivalent. 

Aufgabe  II.  Es  ist  eine  Form  {a,  b,  c)  gegeben.  Eine 
zweite  Form  soll  mit  der  gegebenen  den  ersten  Coefficienten 
a  gemeinsam  haben  und  derselben  eigentlich  äquivalent  sein. 
Welches  ist  diese  zweite  Form? 

Lösung,  {a,  &,  c)  ist  uneigentlich  äquivalent  (c,  b,  a), 
(Cj  b,  d)  ist  uneigentlich  äquivalent  (c,  — b,  a) ,  folglich  ist 
(«,  b,  c)  eigentlich  äquivalent  (c,  —  b,  a).  Ferner  ist  (c,  —  b,  a) 
eigentlich  äquivalent 

(a ,  b  -\-  alc,  c  -\-  2bJc  -\-  alxr) ; 

diese  letztere  Form  ist  also  die  gesuchte,  und  darin  kann  k 
jede  ganze  Zahl  sein. 

Aufgabe  III.  Zu  beweisen,  dass  die  Form  {a,  b,  c),  wenn 
2b  durch  a  theilbar  ist,  sich  selbst  uneigentlich  äquivalent  ist. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist  (a,  b,  c),  weil 
nach  rechts  benachbart,  eigentlich  äquivalent  (c,  b,  a);  (c,  b,  d) 
ist  aber  (a,  b,  c)  uneigentlich  äquivalent;  folglich  ist  (a,  b,  c) 
sich  selbst  uneigentlich  äquivalent. 
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A.umerkuii<5.  Es  wird  hier  vorausgesetzt,  dass  der 
Coefficient,  der  iu  den  benuclibarteu  Formeu  derselbe  ist,  vou 
Null  verschieden  sei.  Dies  ist  übrigens  immer  der  Fall,  wo- 
fern  nicht   die   Determinante   der  Form   eine  Quadratzahl   ist. 

Aufgabe  IV.     Zu  beweisen,  dass  die  Formen 

(a,  «  +  1 ,  «  +  2)     und     (a  +  2 ,  a  +  3 ,  «  +  4); 

für  jeden  Werth  der  ganzen  Zahl  a  benachbart  sind,  und  die 
Substitution  zu  ermitteln,  durch  welche  die  erste  Form  in  die 
zweite  transformirt  wird. 

Lösung.     Da 

{a  +  1)  +  (a  -f  3)  =  2«  4-  4 
durch  a  -\-  2  theilbar  und  zugleich 

(a  +  1)2  -  rt  (a  +  2)  =  (a  +  3j-  -  (a  +  2)  (a  +  4) 

ist,  so  sind  die  Formen  benachbart. 

Nun  geht  allgemein  eine  Form  (a,  h,  c)  in  die  benach- 
barte (c,  —  h  -\-  l'C,  a  —  2hTi  -\-  cJc^)  über,  wenn  mau 

X  =  0  •  x'  —  1  •  y',  y  =  l  •  x'  -{-  Icij' 

setzt;  wir  haben  also,  da  hier  h  =  a  -\-  1,  c  =  a  -{-  2  ist,  über 
Je  so  zu  verfügen,  dass 

Je  (a  +  2)  -  (a  +  l)  =  «  -f  3 

wird.  Es  ergiebt  sich  hieraus  A;  =  2;  die  gesuchte  Substitu- 
tion ist  also 

*■=  ~  y',  y  =  ^'  -\-  2y'. 

§  102.  Zusammenhang  zwischen  zwei  gleichar- 
tigen Transformationen  einer  Form  in  eine  andere.  — 
Es  seien 

F  =^  ax^  -\-  2hxy  +  cy^  und  F'  =  a'x'^  -\-  2h''x'y'  -\-  c  y"^ 
zwei  gegebene  Formen,  deren  Determinanten  beziehungsweise 
d  und  d'  sind,  und  es  möge  F  in  F'  transformirt  werden 
durch  jede  der  beiden  gleichartigen  Substitutionen 

IX  =  ax   -\-  ßy'         (x  =  a  x   -\-  ß'y' 
y  =  yx'-\-dy''      [ij  =  y'x'  -{-  d'y'' 

von  denen  die  erstere  die  Determinante  s,  die  zweite  die  De- 
terminante s'  habe. 
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Dann  ist  iiacli  dem  Lehrsatz  des  §  98 
d'  =  de'     imd     d'  =  de''^ , 
also    a^  =  e''^   und,    da    beide    Substitutionen    gleichartig    sein 
sollen,    s  =  s'.     Ferner  bestehen  nach  §  98,  (4)   die   6  Glei- 
chungen 

(1)  a'  =  aa'  -\-  2hay  -\-  Cf- 

(2)  a   =  aa'"  -{-  2ha  y'  -\-  cy"^ 

(3)  V  =^aa^^}){a8 -^  {iy)-^  cyb 

(4)  h'  =  aa  ^'  +  h{a' 6'  +  /i'/)  +  c/d' 

(5)  c'  =  rt/3^  +  2&/3(y +  cd-^ 

(6)  c  =aß'^-i-2bß'd'  -^  cd'K 
Wir  setzen  jetzt  der  Kürze  wegen 

aaa'  +  h{ay'  -|-  y«'j  -(-  cyy'  =  Ä, 
a(aß'  -f  ßa)  +  &(«(3'  +  /3y'  +  yß'  +  da') 

+  c(7Ö'  +  öy')=2B, 
aßß'  +  &(/3d'  +  dß')  +  cdd'  =  0. 
Nun  ergiebt  sich  durch  Multiplication  von  (1)  und  (2) 

(7)  a-'  =  Ä'  —  d(ay'  —  yay. 

Wenn  wir  weiter  (1)  mit  (4),  darauf  (2)  mit  (3)  multi- 
pliciren  und  die  Produkte  addiren  [Um  für  die  Folge  eine 
kurze  Ausdrucks  weise  zu  gewinnen,  werden  wir  dafür  (1)  •  (4) 
+  (2)  •  (3)  schreiben],  so  folgt 

(8)  2a'h'  =  2ÄB  —  d  {ay'  -  ya)  (ad'  +  ßy'  —  yß'  —  da). 
Durch  (1)  .  (6)  +  (2)  .  (5)  +  2  .  (3)  .  (4)  ergiebt  sich 

2&'2  +  2a'c'  =  4.B=^  — fZ[(ad'4-  ßy'  —  yß'  —  da')' -{-2se'\, 
und  hieraus  folgt  durch  Addition  von 

2h'^  —  2ac'  =  2d'  =  2d£e' 

(9)  4&'2  =  4B^  -  d{ad'  +  ßy'  —  yß'  —  Öa')^. 

Weiter  erhält  man  durch  (3)  .  (4) 

6'2  =  AC—d{ad'  —  yß')  (ßy'  -  da'), 
und  wenn  hiervon 

&'2  _  a'c  =  d(ad  —  ßy)  (aÖ'  —  ß'y') 
subtrahirt  wird,  so  folgt 

(10)  a'c   =ÄC  -  d(ay'  —  ya'){ßö'-  Öß') . 
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Durch  (3)  .  (6)  +  (4)  .  (5)  ergiebt  sich 

(11)  2h' c   =  2BC  -  d{ad'  +  ßy'  —  yß'  -  da)  {(id'  -  d/j') 
und  durch  (5)  .  (6) 

(12)  c"^C'  -d(ßd'  -dßj. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  der  grösste  gemeinschaftliche  Divi- 
sor der  Zahlen  «',  2h',  c  sei  m,  und  wir  hätten  nach  §  24,  VI 
drei  ganze  Zahlen  </,  li,  li  bestimmt,  welche  der  Gleich img 

a  (j  +  2h'li  -\-  c'h  =  m 
genügen.     Wenn   man   dann   die  6  Gleichungen  (7)  — (12)  be- 
ziehungsweise  mit  g'^,  2(jh,  h^,  2yJc,  2]iJc,  Jc^  multiplicirt  uud 
die  Produkte  addirt,  so  ergiebt  sich 

{Äg  +  2Bh  +  CJcf^ 
—  dlg{ccy'  —  ya')  -f-  h(ad'  —  Öa'  -{-  ßy'  —  yß') 

-j-Jc{ßd'-dß')\'  =  m', 
oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

(13)  Äg-{-2Bh  +  C]c=T, 

^^^^      \  +  Jc{ßd'  -  dß')  =  U 

gesetzt  wird , 

T'  —  d  U'  =  m' . 

Zwei   gleichartige  Transformationen   einer   Form  F  in  F'  lie- 
fern also  eine  ganzzahlige  Lösung 

t=  T,       u=  ü 
der  Gleichung 

t^  —  du^  =  m^ . 

Beispiel.     Die  Form  x^  -\-  Sy^  wird  in 
16a;  "^  +  12x'y'  +  SAy'^ 
trausformirt  durch  jede  der  beiden  Substitutionen 

(X  =  2x'  +  6^'        ix  =  Ax'  +  *Jy' 
[y  =  2x'-\r4y"      [y  =         —  ij' 
Es  ergiebt  sich 

^  =  8,     21^  =  36,     C=42,     d=-3,    m  =  4, 
und  da  die  Gleichung 

Kjg  +  12h  +  «4/.;  =  4 
durch  die  Werthe  g  =  —  8,  /<=  —  4,  Je  =  Ö  befriedigt  wird, 
so  liefern  unsere  beiden  Substitutionen  für  die  Gleichun<jf 
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r^-f  3  «2  =  16 

die  Lösung 

i  =  8  .  (-  8)  +  36  .  (~  4)  +  42  .  5  =  +  2 
u  =  (-  8) .  (-  8)  -  4  .  (-  36)  +  5  .  (-  42)  =  —  2 . 

In  unseren  Schlüssen  ist  nicht  vorausgesetzt,  dass  die  beiden 
Transformationen  verschieden  seien.  Wir  können  dieselben 
also  auch  als  identisch  ansehen,  d.  h.  a  =  a,  ß'  =  ß,  y'  =  y, 
d' =  d  setzen.  Dann  liefert  die  Gleichung  (14)  ^7=0;  fer- 
ner wird  Ä  =  a\  B  =  &',  C  =  c,  folglich  (wegen  (13))  t  =  m. 
Wir  erhalten  also  die  Lösung  u  =  0,  ^  =  +  m,  die  der  blosse 
Anblick  der  Gleichung  unmittelbar  liefert. 

Bekanntlich  können  die  Zahlen  g^  h,  Ic  auf  unendlich  viele 
Arten  bestimmt  werden.  Wir  werden  jetzt  sehen,  dass  T  und 
U  von  den  für  g,  h,  Je  gewählten  Werthen  ganz  unabhängig 
sind.  Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  Formeln  für  T  und  U 
herleiten,  die  einfacher  als  (13)  und  (14)  sind,  also  auch  den 
Vortheil  gewähren,  schneller  die  Werthe  von  T  und  U  zu 
liefern.     Wir  erhalten  durch 

(1)  .(du-  ßy')  +  (2)  .  («r  -  yß')  +  (3)  .  (ay'  -  ya) 

+  (4)  .  {ya   —  ay') 

f...    i  a'(a6'  -ßy'-yß'  +  da') 

^^^>'  1  =  A  [{ad  -  ßy)  +  (a'^'  -  ß' y')]  =  Ä{a  +  a') , 
ferner  durch 

[(l)-(2)].{dß'-ßd')  +  [{3)-\-{4)].iad'-ßy-yß'-\-da') 

+  [(5)-(6)],(a/-y«') 
J        2y(aö'  -ßy'-yß'  -j-da) 
^^       \  =2B{ad  —  ßy-i-a'd'  -  ß' y')  =  2B  {s -^  e'), 
endlich  durch 
[(3)  -  (4)]  .  {dß'  -  ßö')  +  (5)  .  («r  -  yß')  +  (6)  .  {8a  -  ßy) 

(        c'{a8'  -ßy'-yß'  -^da') 
^"-'^  \  =C{ad  —  ßy  +  a'd'  -  ß' y')  =  C{a -\- s')  . 

Da  a  =  a'  ist,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (15),  (16),  (17) 
.    _a'{ccS'  -ßy'  —  yß'  -\-da') 

Jl  —  ^^  , 

2B  =^  -^'("^'  -  ßy  -  y^  +^0 

2£  ' 
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.,  _  c'jceS'  -  ßy'  -  Yß'  +  Sa) 
^  —  -  Ys  ' 

uud  durcli  Einsetzimg  dieser  Werthe  geht  (13)  über  iu 

(ad   —  /37    —  7/3    +  du)     •' ^   ^^    ^ =  T 

oder,  da  a' g  -\-  2h' h  -f-  c'h  =  m  ist,  in 

(18)  2£r=«Kaö' — /^y'  — y/^' +  ö«')- 

Dies  ist  die  Formel,  aus  welcher  sich  T  leicht  berechnen  Itisst, 
und  welche  zeigt,  dass  der  Wertli  von  T  von  den  Wertheu, 
die  wir  für  </,  h,  Je  wählen,  ganz  unabhängig  ist. 

Aus    (18)    ergiebt   sich  für   aÖ'  —  ßy'  —  yß'  -f-  Öa    der 

2  s  T 
Werth  ,  durch  dessen  Einsetzung  in  (15),  (16),  (17)  man 

mA  =  Ta  ,     2mB  =  2 Th',     mC  =  Tc 
erhält,   und   bei  Benutzung   dieser  Werthe  von  Ä,  2B,  C  gt- 
halten  wir  aus  (7)  — (12),  wenn  wir  noch  m^  -f"  (^^'  statt  T^ 
schreiben,  nach  leichten  Vereinfachungen 
(  7*)         a'^m  =  {ay'  —  ya'fm^ 

(  8*)     2a  h'  ü^  =  (ay'  —  ya')  {ad'  —  da   -^  ßy    -  y ß')  nr 
(  9*)       4&'2  C72  =  (ad'  —  da'  +  ßy'  -  yß'f  in' 
(10*)        a'c'  U'^  =  (ay'  —  ya)  {ßd'  —  dß')  m- 
(11*)      2h'c'ü^  =  lßd'  -  dß'){ad'  —  da'  -\-  ßy'  —  yß')m' 
(12*)  c'W'  =  {ßd'  —  dß'fm\ 

Hieraus   ergiebt   sich   bei   Benutzung  der  Gleichung  (14) 
uud  der  Gleichung 

a'g  -\-  2h'h  -\-  c'h  =  m 
durch  (7*)  .  (j  +  (8*) .  h  +  (10*)  .  /.• 

am  U'-  =  {ay'  —  ya')  nr  U 
oder 

(19)  a' U  =  (ay'  —  ya')m, 

durch  (8*)  .  g  +  (9*)  .  h  +  (11*)  .  Je 

2h'mU^  =  (ad'  —  da'  +  ßy'  —  yß')  mW 
oder 

(20)  2b'U={ad'  -  da'  -\-  ßy'  -  yß')m, 

endlich  durch  (10*)  .^  +  (H*)  •  ^^  +  (12*)  •  Je 

c'mU'  =  (ßd'  -  dß')nf'U 
oder 
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(21)  c'U=(ßd'  -  dß')m. 

Jede  dieser  Formeln  (19) — (21)  zeigt,  dass  auch  U  von  g,  /i, 
k  unabhängig  ist,  und  setzt  uns  in  den  Stand,  U  mit  Leich- 
tigkeit zu  berechnen. 

§  103.  Ermittlung  der  mit  einer  gegebenen  Trans- 
formation gleichartigen  Transformationen  einer  Form 
in  eine  andere.  —  Es  seien  wieder  F,  F'  zwei  gegebene 
Formen',  und  es  gehe  F  in  F'  über  durch  die  gegebene  Sub- 
stitution 

X  =  ax' -{- ßif ,     y  =  rx'-\-dy'. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  alle  mit  der  gegebeneu  gleich- 
artigen Substitutionen  zu  ermitteln.  Dabei  setzen  wir  die 
Lösung  T,  U  der  Gleichung  f  —  du^  =  m^,  in  welcher  d,  m 
die  im  vorigen  Paragraphen  festgesetzte  Bedeutung  haben,  als 
bekannt  voraus.  Die  gesuchte  Substitution  bezeichnen  wir  mit 
X  =  a  x  -\- ß' y' ,  y  =  y' x' -\- 8' ij' . 
Unsere  Aufgabe  läuft  dann  darauf  hinaus,  «',  ß' ,  y',  d' 
durch  a,  ß,  y,  d,  T,  U  auszudrücken,  und  dies  geschieht  auf 
folgende  Weise: 

Durch  (18)  .  a  -f  (19)  .2ß  —  (20)  .  a  erhalten  wir 

2a£r  -f  2{ßa'  —  ah')  U  =  2{ad  —  ßy)  a'm  =  2sa'm, 
ebenso  durch  (18)  .ß  +  (20)  .  ß  —  (21)  .  2a 

2ßeT-\-  2{ßb'  —  ac')  U  =  2{ad  —  ßy)ß'm  =  2£ß'm, 
ferner  durch  (18)  .  y  +  (19)  .20—  (20)  .  y 

2ysT-i-  2{da'  —  yh')TJ  =  2{ad  —  ßy)y'm  =  2ey'm, 
endlich  durch  (18)  .  Ö  -f-  (20)  .  8  —  (21) .  2y 

28eT-\-2{81}'  —  yc')U=  2{ad  —  ßy)d'm  =  2sd'm, 
und  wenn  man  in  diese  Formeln  die  Werthe  von  «',  h',  c    aus 
(1),  (3),  (5)  einsetzt,  so  liefern  dieselben 

a'  =  ~-\aT  -  [ha -^  cy)U\  , 


ß'  =  ^[ßT-(bß-\-cd)U\, 
Y'-^[yT+(aa-j-hy)U}, 
d'  =  -^[dT+{aß-^hd)U]. 
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Wir  seheu  somit,  dass  jede  mit  der  gegebenen  gleich- 
artige Substitution,  durch  welche  F  in  F'  tranaformirt  wird, 
in  den  Formeln 

'  X   =y;[aT-{hcc-^cr)lT\x' 


(22; 


m 


y   =m   [yT+{aa  +  hy)mx' 


enthalten  ist. 

Es  bleibt  nun  noch  zu  zeigen,  dass  jede  durch  diese  For- 
meln ausgedrückte  Substitution  wirklich  jF  in  2^'  verwandelt 
und  dabei  mit  der  gegebenen  gleichartig  ist.  Der  erste  Punkt 
wird  dadurch  bewiesen ,  dass  man  die  in  (22)  angegebenen 
Werthe  von  x,  y  in 

F=  ax'  -\-  'Ihxy  -j-  cy- 
einsetzt;  unter  Anwendung  der  Gleichung 

überzeugt  man  sich  dann,  freilich  mittels  mühseliger  Kech- 
nung,  dass  die  Coefficienten  von  x"^,  x' y' ,  y"^  in  der  That 
a,  2h',  c    werden,   dass  also  F  in  F'  transformirt  wird. 

Für  die  Determinante  der  Substitution  (22)  erhält  man 
durch  wirkliche  Berechnung 

:^  \r'{ad  -  ßy)  -  V'U\aö  -  ßy)  +  ac  .  U'(ccö  —  ßy)] 

=  ^  {ad  -  ßy)  (T^  -  dW)  =  aö  -  ßy , 

und  somit  ist  die  Substitution  (22)  auch  mit  der  gegebenen 
gleichartig. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  Coefficienten  der  Substi- 
tution (22)  für  gewisse  Lösungen  der  unbestimniteu  Gleichung 
f^  —  du^  =  m~  gebrochene  Zahlen  werden.  Solche  Substi- 
tutionen sind  natürlich  zu  verwerfen. 

Dieser  Fall  wird  übrigens  nie  eintreten,  wenn  die  For- 
men F,  F'  äquivalent  sind.  Dann  muss  m,  als  grösster  ge- 
meinschaftlicher Divisor  von  «',  2h' ,  c',  auch  grösster  gemein- 
schaftlicher Divisor  von  a,  2h,  c  sein  (§  99).     Nun  ist 
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f  —  (M  =  m^ , 
also,  dd  d  =  Ir  —  ac  ist, 

t^  —  b^ti^  =  m^  —  ac  .  «^, 
uud  da  sowohl  a,  als  auch  c  durch  m,  die  rechte  Seite  also 
durch  w^  theilbar  ist,  so  muss  auch  die  linke  Seite,  und  um 
so  mehr  Af^  —  4&'^^^^  durch  m^  theilbar  sein.  2b  ist  aber 
durch  tn,  somit  4&^  durch  m^  theilbar.  Daher  wird  auch  4^^ 
durch  m^,  also  2  t  durch  m  theilbar  sein.  Es  sind  somit 
2  2 

—  (t-\-hu)    und    — (t  —  hu) 

ganze  Zahlen,   uud   da  die  Differenz  beider,   d.  i.   — —   gerade 

ist,  so  müssen  diese  Zahlen  entweder  beide  gerade  oder  beide 
ungerade  sein.     Wäre  jede  derselben  ungerade,  so  würde  auch 

ihr  Produkt  —^  (f  —  h^ti^)  ungerade  sein,  was  nicht  der  Fall 

ist,  da  m^  in  f  —  h^u^  aufgeht.  Jene  Zahlen  sind  also  ge- 
rade, und  somit  sind 

—  (t4-  bu)    und    —(t-  b'ii) 

ganze  Zahlen.  Da  nun  sowohl  a,  als  auch  c  durch  m  theil- 
bar ist,  so  erkennen  wir,  dass  die  Coefficienten  der  Substitu- 
tion (22),  die  sich  auch  folgendermassen  schreiben  lassen: 

a   =  —  \ait  —  hu)  —  cyii] 

ß'  =  ^\ß{t-bu)-cdu\ 

?' =  i^[Y(i-\-^u)-\- aau\ 

ö'  =  ~[8{t-\-Ui)-\-aM     ■ 
ganze  Zahlen  sein  werden. 

Wenn  wir  also  alle  Lösungen  der  unbestimmten  Gleichung 
i?  —  du^  =  m^, 
die  uns  später  beschäftigen  wird,   ermittelt  haben  werden,  so 
sind  damit  alle   mit   der  gegebenen  gleichartigen  Transforma- 
tionen von  F  in  F'  bestimmt. 

Beispiele.     I.    Die   Form  oi?  -\- \iy^   geht    durch  die  Sub- 
stitution 


254 


Achtes  Kapitel. 


{X  =  2x'  +  ^y' 
y  =  2x   -\-  4y' 
in  IGx"^  -j-  12x'y'  -\-  84?/'-  über.     Hier  ist  d  =  ~  3,  m  =  4, 

also  die  Gleichung 

f'  -f-  3«2  =  16 

zu  lösen.     Die  Wurzeln  derselben  sind 


t 

4 

—  4 

2 

2 

—  2 

-  2 

n 

0 

0 

2 

—  2 

2 

-2 

und    diesen    entsprechen    beziehungsweise    die    Substitutionen, 
deren  Coefficienten  folgende  sind: 


a 

2 

—  2 

—  2 

4 

—  4 

2 

ß 

6 

—  6 

-  3 

9 

—  9 

3 

r 

2 

—  2 

2 

0 

0 

—  2 

ä 

4 

-  4 

5 

—  1 

1 

—  5  . 

II.    Die  Form  x^  -\-  lif  geht  durch  die  Substitution 

x  =  2x'  -\-  lOy' 

y  =  2x   —    6y' 
über  in  32a;''  —  128a:'?/' +  352?/' l  Hier  ist  ^  ==  -  7,  w  =  32, 
also  die  Gleichung 

f-{-ln-=1024 
zu  l()sen.     Dieselbe  hat  10  Lösungen,  nämlich 


t 

31 

31  -31 

-31 

18 

18 

—  18 

-18 

4 

—  4 

u 

3 

—  3    3 

-  3 

10 

—  10 

10 

-10 

-12 

12 

welche    Substitutionen    mit    gebrochenen   Coefficienten   liefern 
würden,  also  zu  verwerfen  sind.     Den  übrigen  8  Lösungen 


t 

32 

-32 

24 

24 

—  24 

—  24 

4 

-  4 

u 

0 

0 

8 

-  8 

8 

-  8 

12 

-  12 

entsprechen  die  Substitutionen  mit  beziehungsweise  den  Coef- 
ficienten 
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a 

+    2 

-    2 

—    2 

+  5 

-5 

+    2 

-   5 

+   5 

ß 

+  10 

—  10 

+  18 

-3 

+  3 

—  18 

+  17 

—  17 

y 

+    2 

-    2 

+    2 

+  1 

-  1 

-    2 

+    1 

—    1 

d 

-    6 

+    6 

—    2 

—  7 

+  T 

+    2 

+    3 

—    3. 

§  104.  Ambige  Formen.  —  Eine  Form  (a,  b,  c)  wird 
ambig  geuanut,  wenn  26  durch  a  theilbar  ist.  Ambige  For- 
men sind  z.  B.  (a,  0,  c),  (2  a,  a,  c). 

In  §  101  haben  wir  schon  bewiesen,  dass  eine  ambige 
Form  sich  selbst  uneigentHch  äquivalent  ist.  Es  muss  daher 
auch  jede  Form,  welche  einer  ambigen  Form  äquivalent  ist, 
sich  selbst  uneigentlich  äquivalent  sein.  Dieser  Satz  lässt  sich 
aber  auch  umkehren.     Es  besteht  nämlich  der 

Lehrsatz.  Wenn  eine  Form  sich  selbst  uneigent- 
lieh  äquivalent  ist,  so  giebt  es  stets  eine  ihr  äqui- 
valente ambige  Form. 

Beweis.     Die  Form  (a,  h,  c)  möge  durch  die  Substitution 
'  X  =  ax'  +  ßy' 
[y  =  yx'  +  dl/ , 
deren  Determinante  ad  —  ßy  =  —  1  ist,  in  sich  selbst  trans- 
formirt  werden,  so  ist 

(1)  a(P  +  2hay  +  cy'^  =  a  , 

(2)  aaß  +  h{a8  +  ßy)  +  cyö  =  h, 

(3)  a^'  +  2hßd  -\-cd^  =  c. 
Nun  folgt  durch  (1) .  ö  —  {2)  .  y 

aa{a8  —  ßy)  +  hy{a8  —  ßy)  =  aÖ  —  hy 

oder,  da  ad  —  ßy  =  —  1   ist, 

—  aa  —  by  =  ad  —  by; 
also  ist 

(4)  a{a-\-d)  =  0. 

Weiter  folgt  durch  (2)  .  (a  +  d)  —  (1)  .  /3  -  (3)  .  y 

aß{ad  —  ßy)  +  ba{ad  —  ßy)  +  bd(ad  —  ßy)  +  Cy{ad  —  ßy) 

'  =  la  -\-  bö  —  aß  —  cy 
oder 
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—  aß  —  ha  —  hd  —  cy  =  ha  +  hd  —  aß  —  cy; 

also  ist 

(5)  &(a  +  d)  =  0. 

Endlich  folgt  durch  (3)  .  a  —  (2)  .  ß 

hß{aö  —  ßr)-j-  cd  {ad  —  ßy)  =  ca  —  hß 
oder 

—  hß  —  cd  =  ca  —  hß-^ 
also  ist 

(6)  c(a  +  Ö)  =  0. 

Aus  den  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  geht  hervor,  dass  a-\-  d  =  0, 
also  d  =  —  a  ist;  wäre  nämlich  a  -\-  d  von  Null  verschieden, 
so   müsste  a  =  h  =  c  =  0   sein,   was   offenbar  unmöglich  ist. 
Durch  (2)  .  a  —  (1)  .  ß  erhält  man  noch 

ha(ad  —  ßy)  -\-  cy{ad  —  ßy)  =  ha  —  aß 
oder 

—  ha  —  cy  ==ha  —  aß; 
es  ist  also 

(7)  aß  —  2ha  —  cy  =  0, 

und  diese  Formel  wird  uns  unten  von  Nutzen  sein. 

Wird    in    der   Gleichung   ad  —  ßy  =  ~  1   die   Grösse   d 
durch  den  dafür  erhaltenen  Werth  —  a  ersetzt,  so  erhält  man 

a^-l==-ßy     oder   .'^-^  =  -^- 

'  '  y  1  —  a 

In  den  kleinsten  Zahlen,   die   möglich   sind,   ausgedrückt,   sei 
dieses   Verhältniss   =  — :    dann   sind    also   tn  und  n  prim  zu 

einander.     Ferner  seien  zwei  ganze  Zahlen  ft,  v  so  bestimmt, 

dass 

m^  -\-  nv  =  1 

ist.     Dann  behaupten  wir, 

X  =  mx"  —  vy" 


(8)  ,  „,        , 

sei  eine  Substitution,  welche  F  in  eine  äquivalente  ambige 
Form  6r  transformire.  Da  die  Determinante  der  Substitution 
(8)  den  Werth  -|-  1  hat,  so  ist  G  eigentlich  äquivalent  F. 
Wir  haben 'also  nur  zu  beweisen,  dass  G  eine  ambige  Form 
ist.  Zu  diesem  Zwecke  berechnen  wir  die  beiden  ersten  Coef- 
ficienten  der  Form  G  =  {a',  h',  c').     Es  ergiebt  sich 
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a'  =  am^  -\-  2bmn  -f-  cii^, 


(9)         ,       , 

2b  =  —  2amv  —  2hnv  -\-  2bm^  -\-  2c« fi 

Nun  folgt    aus  der  Relation     -      -  =  — , 
°  1  —  an' 

dass 

ßn  -\-  am  —  w  ==  0 

ist,  und  aus  -^^^  =  — ,  dass 

'  y  n  ' 

ym  —  an  —  n  =  0 
ist.     Es  hat  also  jede  der  drei  Zahlen 

g  =  1  —  m^  —  nv, 
h  =  ßn  -\-  am  —  m, 
]c  =  ym  —  an  —  n 

den  Werth  Null,  und  der  Ausdruck 

m^\ß^^  —  2a(iv  —  yv^) 
bleibt  unverändert,  wenn  man 

g[{m^  +  l)/5  —  (a  +  l)mv]  -{-  h{m^v  -{-  v)  -\-  Jcmv^ 

dazu  zählt.     Durch  Ausführung  der  Rechnung  erhält  man  nach 
leichten  Reductionen 

m^{ß(i^  —  2a^v  —  yv^)  =  —  2mv  +  ß. 
Ebenso  bleibt 

mn{p^^  —  2a^v  —  yv^) 

unverändert,  wenn  man 

g[(m(i  —  nv)  —  (1  +  f**'*  +  nv)a]  —  hm^'^  +  Jcnv^ 
dazu  zählt,  und  man  erhält 

mn(ß^^  —  2a^v  —  yv^)  =  m^i  —  nv  —  a  . 
Endlich  erleidet  auch 

n^{ß^^  —  2a/[tv  —  yv^) 
durch  Addition  von 

—  g{n^{a  —  1)  +  (nv  +  l)/]  —  ^'^^^  —  k(n(iv  +  f*) 
keine  Veränderung,  und  es  ergiebt  sich 

n^{ßli^  —  2ayiv  —  yv-)  =  2n^  —  y . 
Es  ist  also 

Wertlicim,  ZahleiitlKoric.  17 
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(am^  -\-  2hmn  +  cn-)  {ßfi,^  —  2a(iv  —  yv^) 
=  —  2amv  -\-  aß  -\-  2bmfi  —  2bnv  —  2ha  -f-  2cn^  —  cy 
=  ( —  2amv  -\-  2hm^  —  2hnv  -f-  2cn^)  -\-  (aß  —  2ha  —  cy) 
oder  wegen  (9)  und  (7) 

a{pyr  —  2a^v  —  yv'^)  =  26'; 
a'  geht  also  in  2h'  auf,  und  somit  ist  G  eine  ambige  Form. 
Beispiel.     Die   Form  (3,   13,  18)   geht  durch    die  .Substi- 
tution 

X  =  3a;'  +  2y' 

y  =  —  4:x'  —  Sy', 

deren  Determinante  —  1  ist,  in  sich  selbst  über,  ist  also  sich 

selbst  uneigentlich  äquivalent.     Hier  ist 

a+i  4     m  ^ 

y  —  4:  n 

Man  kann  also  erstens  w  =  1,  n  =  —  1  annehmen; 
dann  hat  man  die  Gleichung 

^  —  V  =  1 
zu  lösen.  Der  Lösung  ^  =  1 ,  v  =  0  entspricht  die  Substi- 
tution X  =  x',  y  =  —  x'  -\-  y',  durch  welche  (3,  13,  18)  in 
( —  5,  —  5,  18)  übergeht.  Der  Lösung  /it  =  2,  v  =  1  ent- 
spricht die  Substitution  x  =  x'  —  y',  y  =  —  x'  -}-  2y',  welche 
(3,  13,  18)  in  ( —  5,  0,  23)  transformirt,  u.  s.  w. 

Wird  zweitens  m  =  —  1,  m=  1  angenommen,  so  ist 
die  Hülfsgieichung  —  (i  -^  v  =  1 . 

Der  Lösung  (i  ^  0,  v  ==  1  dieser  Gleichung  entspricht 
die  Substitution  x  =  —  x'  —  y' ,  y  =  x',  welche  (3,  13,  18) 
in  (—  5,  —  10,  3)  verwandelt.  Der  Lösung  ^  =  1,  v  =  2 
entspricht  die  Substitution 

x=  —  x'  —  2y\         y  =.  x'  -\-y  , 
welche  die  ambige  Form  ( —  5,  —  15,   —  22)  liefert,  u.  s.  w. 

Aufgabe  1.  Die  Form  (7,  1,  —  1)  geht  durch  die  Sub- 
stitution X  =  2x'  -\-  y' ,  y  =  —  3a;'  —  2y',  deren  Determinante 
—  1  ist,  in  sich  selbst  über,  ist  also  sich  selbst  uneigentlich 
äquivalent.  Man  soll  einige  jener  Form  äquivalente  ambige 
Formen  bilden. 

[(4,  2,  -1),  (4,  -2,  -1),  (4,  -6,  7),  ...]. 


Allgemeine  Sätze  über  binäre  quadratische  Formen  etc.        259 

Aufgabe  2,     Man   hat   eiue   ambige   Form    G   durch   eine 
Substitution 

^^  ax  -^  ßy 

yj  =  yx  -{-  dy , 

deren  Determinante  +  1  ist,  in  eine  Form  F  transformirt.  Es 
soll  nun  eine  Transformation  mit  der  Determinante  —  1  er- 
mittelt werden,  welche  F  in  sich  selbst  transformire. 

Lösung.     Nach  §  98  wird  F  in  G  transformirt  durch  die 
Substitution 

I  x  =  öx'  —  ßy' 

weiter  wird  G  in  sich  selbst  transformirt  durch  die  Substitution 
(2)  \x-^^x'  +  W' 

l  2/  =      —y, 

WO  Je  die  ganze  Zahl   —  bezeichnet:  endlich  geht  G  in  F  über, 

wenn  man 

(  X    ^  ax     -\-  ßy 

\  y    =yx    -}-  dy 

setzt;  F  wird  also  in  sich  selbst  transformirt,  wenn  mau  die 
Substitutionen  (1),  (2),  (3),  deren  Determinanten  beziehungs- 
weise -j-  1,  — 1,  -f-  1  sind,  nach  einander  anwendet,  oder 
durch  die  Substitution 

ix  =  {ad  +  ßy  +  kyd)  x'"  -f  (2^^  +  U')y"' 
U  =  -  {2ay  -h  ly")      x"  -{a8  +  ßy-\-  hy8)y"', 
und  die  Determinante  dieser  letzteren  ist  —  1. 

Beispiel.     (2,  1,  7)  verwandelt  sich  in  (34,  —  15,  7)  durch 
die  Substitution 

l  =  ?,x-y,     'r]  =  —  2x-\ry, 
also  wird  (34,  —  15,  7)  in  (2,  1,  7)    transformirt  durch  die 
Substitution 

x  =  x'-^y',     y  =  2x'  -{-?>y'  \ 
(2,  1,  7)  bleibt  unverändert,  wenn  mau 

x'  =  x"-\-ij'\     y' =  —  y" 
setzt;  endlich  geht  (2,  1,  7)  in  (34,  —  15,  1)  über  durch  die 
Substitution 

17* 
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ti  o       nt  III  II  £-,       ///       I  III 

X    =?,x      —y    ,     y     =  —  2x     -\- y    ; 
somit  transfurmirt  sich  (34,  —  15,  1)  iu  sich  selbst,  weuu 
X  =    X  -\-    y        \x   =  X    -\-  y         \x    =  ox     —  y 
y  =  2x'  -\-  Sy',      \y'  =        —  y",      \y"  =  —  2x"'  +  y'", 

oder  direkt 

3    1/1  III 

X     —    y 

y  =  8x"'  —  3y"' 
gesetzt  wird. 

§  105.  Beziehung  der  Darstellungen  einer  Zahl 
M  durch  eine  Form  (a,  h,  c)  zu  den  Wurzeln  der  Con- 
gruenz  |^^6^  —  ac  (mod.  31).  —  Wenn  den  unbestimmten 
Grössen  x,  y  bestimmte  Werthe  m,  ii  beigelegt  werden,  so 
nimmt  die  Form  (a,  b,  c)  einen  bestimmten  Werth  M  an. 
Man  sagt  dann,  die  Zahl  31  werde  durch  die  Form 
(a,  h,  c)  dargestellt,  und  zwar  heisst  die  Darstellung  eine 
eigentliche  oder  eine  uneigentliche,  je  nachdem  die  Werthe 
m,  n,  die  man  für  x,  y  setzt,  prim  zu  einander  sind  oder  nicht. 
Die  Darstellungen  einer  Zahl  il/ 'durch  eine  Form  (a,  h,  c) 
stehen  in  einem  interessanten  Zusammenhange  mit  den  Wur- 
zeln der  Congruenz  |^  ^  D  (mod.  31),  wo  D  =  &^  —  ac  die 
Determinante  der  Form  (a,  h,  c)  ist,  und  dieser  Zusammen- 
hang wird  durch  die  folgenden  Sätze  ausgedrückt: 

Lehrsatz  I.  Die  Determinante  D  einer  Form  (ayb,c), 
durch  welche  eine  eigentliche  Darstellung  einer  Zahl 
31  möglich  ist,  ist  ein  quadratischer  Rest  von  31. 

Beweis.  Es  seien  m,  n  die  Werthe,  die  man  beziehungs- 
weise X,  y  beilegen  muss,  damit  die  Form  (a,  h,  c)  gleich  31 

werde,  also 

am-  -\~  2hmn  -\-  cn^  =  31. 

Da  nun  m  prim   zu  n  ist,   so   lassen  sich    zwei  ganze  Zahlen 
IL,  V  bestimmen,  welche  der  Bedingung 

^m  -\-  vn  =  \ 
genügen.     Dann  geht  die  leicht  zu  bestätigende  Identität 

{am^  -f-  2bmn  -\-  cn^)  {av^  —  2b^v  +  c^^) 
=  [(i(mb  -\-  nc)  —  v{ma  -\-  nb)\^  —  {Iß  —  ac)  (^m  -\-  vrif 
über  in 
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M(av'  —  2hiiv  -f  Cft2) 

=  \^{mh  +  J'c)  —  v{ma  -j-  tib)f  —  {h^  —  ac) . 

Es  ist  also 

[fi(^mb  -f-  ''c)  —  v(^nia  -\-  nh)]^  ^Ir  —  ac  (mod.  Jf), 
d.  h.  &^  —  ac  ist  in  der  That  quadratischer  Rest  von  M. 

Dieser  Satz  liefert  zugleich  einen  Ausdruck  für  die  Wur- 
zeln der  Congruenz  ^^  ^Jr'  —  ac  (mod.  M),  nämlich 

^(m&  -\-  nc)  —  v{i}ia  -{-  w&) . 
Nun  hat  aber  die  Gleichung 

^m  -{-  vn  =  1 
unendlich  viele  Lösungen  ^,  v,  und  jeder  dieser  Lösungen  ent- 
spricht   ein    Werth   jenes    Ausdrucks.     In  welcher  Beziehung 
diese  letzteren  zu  einander  stehen,  sagt  uns  der  folgende  Satz: 

Lehrsatz  IL  Eine  jede  eigentliche  Darstellung 
x==m,  y  =  n  einer  Zahl  M  durch  eine  Form-(a,  b,  c) 
liefert,  welche  Werthe  man  auch  für  /n,  v  wählen  mag, 
nur  eine  einzige  Wurzel  der  Congruenz 

"^^  =  W  -  ac  {modi.  M) . 
Beweis.     Es  sei   ^im  -\-  vn  =  1  und  zugleich 
ft'm  +  v'  n  =  1 , 
so  erhält  man  durch  Elimination  von  tti 

7i{fi'v  —  Jiv')  =  ft'  —  /Lt 
uud  durch  Elimination  von  n 

m{^v'  —  ft'v)  =  v'  —  V . 
Wenn  man   nun  die   den  Werthepaaren  n,  v   und   ^' ,  v'  ent- 
sprechenden Werthe  des  Ausdrucks,  welcher  die  Wurzeln  der 
Congruenz   |^  ^  &^  —  ac  (mod.  M)    darstellt,    beziehungsweise 
mit  Vj  v    bezeichnet,  also 

t;  =  u,  {^yib  -\-  nc)  —  V  (ma  -\-  nb) , 
v'  =  ii'{mb  -f-  nc)  —  v'  (ma  -\-  nb) 
setzt,  so  erhält  man  durch  Subtraction 

v'  —  V  =  (fi'  —  (i)  (mb  -{-  nc)  —  {v'  —  v)  {ma  -{-  nb) 

oder  bei  Anwendung  der  oben  für  fi'  —  fi  und  v'  -    v  gefun- 
denen Werthe 
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v'  —  v  =  n{fi'v  —  ^v')  (mb  -f-  nc)  —  mi^v'  —  [i  v)  (ma  -\-  nh) 
=  (^'v  —  ^v')  (am'  -\-  2hmn  +  crr) 
=  (ft'v  —  f*v')  71/, 
Es  ist  also  wirklich 

v^v'  (mod.  M). 
Beispiel.     Die  Form  (7,  —  2,  3),  deren  Determinante  —  17 
ist,  nimmt  den  Werth  31  an,  wenn  man  x  =  2,  y  =  ?>  setzt, 

und  die  Gleichung 

2in  +  3v  =  1 
hat  die  Lösungen 

f*      -1      +2      +5      + 


1 


-  1 


—  3 


Da  nun  hier 

mh  -\-  nc  =  —  4  +  9  =  5, 
ma  +  M&  =     14  —  6  =  8 
ist,  so  erhält  man 
v  =  —  \?>,     v'  =  +  18,     v"  = +  49,     v'"  =  +  80,  ... 
Alle  diese  Zahlen  genügen  der  Congrueuz 
|2=-  17  (mod.  31), 
aber    da   sie   mod.  31    congruent   sind ,    so   haben   wir   sie  als 
eine  einzige  Wurzel  dieser  Congruenz  anzusehen. 

Aufgabe.     Es  sei  v^  der  Werth,  welchen  der  Ausdruck 
(1)  ^{ftih  +  nc)  —  v{ma  -\-  nh) 

für  eine  bestimmte  Lösung  ju^^,  v^  der  Gleichung 

yi,m  -\-  vn  =  \ 
annimmt,  und  v^  eine  Zahl ,  welche  ^  t\  (mod.  M)  ist.     Man 
soll    die    Werthe    ^i.^,  v^  von  /u-,  v   ermitteln,    für   welche  der 
Ausdruck  (1)  gleich  v^  wird. 

Lösung.     Zur   Bestimmung   von  ju^,  v.,   hat  man   die  bei- 
den Gleichungen 

m|li2  +  WV2=  1, 

li.,{mh  -\-  nc)  —  v^{ma  -\-  nh)  =  v^ , 
aus  denen  durch  Elimination  von  Vg 

yL^\m{nia  ■\-  nh)  -\-  n{mh  -\-  nc)\  =  ma  -{-  nh  -\-  ni\ 
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otler  kürzer 

lx.^M  =  Dia  -\-  nh  -{-  nv^ , 

und  durch  Elimination  von  ^2 

v^{m{ina  -\-  nh)  -\-  n(tnh  +  nc)]  =  mh  -{-  nc  —  mv., 
oder  kürzer  v^M  =^  mh  -\-  nc  —  mv,^  folgt. 

Es  ist  also 

li^^l  =  ma  -f-  nh  -{-  71V2 

und  ebenso  natürlich 

(i^M  =  ma  -\-  nh  -\-  nv^ , 
also 

oder 

r2  —  ri  T^         j[f 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  durch  Subtraction  der  bei- 
den Gleichungen 

V2M  =  mh  -\-  nc  —  mv^ , 

v^M  =  w«&  -|-  WC  —  mvi 
für  v.j  den  Werth 

Beispiel.  Wir  nehmen  wieder  die  oben  betrachtete  Form 
(7,  —  2,  3)  und  die  Darstellung  x  =  2,  7j  =  3  der  Zahl  31 
durch  dieselbe.  Für  die  Lösung  n^  =  5,  v^  ^  —  3  der  Glei- 
chung 2^  -\-  3v  =  1  liefert  der  Ausdruck  {!),  da 

mh  +  WC  =  5 ,     ma  -\-  nh  =  8 
ist,  die  Wurzel  v^  =  49  der  Congruenz 

x^  =  —n  (mod.  31) . 
Um   die  Werthe   fi.^,  v.^   zu   erhalten,   welche    die  Wurzel  235 
derselben  Congruenz  liefern  würden,  haben  wir  nur 

-    ,    3  .  (235  —  49)  ,.., 

^    _  _  3  _  2-^^35-49)  _  _      . 

anzunehmen. 

Eine  jede  eigentliche  Darstellung  x  =  m,  y  =  n  der  Zahl 
M  durch  die  Form  (a,  h,  c)  entspricht  also  einer  bestimmten 
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Wurzel  V  der  Congriienz  ^^^h''^  —  ac  (mod.  M)  oder,  wie 
wir  dafür  zuweilen  auch  sagen  werden ,  einem  bestimmten 
Werthe  v  des  Ausdrucks  ]/&^  —  ac  (mod.  31).  Man  sagt  dann: 
diese  Darstellung  gehört  zum  Werthe  v  des  Aus- 
drucks ]/6^  —  ac(m.od.M). 

Hat  man  zwei  eigentliche  Darstellungen  einer  Zahl  31 
durch  eine  Form  (a,  h,  c),  nämlich  x  =  m,  y  =  n  und  x  =  in\ 
y  =  n,  ist  also 

31  =  am^  -\-  2bmn  -}-  cn^ , 

31  =  am'^  -\-  2hm' n   -j-  cn" 
und  zugleich 

fim  -\-  vn  =  \  , 

fi'm'  -\-  v'n  =  1 , 
so  liefert  die  erste  Darstellung  die  Wurzel 

?;  =  ^{mh  +  nc)  —  v{ma  -\-  nh) , 
die  zweite  die  Wurzel 

v'  =  fi'{m'h  -f-  n'c)  —  v\m' a  -f-  n'h) 

der  Congruenz  ^^  ^h^  —  ac  (mod.  31) ,  und  es  sind  drei  Fälle 
zu  unterscheiden: 

Erstens  kann  für  irgend  ein  Werthepaar  ^,  v  und  irgend 
ein  Werthepaar  ft',  v' 

v^v'  (mod.  3d) 

sein.  In  diesem  Falle  besteht  die  Congruenz  [da  die  Anwen- 
dung anderer  passender  Werthe  von  ^,  v,  resp.  ^',  v  doch 
zu  denselben,  d.  h.  mod.  31  congruenten  Werthen  von  v,  resp. 
v'  führtj  für  alle  Werthe,  die  man  \x,,  v,  resp.  fi',  v'  beilegen 
kann;  beide  Darstellungen  gehören  also  zu  demselben 
Werthe  des  Ausdrucks  ]/6^  —  ac  (mod.  71/). 

Wenn  zweitens  die  Congruenz  ü  ^  ^;'  (mod.  J/)  für 
irgend  ein  Werthepaar  fi,  v  und  irgend  ein  Werthepaar  ^',  v 
nicht  besteht,  so  kann  sie  überhaupt  für  keine  Werthe  statt- 
finden, die  ft,  V,  resp.  ^',  v'  beigelegt  werden  können;  in  die- 
sem Falle  gehören  die  beiden  Darstellungen  zu  ver- 
schiedenen Werthoii  von  j/j^  —  ac  (mod.  M)  . 

Wenn    drittens    v  F=  —  v  (mod.  31)   ist,    so    gehören 
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beide   Darstellungen    zu    entgegengesetzten    Werthen 
von  Yb-  —  ac  (mod.  M)  . 

Beispiel.  Die  Form  (4,  6,  —  14),  deren  Determinante 
=  92  ist,  nimmt  den  Werth  1106  an,  wenn  man 

1.  a;  =  20,    ij  =  19 

2.  a;  =  28,    y  =  29 

3.  a;  =  13,    y  =  ö 

4.  a;  =  —  28 ,    y  =  b 
setzt.     Nun  hat  die  Gleichung 

20^  +  19v  =  1  die  Wurzeln  ^  =        \ ,  v  =  —     1 
28^  +  29v=l     „  „         (n  =  — l,v=  1 

13ft  +    5v==l„  „         ^i  =       2,v  =  —    5 

—  28ft+    5v  =  l     „  „        ft  =  —  2,  v  =  —  11. 

Es  gehören  also  unsere  4  Darstellungen  von  1106  durch 
die  Form  (4,  6,  —  14)  beziehungsweise  zu  den  Wurzeln 
Vi=  (  20.6  —  19.14)+  (  20.4  +  19.6)  =  +  48 
v^  =  —  (  28.6-29.14)—  (  28.4  +  29.6)  =  —  48 
v^=  2(  13.6—  5.14)+  5(  13.4+  5.6)  =  +  426 
1;^  =  — 2(-28.6—  5.14)  +  ll(-28.4+  5.6)  =  -426 
der  Cougruenz  |^  ^  92  (mod.  1106).  Die  erste  und  die  dritte 
Darstellung  gehören  also  zu  verschiedenen,  die  erste  und 
die  zweite,  wie  auch  die  dritte  und  die  vierte  zu  entgegen- 
gesetzten Werthen  des  Ausdrucks  ]/92  (mod.  1106) . 

§  106.  Darstellungen  einer  Zahl  durch  äquiva- 
lente Formen.  — 

Lehrsatz  I.  Eine  Zahl  üllässt  sich  durch  eine  Form 
F  mindestens  ebenso  oft  darstellen,  wie  durch  eine 
unter  F  enthaltene  Form  F\ 

Beweis.     Wenn  die  Form  F  durch  die  Substitution 

r  X  =  ax'  +  ßij' 

ly  =  y^'  +  Sy' 

in   F'   übergeht   und   F'  für  x'  =  m,  y'  =  n  gleich  M  wird, 
so  nimmt  offenbar  auch  F  den  Werth  M  an,  wenn  man 

X  =  am  +  /3«,     y  =  ym  +  8n 
setzt. 
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Ebenso   wird,    wenn   x   =  m\  y'  =  n     eine   zweite,   von 
der  ersten  verschiedene  Darstellung  von  M  durch  F'  ist,  auch 
X  =  am'  -{-  ßn',  y  =  yni   -\-  ön 

eine  zweite  Darstellung  von  M  durch  F  sein,  und  wir  haben 
nur    zu    zeigen,    dass    diese    letztere    von    der    ersteren    (d.   i. 
X  =  am  -\-  ßn ,  y  =  ym  -\-  dn)  verschieden  ist. 
Wäre  gleichzeitig 

aw  -\-  ßn  =  am'  -\-  ßn' , 
ym  -\-  dn  =  ym'  -\-  dn' , 
so  würde  man  durch  Elimination  von  n 

m  (aö  —  ßy)  =  m'  (ccÖ  —  ßy) 
und  durch  Elimination  von  m 

n  (ad  —  ßy)  =  n'  (ad  —  ßy) 
erhalten;  es  würden  also  die   beiden  Gleichungen 
(ad  —  ßy)  (m  —  m')  =  0, 
(ad  —  ßy)  (n  —  n')  =  0 

bestehen,  und  da  der  Voraussetzung  nach  nicht  gleichzeitig 
m  =  m',  n  =  n'  sein  soll,  so  müsste  ad  —  ßy,  also  auch  die 
Determinante  von  F'  gleich  Null  sein.  Solche  Formen  haben 
wir  aber  vorläufig  ausdrücklich  von  der  Betrachtung  ausge- 
schlossen. Die  Darstellungen  der  Zahl  M  durch  die  Form  F, 
welche  den  verschiedenen  Darstellungen  von  M  durch  F'  ent- 
sprechen, sind  daher  sämmtlich  von  einander  verschieden,  und 
somit  lässt  sich  M  durch  F  mindestens  ebenso  oft  darstellen 
wie  durch  F'. 

Zusatz  I.  Eine  Zahl  M  lässt  sich  durch  die  eine 
von  zwei  äquivalenten  Formen  genau  so  oft  dar- 
stellen wie  durch  die  andere. 

Zuzatz   IL     Sind    F,    F'    zwei    äquivalente    Formen 

und 

x'  =  m  (x  =  am  -\-  ßn 

und  j 

y   =  n  \y  =  ym  -\-  on 

zwei  einander  entsprechende  Darstellungen  der  Zahl 
Jf  durch  beziehungsweise  F'  und  F,  so  ist  der  grösste 
gemeinschaftliche   Divisor    von  m   und  n    gleich    dem 
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grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  von  am -\- (in 
und  ym  -{-  du. 

Beweis.  Ist  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von 
m  und  n,  so  kann  man  nach  §  24,  VI  zwei  ganze  Zahlen  ft, 
V  bestimmen,  welche  der  Gleichung 

fini  -\-  vn  =  d 

genügen.     Nun  besteht  die  Identität 

{d^  —  yv)  (am  -\-  ßn)  —  (ß^  —  av)  (ytn  -j-  dn) 

=  (ad  —  ßy)  (^m  -\-  vn) , 
und  diese  geht,  da 

ad  —  ßy  =  -\-  i  ^  ^m  -\-  vn  =  d 
ist,  über  in 

(dft  —  yv)  (am  -\-  ßn)  —  (ßyb  —  av)  (ym  -{-  dn)  =  -\-  d, 
woraus  hervorgeht,  dass  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  am  -\-  ßn  und  ym  -\-  dn  auch  in  d  aufgehen  wird.  Da 
nun  aber  d  als  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  von  m  und 
n  sowohl  in  am  -\-  ßn,  als  auch  in  ym  -\-  dn  aufgeht,  so  wird 
d  selbst  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  am  -{-  ßn 
uad  ym  -{-  dn  sein. 

Wenn  im  Besonderen  m  prim  zu  n  ist,  so  ist  auch 
am  -f-  ßn  prim  zu  ym  -\-  dn. 

Lehrsatz  IL     Es  seien 

F  =  ax^  -f-  2hxy  -f-  cy^ , 

F'  =  a'x'^  +  2h'x'y'  +  c  y'' 

zwei  äquivalente  Formen  der  Determinante  D,  und  es 
möge  F'  in  F  durch  die  Substitution 

x'  ^  ax  -\-  ßy 

y'  =  yx-\-  dy, 

deren  Determinante  ad  —  /Jy  =  £  =  +  1  sei,  über- 
gehen. Ist  dann  x  =  m,  y  =  n  eine  eigentliche  Dar- 
stellung einer  Zahl  M  durch  die  Form  F,  somit 

x'  =  am  -f-  ßn  =  m',  y'  =  ym  -\-  dn  =  n 
eine  eigentliche  Darstellung  von  M  durch  F',   so  ge- 
hören beide  Darstellungen  zu  demselben  Werthe  von 
y D  (mod.  M)  oder  zu  entgegengesetzten  Werthen  dieses 
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Ausdrucks,  je  nachdem  die  Trausformation  von  F'  iu 
F  eine  eigentliche  oder  eine  uueigeutliche,  d.  h.  je 
nachdem  £  =  -f-  1   oder  ==  —  1  ist. 

Beweis.  Da  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisoj;  von  m, 
n  die  Einheit  ist,  so  lassen  sich  zwei  ganze  Zahlen  ft,  v  so 
bestimmen,  dass  man 

^m  -\-  vn  =  \ 

hat,  und  die  Identität  des  letzten  Zusatzes  geht  über  in 

£  {ß^  —  yv)  nt'  —  s  (/3/Lt  —  av)  n   =  -\-  \ 
oder,  wenn 

£  (d^a  —  yv)  =  ^' ,  —  ^  (ß^  —  av)  =  v' 

gesetzt  wird,  in 

^'m'  -\-  v' n'  =  1 . 

Nun  gehört  nach  §  105  die  Darstellung  x  =  tu ,  y  =  n  zum 
Werthe 

V  =  ft  (nih  -\-  nc)  —  V  (ma  -\-  nh) 

des   Ausdrucks  ]/Z)  (mod.  ili),   und   durch   Einsetzung  der  in 
§  98  (4)   gegebenen  Werthe   von   a,   h,  c  erhält  man  hieraus 
V  =  fi  {m  [a  aß  +  h'  {aö  -\-  ßy)  +  c'yd\ 

+  n[a'ß'  -\-2b'ßd  -\-c'd^]} 
—  V  {m  [a'a'^  -\-  2h' ay  -\-  c'y^] 

-{-  n  [a  aß  -\-  h' (ad  -\-  ßy)  -j-  c'yÖ]}  . 

Ebenso  gehört  die  Darstellung  x'  =  m' ,  y'  =  n'  zu  dem 
Werthe 

v'  =  fi'  {m'h'  -\-  n'c')  —  v'  (ni'a  -\-  n' b') , 

und  durch  Einsetzung  der  für  ft',  v' ,  m' ,  n'  gegebenen  Werthe 
verwandelt  sich  dieser  Ausdruck  in  sv.     Es  ist  also 

v'  ==  EV  , 

d.  h.  v'  =  -f-  V  oder  =  —  v,  je  nachdem  eigentliche  oder  un- 
eigentliche Aequivalenz  stattfindet. 

Wenn  es  also  mehrere  zu  verschiedenen  Werthen  von 
y D  (mod.  Jf)  gehörende  eigentliche  Darstellungen  von  il/ durch 
die  Form  (a,  h,  c)  giebt,  so  werden  die  entsprechenden  Dar- 
stellungen durch  die  äquivalente  Form  (a,  h',  c')  zu  denselben 
Werthen  von  j/l)  (mod.  M)  gehören,  und  wenn  es  für  einen 
bestimmten  Werth  von  ]/l>  (mod.  M)   keine  eigentliche  Dar- 


Allgemeine  Sätze  über  binäre  quadratische  Formen  etc.        269 

Stellung  von  31  durch  eine  Form  giebt,  so  wird  auch  keine 
dieser  äquivalente  Form  eine  zu  diesem  Werthe  gehörende 
Darstellung  liefern. 

Lehrsatz  III.  Ist  x  =  m,  y  =  n  eine  eigentliche  Dar- 
stellung der  (von  Null  verschiedenen)  Zahl  M  durch 
die  Form  (a,  h,  c)  und  v  der  Werth  von 


yn  =  Yh^  -  ac  (med.  M) , 
zu    welchem    diese    Darstellung    gehört,    so    sind    die 
beiden   Formen   (a,   &,  c)   und  (j/,  v,  ~    ^     )   eigentlich 
äquivalent. 

Beweis.     Wenn  wir   wieder  zwei   ganze  Zahlen  ^^  v  be- 
stimmen, welche  der  Gleichung 

^m  -\-  vn  =  1 
genügen,  so  ist 

V  =  fi  {J)m  -\-  cn)  —  V  (am  -\-  hn) . 
Nun    verwandelt    sich    die    Form    [a,    h,    c)    durch    die    Sub- 
stitution 

'  X  =  mx'  —  vi/ 

y  =  nx'  +  iiy' , 
da  tn^  -\-  7iv  ^  -j^  1  ist,  in  eine  eigentlich  äquivalente  Form 
(a',  h',  c) ,  und  es  ist  nach  §  98  (4) 

a'  =  am^  -{-  2hmn  -\-  cn"-'  =  M, 
6'  =  —  amv  -f-  &  (m^  —  nv)  -\-  cn^ 
=  jw-  {hm  +  o^)  —  1^  {(im  -j-  bn)  =  v  •, 
es  soll  aber  auch  b'^  —  a'c'  =  D,   also  v^  —  Mc'  =  D   sein, 

und  daraus  folgt 

v""  —  D 


M 
Die   äquivalente   Form,   in   welche   {a,  b,  c)   durch  jene   Sub- 
stitution transformirt  wird,  ist  also 

Für    die   Zahlen    ft,    v    erhält    man   übrigens   durch   Auf- 
lösung der  beiden  Gleichungen 

fim  -\-  vn  =  1  ,  f/  {hm  -f-  cn)  —  v  {am  -j-  hn)  =  v 
die  Werthe 
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am  -\-  h)i  -\-  V7i  hm  -j-  cn  —  t'  m 

^  —  M  '     ^  ^  M  ' 

und  somit  ist  auch  die  Substitution  vollständig  bekannt. 

Ist  X  =  m',  y  =  n    eine  zweite,  zu  demselben  Werthe  v 
von   y  B  (mod.  M)  gehörende  eigentliche  Darstellung  der  Zahl 
M  durch  die  Form  {a,  h,  c),  so  liefert  die  Substitution 
\x  =  in  x'  —  v  y' 

[y  =  n'x'  +  li'y' 
wo 

,        am' -A- hn   -\- vn'  ,        hm' •\- cn'  —  vm' 

^    = M -'  ^    = M 

ist,  eine  zweite  (a,  &,  c)  äquivalente  Form. 

Umgekehrt  folgt  aus  jeder  eigentlichen  Transformation 
von  jP  in  eine  äquivalente  Form  eine  zu  einem  bestimmten 
Werthe  v  von  ^  1)  (mod.  Ji)  gehörende  Darstellung  der  Zahl 
M  durch  die  Form  F.  Geht  nämlich  (a,  h,  c)  durch  die  Sub- 
stitution 

\x  =  mx   —  vy' 

[y  =  nx'  -f  ^y'  ' 
deren  Determinante  -f-  1  ist,  in  die  äquivalente  Form  F'  über, 
so  ist  rc  =  m,  y  =  n  eine  eigentliche  Darstellung  von  M  durch 
F,  und  der  Werth  von  Y D  (mod.  M),  zu  welchem  dieselbe 
gehört,  ist 

V  ==  ^  (mh  +  nc)  —  '^  (*^*<*  +  '*^)-- 
Wenn   man  also   alle   eigentlichen  Transformationen   von 

F  in   eine   äquivalente  Form  iM,  v,  — j^^j  ^^^'   ^^   ergeben 

sich  daraus  alle  zu  dem  Werthe  v  von  ]/2)  (mod.  31)  ge- 
hörenden Darstellungen  der  Zahl  31  durch  die  Form  F,  und 
somit  ist  die  Ermittlung  aller  eigentlichen  Darstellungen  von 
31  durch  F  darauf  zurückgeführt,  alle  eigentlichen  Transfor- 
mationen von  F  in  eine  gegebene  äquivalente  Form  zu  be- 
stimmen. Da  wir  nun  in  §  103  gelernt  haben,  wie  man  aus 
einer  gegebenen  Transformation  alle  mit  derselben  gleich- 
artigen Transformationen  herleitet,  so  sind  wir  im  Stande, 
aus  einer  Darstellung  von  31  durch  F  alle  zu  demselben 
Werthe  v  gehörenden  Darstellungen  zu  bilden. 

Ist  nämlich  x  =  x^,  y  =  yi    eine  zum  Werthe  v  des 
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Ausdrucks  y D  (mod.  M)  gehörende  Darstellung  der 
Zahl  M  durch  die  Form  {a,  h,  c),  deren  Determinante 
D  ist,  und  bezeichnet  m  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  der  Zahlen  a,  2b,  c,  so  werden  alle  zu 
demselben  Werthe  v  gehörenden  Darstellungen  durch 
die  Formeln 

m  ' 

'^  m 

ausgedrückt,  wo  für  t,  u  alle  Lösungen  der  unbe- 
stimmten Gleichung  t^  —  Di^  =  m^  zu  setzen  sind. 

Wenn  G  eine  F  äquivalente   ambige  Form   ist,   so  ist  G 

31,   V,    — 71/")    äquivalent;    somit    sind    die 

Formen   F  und   IJf,  v,  — m~)   sowohl    eigentlich,    als    auch 

/  v^  —  D\ 

uneigentlich   äquivalent,    oder  F  ist   sowohl  likf,  v,  ' — icf—), 

als  auch  [31,  —  v,  — tü^)   eigentlich  äquivalent;  wir  werden 

somit  sowohl  die  zum  Werthe  v,  als  auch  die  zum  Werthe 
—  V  gehörenden  Darstellungen  der  Zahl  31  durch  die  Form 
F  erhalten. 

Wenn  man  umgekehrt  mehrere  Darstellungen  der  Zahl  3f 
durch  die  Form  F  hat,  welche  zu  entgegengesetzten  Werthen 
V,  —  V  des  Ausdrucks  ]/ D  (mod,  31)  gehören,  so  wird  die 
Form  JF  der  Form  (31,  v,  — tjs^)  sowohl  eigentlich,  als  auch 

uueigentlich  äquivalent  sein;  es  wird  sich  also  eine  F  äqui- 
valente ambige  Form  G  angeben  lassen. 

Die  Aufgabe,  deren  Lösung  uns  obliegt,  ist  die  Ermitt- 
lung aller  Darstellungen  einer  gegebenen  Zahl  durch  eine  ge- 
gebene Form.  Wie  sich  die  uneigentlichen  Darstellungen  aus 
den  eigentlichen  ergeben,  werden  wir  weiter  unten  sehen. 
Vorläufig  handelt  es  sich  nur  um  eigentliche  Darstellungen, 
und  wir  wollen  uns  nochmals  vergegenwärtigen,  wie  weit  uns 
unsere  bisherigen  Betrachtungen  geführt  haben: 

Es  sei  also  eine  Zahl  M  und  eine  Form  F=  (a,  b,  c), 
deren   Determinante   D    ist,    gegeben.     Um    zu    sehen,    ob   31 
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durch  F  claro;estellt  werden  kann,  haben  wir  zunächst  die 
Congruenz  ^''^  e_i  D  (mod.  J/)  zu  betrachten.  Ist  dieselbe  un- 
möglich (d.  h.  D  ein  quadratischer  Nichtrest  von  M),  so  giebt 
es  keine  Darstellung  von  M  durch  F.  Ist  dagegen  v  eine 
der  Wurzeln   dieser  Congruenz,   so  haben  wir   die  neue  Form 

M,  V,  — T(/r~)  zu  bilden   und  zu  untersuchen,   ob  dieselbe  F 

eigentlich   äquivalent  ist    oder   nicht.     Findet  keine   Aequiva- 

lenz  statt,  so  gehört  zu  v  keine  Darstellung.     Sind  aber  beide 

Formen  äquivalent,  so  haben  wir  eine  eigentliche  Transformation 

X  =  mx'  —  vy',  y  =  nx'  -\-  [ly' 

von  F  in   (jf,  v,       ;it     )  ^iu  suchen,  und  es  ist  dann  x  =  in, 

y  =  n  eine  erste  zur  Wurzel  v  gehörende  Darstellung  von  31 
durch  F.  Die  übrigen  Darstellungen,  die  zu  dieser  Wurzel  ge- 
hören, werden  darauf  durch  die  oben  gegebenen  Formeln  geliefert. 

Werden  in  dieser  Weise  der  Reihe  nach  alle  Wurzeln  v 
der  Congruenz  |^  ^E  D  (mod.  M)  behandelt,  so  erhalten  wir 
nach  und  nach  alle  Darstellungen  von  31  durch  F. 

Da  die  Auflösung  der  rein  quadratischen  Congruenz 
i^'^  IEEE  D  (mod.  31)  im  vorigen  Kapitel  ihre  Erledigung  ge- 
funden hat,  so  ist  die  Bestimmung  aller  eigentlichen  Dar- 
stellungen einer  gegebenen  Zahl  durch  eine  gegebene  Form 
auf  die  Lösung  der  beiden  folgenden  Aufgaben  zurückgeführt: 

1.  zu  untersuchen,  ob  zwei  gegebene  Formen  F,  F'  einer 
Determinante  D  =  h^  —  ac  eigentlich  äquivalent  seien  oder 
nicht,  und  im  ersteren  Falle  eine  eigentliche  Transformation 
der  einen  in  die  andere  zu  linden; 

2.  die  Gleichung  f  —  Du^  ==  m^,  in  welcher  m  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen  a,  2  b,  c  ist,  in  ganzen 
Zahlen  aufzulösen  und  mittels  dieser  Lösungen  alle  Trans- 
formationen von  F  in  F'  zu  bilden,  welche  mit  der  einen 
schon  gefundenen  Transformation  gleichartig  sind. 

Die  Behandlung  dieser  beiden  Aufgaben  ist  eine  ganz 
verschiedene,  je  nachdem  die  Determinante  D  der  gegebenen 
Form  eine  positive  oder  eine  negative  Zahl  ist.  Wir  werden 
im  folgenden  Kai)itel  den  Gegenstand  zunächst  für  negative 
Determinanten  behandeln. 
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Quadratische  Formen  mit  negativer  Determinante. 

§  107.  Reducirte  Formen.  —  Bei  einer  Form  («,  h,  c), 
deren  Determinante  h^  —  ac  eine  negative  Zahl  ist,  hat  der 
erste  Coefficient  nothwendig  dasselbe  Zeichen  wie  der  dritte. 
Wir  wollen  nun,  wie  schon  früher,  den  absoluten  Werth  einer 
Zahl  dadurch  ausdrücken,  dass  wir  die  Zahl  in  eine  eckige 
Klammer  []  setzen.     Wenn  dann 

[c]  ^  [a]  t  [2&] 
ist,   so  nennt  man  die  Form  eine  reducirte.     Von  dieser  Art 
sind  z.  B.  die  Formen 

(+5,2,  +6),  (+5,  -2,  +6),  (+3,  l,+3), 
(+3,  -1,  +3),  (+4,  2,  +5),  (+4,  -2,  +5). 

Lehrsatz.  Für  jede  Form  von  negativer  Deter- 
minante lässt  sich  eine  derselben  eigentlich  äquiva- 
lente reducirte  Form  ermitteln. 

Beweis.  Wenn  die  Form  (a,  h,  a■^),  deren  Determinante 
—  D  ist  (D  bezeichnet  also  eine  positive  Zahl),  nicht  den 
Bedingungen  einer  reducirten  Form  entspricht,  so  nehmen  wir 
den  absolut  kleinsten  Rest  von  —  &  in  Beziehung  auf  den 
Modul  a^;  dieser  Rest  sei  öj.  Dann  ist  &i  ^  —  ö,  also 
h,'  =  h''  und  \'-\-D  =  h^  +  I)  (mod.  a,).  Die  Zahl  h''  +  D 
hat  aber  den  Werth  aa^^-^  somit  ist  ?>^^  -f-  D^aa^^O  (mod.  aj, 

oder   es    ist    ^      —  eine  ganze  Zahl,  die  wir  a«  nennen  wollen. 

Bilden  wir  jetzt  die  neue  Form  (a^,  &i,  a^),  so  ist  dieselbe, 
weil  &  +  &i  ^  0  (mod.  aj  ist,  der  gegebenen  Form  (a,  h,  a^) 
nach  rechts  benachbart,  also  sind  beide  Formen  eigentlich 
äquivalent.     Da  ferner   der   absolut  kleinste   Rest   einer   Zahl 

Wf-rtlioim,   Zalilontlioorie.  18 
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liir  irgend  einen  Modul  höchstens  «gleich  der  Hälfte  dieses 
Moduls,  also  [6,]  ^  Li  «i]  ist,  so  ist  [rtj  ^  [StJ.  Wenn  daher 
auch  noch  [a^]  ^  [aj  ist,  so  ist  (ötj,  &i,  cfg)  ®'*i®  reducirte 
Form  und  der  Satz  bewiesen, 

Ist  dagegen  [ctg]  <  [«J ,  so  nehmen  wir  den  absolut 
kleinsten  Rest  von  —  b^  für  den  Modul  a.^]   wird  dieser  Rest 

&2   genannt  und     '      —  =  «3   gesetzt,   so   ergiebt   sich   leicht, 

dass  «3  eine  ganze  Zahl  ist.  Wir  bilden  dann  die  dritte  Form 
(ag,  62;  ^3)?  ^^^  diese  ist  der  vorhergehenden,  also  auch  der 
gegebenen  eigentlich  äquivalent.  Ausserdem  ist  [a^]  ^  [26^]. 
Wenn  also  noch  [a^]  ^  [rtg]  ist,  so  ist  («o,  &2j  ^3)  ^ioe  redu- 
cirte Form  und  der  Satz  bewiesen, 

Ist  aber  [«3]  <  [«2],  so  bilden  wir  auf  die  dargelegte  Art 
eine  vierte,  darauf  nöthigenfalls  eine  fünfte  Form  und  fahren 
in  dieser  Weise  fort,  bis  wir  zu  einer  Form  gelangen,  bei 
welcher  der  absolute  Werth  des  letzten  Coefficienten  nicht 
kleiner  als  derjenige  des  ersten  ist.  Da  [a.^]  <[aiJ,  [«3]  <  [fl'v],  .•• 
vorausgesetzt  wird,  so  bilden  die  positiven  ganzen  Zahlen 

M ,  M  ,  [«3] ;  •  •  • 
eine  abnehmende  Reihe,  und  da  eine  solche  nicht  unbegrenzt 
sein  kann,  so  müssen  wir  nach  einer  endlichen  Reihe  von 
Operationen  zu  einer  Zahl  «,„+1  gelangen,  deren  absoluter  Werth 
nicht  kleiner  als  derjenige  der  vorhergehenden  Zahl  «,„  ist. 
Die  Form  («„,  bm,  am+i)  ist  dann  reducirt  und  der  gegebenen 
Form  (a,  b,  aj  eigentlich  äquivalent. 

Beispiele.  I.  Um  eine  der  Form  (248,  150,  175),  deren 
Determinante  —  3400  ist,  äquivalente  reducirte  Form  zu  er- 
halten, nehmen  wir  den  absolut  kleinsten  Rest  von  —  150  für 

den  Modul  175;  dieser  Rest  ist  b^  =  25.  Da  nun  ~^|1^  =  23 

ist,  so  erhalten  wir  die  neue  Form  (175,  25,  23),  welche  noch 
nicht  reducirt  ist,  da  23  <  175  ist.  Wir  nehmen  also  weiter  den 
absolut  kleinsten  Rest  von  —  25  für  den  Modul  23;  dieser  ist 

—  2,  und  da -^ =  148  ist,  so  erhalten  wir  die  dritte 

Form  (23,  —  2,  148);  diese  ist  reducirt. 

11.       (48,  15,  11),  (11,  —  4,  29) .[-  n=  -  303] 
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ITI.  (121,  49,  20),  (20,  -  9,  5),  (5,  -  1,  4), 

(4,  1,  5).[-D  =  -19J. 

IV.  (75,  33,  26),  (26,  -  7,  35)  .  [—  D  =  -  861J. 

V.  (-  200,  100,  -  51),  (—  51,  2,  —  4), 

(-  4,  +2,  -  51) .  [—  i)  =  —  200]. 

VI.  (304,  217,  155),  (155,  -  62,  25),  (25,  12,  7),  (7,  2,  5), 

(5,  -2,  7).[-D  =  -31]. 
Anmerkung.     Ist  {a,  h,   c)   eine  reducirte  Form,  deren 
Determinante  — D  ist,   so  ist  [2&]  ^  [a],   also  4:¥  ^äK     Es 
ist   aber   auch   [«]  ^  [c],    also  c?  ^ac   und    somit  46^  ^  ac, 
folglich  Zl^^ac  —  V,  d.  i.  3&2  ^  D  und 

Ferner  ist  ac  ^  i)  -f-  6^,  und  da,  wie  wir  eben  gesehen  haben, 
IP'<^\D  ist,  so  ist  ac^\D.  Es  ist  aber  a^  ^ac,  also  auch 
«2  ^  |j[)  und  

§  108.  Ermittlung  aller  reducirten  Formen  einer 
gegebenen  negativen  Determinante.  —  Da  die  absoluten 
Werthe  der  Coefficienten  a,  h  einer  reducirten  Form  (a,  &,  c), 
wie  wir  eben  gesehen  haben,  gewisse  Grenzen  nicht  über- 
schreiten können,  und  da  der  Werth  des  dritten  Coefficienten 
c  bestimmt  ist,  sobald  man  die  Determinante  —  D  und  a,  h 
kennt,  so  ist  die  Anzahl  der  reducirten  Formen,  deren  Deter- 
minante —  D  ist,  eine  endliche. 

Um  alle  diese  Formen  zu  bestimmen,  wählt  man  für  h 
alle,  sowohl  positiven  als  negativen  Zahlen,  deren  absoluter 
Werth  nicht  grösser  als  ]/^D  ist.  Darauf  zerlegt  man  jede 
Zahl  h'^  -f-  B  auf  alle  möglichen  Arten  in  zwei  Factoren,  von 
denen  jedoch  keine  dem  absoluten  Werthe  nach  <  [2&]  sein 
darf,  und  setzt,  wenn  die  beiden  Factoren  ungleich  sind,  den- 
jenigen, welcher  den  kleineren  absoluten  W^erth  hat,  gleich  a, 
den  anderen  gleich  c.  Auf  diese  Weise  erhält  man  alle  re- 
ducirten Formen  der  Determinante  —  D. 

Beispiele  I.  Für  die  Determinante  —  7)  ==  —  48  ist 
y\D  =  A]  wir  setzen  also  der  Reihe  nach 

^-  =  0,  +  1,  +2,  +3,  +4. 
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Für  diese  Werthe  ist  h^  -\-  D  beziehungsweise 

48  =  1    48  =  2  .  24  =  3  •  IG  =  4  .  12  =  G  .  8, 

49  =  7  •  7  , 
52  =  4-13, 

57  liefert  keine  brauchbare  Zerlegung, 
G4  =  8  •  8 . 
Es  ergeben  sich  also  die  22  reducirten  Formen 
(+1,  0,  +48),  (+2,  0,  +24),  (+3,  0,  +16), 
(+4,  0,  +12),  (+6,  0,  +8),  (+7,  1,  +7), 
(+7,  -1,  +7),  (+4,  2,  +13),  (+4,  -2,  +13), 
(+8,4,  +8),  (+8,  -4,  +8). 

II.  Für   die  Determinante  —  17  ist  2  <  Y^D  <  3;   wir 
setzen  also  der  Reihe  nach 

&  =  0,+l,+2. 
Für  diese  Werthe  ist  Ir  +  D  beziehungsweise 
17  =  1-17;  18  =  2- 9  ==3- G;  21, 
welche  Zahl  keine  brauchbare  Zerlegung   liefert.     Es  ergeben 
sich  also  die  10  reducirten  Formen 

(+1,  0,  +17),  (+2,  1,  +9),  (+2,  -  1,  +9), 
(+3,  1,  4:6),  (+3,  -1,  +6). 

III.  —  7>  =  —  40.     Reducirte  Formen:  ' 

(+1,  0,  +40),  (+2,  0,  +20),  (+4,  0,  +10), 
(+5,  0,  +8),  (+7,  3,  +7),  (+7,  -3,  +7). 

IV.  —  7)  =  —  85.     Reducirte  Formen: 

(+1,  0,  +85),  (+5,  0,  +17),  (+2,  1,  +43), 
(+2,  -1,  +43),  (+10,  5,  +11),  (+10,  -5,  +11). 
§  109.  Eigentliche  Aequivalenz  zweier  Formen 
einer  negativen  Determinante.  —  Es  seien  (a,  h,  c)  und 
(a',  h',  c)  zwei  eigentlich  äquivalente  Formen  der  Deter- 
minante —  D,  und  zwar  sollen  zunächst  beide  Formen  als 
reducirte  vorausgesetzt  werden.  Die  Substitution,  durch  welche 
(rt,  h,  c)  in  («',  //,  c)  transformirt  wird,  sei 

(X  =  ax'  +  ßy' 

\y  =  yx'  +  öy' . 
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[Man  beachte,  dass  dadurch  auch  die  inverse  Substitution, 
d.  h.  die  Substitution,  welche  (a',  &',  c)  in  (a,  6,  c)  trans- 
formirt,  bestimmt  ist].  Ohne  die  Allgemeinheit  der  Betrach- 
tung zu  beeinträchtigen,  können  wir  ferner  [«']  <  [a]  voraus- 
setzen.    Es  ist  nun  nach  §  98 

(1)  a   =  aa^  -{-  2hay  -f-  cy^  ^ 

(2)  h'  =  accß  -\-b{ad  -{-  ßy)  +  cyÖ, 

(3)  ad-ßy==-\-l. 

Aus  (1)  folgt  durch  Multiplication  mit  a 

aa   =  a^a^  -f-  2abay  -f-  acy^  -f-  ¥y-  —  h^y^ 
oder,  da 

ac  —  h^  =  -i-D 
ist, 

aa'  =  {au  -|-  hyY  -j-  Dy^ . 

Diese   Formel  lehrt,   dass  a,  a    dasselbe  Zeichen  haben, 

und  da  c  dasselbe  Zeichen  wie  a,  c    dasselbe  Zeichen  wie  a' 

hat,  so  sind  die  vier  Zahlen  a,  a',  c,  c'  sämmtlich  positiv 
oder  sämmtlich  negativ. 

Da  ferner  jede  der  Zahlen  a,  tt'^l/-r-,  also  «ß'<-j- 

.47) 
ist,   so  muss   Dy^<-— -,   also  y^  <  f   sein.     Es   ist  also   ent- 
weder y  =  0  oder  y  =  -j-  1, 

1.  Fall.  Es  sei  y  =  0;  dann  folgt  aus  (3),  dass 
ad  ==  -\-  1,  also  a  =  (J  =  +  1  ist,  und  aus  (1)  a  =  aa^  =  a. 
Ferner  geht  die  Gleichung  (2)  über  in  V  =  aaß  -\-h'^  es  muss 
also  h'  —  h  durch  a  =  a  theilbar  sein.  Nun  ist  [&']  <  [^a'], 
also  auch  ^  \^cl\,  und  [&]  ist  ebenfalls  <^  [^ö^],  somit 

[&'-&]^[a], 
und  da  &'  —  6  durch  a  theilbar  sein  soll,  so  muss  entweder 
y  —  Z^  =  0  oder  &'  —  h  =  a  sein. 

Wenn  V  —  &  =  0,  also  V  =  h  ist,  so  muss,  da  auch 
noch  a  =•  a  ist,  c  =  c  sein.  Beide  Formen  sind  also  iden- 
tisch, in  welchem  Falle  sich  die  Aequivalenz  von  selbst 
versteht. 

Wenn  dagegen  V  —  l)  =  a  ist,  so  muss  die  eine  der 
beiden  Zahlen  b,  b'  gleich  -f-  \a,  die  andere  gleich  —  \a  sein, 
da   der    absolute   Werth    einer  jeden    nicht    grösser    als   [-^r/] 
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seiu  soll.  Aus  der  Gleichheit  der  Determinauten  beider  Formeu 
ergiebt  sich  auch  iu  diesem  Falle  c  =  c.  Die  Furuieu  siud 
also 

(a,   :JZY^}   ^)      ^^^      ("j   +1^;   ^)5 
beide    Formen    sind    danach    ambig    und    die    eine    der 
andern  entgegengesetzt. 

2.  Fall.     Für  y  =  +  1  liefert  die  Gleichung  (1) 
a   =  aa'  +  2ha  -j-  c. 

Da  wir  nun  \a']  <  \a],  also  auch  [a'J  <  [c]  voraussetzen, 
so  kann  diese  Gleichung  nur  bestehen,  wenn 
aa^±2ha<0     oder     >0 
ist,  je  nachdem  «',  c  positive   oder  negative  Zahlen  sind.    Da 
aber  [2b]  .<  [a]  und  [a]  <  a^,  also  [2ha]  <  [aa^]  ist,  so  kann 
aa^  +  2&a  für  ein  positives  a  ebenso  wenig  negativ,  wie  für 
ein  negatives  a  positiv  sein.     Es  ist  daher 
aa^  ±2ha  =  0, 

und  dann  folgt  aus  dem  für  a  gefundenen  Werthe,  dass  a'  =  c 
ist.     Da  nun  [a]  <  [a],  [a]  <  [c]  ist,  so  muss 

a  =  a'  =  c 
sein.    Mit  Rücksicht  hierauf  geht  (1)  über  in  die  schon  oben 
erhaltene  Formel 

aa^  ±2ha  =  0     oder     a  {aa  +  2&)  =  0 . 

Da  [ä]  >  [2h]  ist,  so  darf,  wenn  diese  Gleichung  bestehen  soll, 
[a]  nicht  >  1  angenommen  werden.  Es  ist  also  entweder 
«  =  0  oder  «  ==  +  1. 

Wenn  erstens  a  =  0  ist,   so  folgt  aus  (3)   ßy  =  —  1 
und  sodann  aus  (2) 

h'  =  —  b±cö. 

Es  ist  also  h'  -{-  h  =  ^cd  durch  c  =  a  theilbar,  und  dann 
ergiebt  sich,  ganz  wie  im   1.  Falle,  dass  entweder 
h'  =  h  =  -\-  \-a     oder     h'  =  —  h 

ist.  Beide  Formen  sind  also  entweder  identisch  [jede  {a,  ^a,  a)] 
oder  entgegengesetzt  (a,  h,  a),  (a,  —  6,  «). 

Ist  dagegen  zweitens  «  =  +  1,  so  folgt  aus  (1) 
a-h2h=^0. 
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Es  ist  ulso  ^-  21)  =  a  =  a\  uud  dauu  liefert  die  Gleieliuug  (2) 

h'  =  a  (aß  +  rd)  +  6  (ad  +  ßy) 
oder,  weuii  ad  durch   1  -\-  ßy  ersetzt  wird, 

h'  =  a(aß-j-yd)-^h{l-j-2ßy), 
l'  —  l)=^a{aß  -\-  yd)-\-  2hßy  =  a  {aß  +  yd  ±ßy). 
Es   ist   also   6'  —  h   durch   a  theilbar,   und  dann   ergiebt  sich 
wie  oben,  dass  entweder  h'  =  h,  also,  beide  Formen  identisch, 
oder  h'  =  —  h    und    zugleich    Zj  =  +  i«,    &'  =  +  ^a,   also 
beide  Formen  entgegengesetzt  und  zugleich  ambig  sind. 

Wir  sehen  somit,  dass  zwei  nicht  identische  reducirte 
Formen  einer  negativen  Determinante  nur  in  den  beiden  fol- 
genden Fällen  eigentlich  äquivalent  sind: 

1.  Beide  Formen  sind  entgegengesetzt  und  zugleich  ambig, 
also  (a,  \a,  c),  {a,  —  \a,  c). 

2.  Beide  Formen  sind  entgegengesetzt  und  haben  als  ersten 
und  dritten  Coefficienten  die  nämliche  Zahl,  also  (a,  h,  a), 
(«.,  —l},a). 

Es  ist  jetzt  leicht  zu  entscheiden,  ob  zwei  beliebige 
Formen  F,  F'  derselben  negativen  Determinante  eigentlich 
äquivalent  sind  oder  nicht.  Wir  ermitteln  nach  dem  oben 
dargelegten  Verfahren  zwei  reducirte  Formen  f\  f" ,  welche 
beziehungsweise  F,  F'  äquivalent  sind.  Sind  diese  reducirten 
Formen  identisch  oder  eigentlich  äquivalent,  so  sind  auch  die 
vorgelegten  Formen  äquivalent,  sonst  nicht. 

Beispiele.  I.  Sind  die  Formen  (37,  53,  78),  (53,  73,  102) 
der  Determinante  —  77  äquivalent? 

(37,  53,  78),  (78,  25,9),  (9,  2,  9). 
(53,  73,  102),  (102,  29,  9),  (9,  -  2,  9) . 
Da  (9,  2,  9)  und  (9,  —  2,  9)  äquivalent  sind,  so  sind  es  auch 
die  vorgelegten  Formen. 

IL  Sind  die  Formen  (23,  38,  63),  (15,  20,  27)  der  Deter- 
minante —  5  äquivalent? 
(23,  38,  63),  (63,  25,  10),  (10,  5,  3),  (3,  1,  2),  (2,  1,  3). 
(15,  20,  27),  (27,  7,  2),  (2,  1,  3). 

Da    die   reducirten   Formen    identisch   sind,    so   sind    die   vor- 
gelegten Formen  äquivalent.  • 
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III.  Die  Formen  (5,  14,  41),  (10,  11,  13)  der  Deter- 
minante —  9  sind  nicht  äquivalent,  denn 

(5,  14,  41),  (41,  -  14,  0),  (5,  -  1,  2),  (2,  1,  5); 

(10,  11,  13),  (13,  2,  1),  (1,0,  9). 
§  110.  Transformation  einer  gegebenen  Form 
einer  negativen  Determinante  in  eine  gegebene  äqui- 
valente Form.  —  Es  sind  zwei  äquivalente  Formen 
{A,  B,  -4,),  (a,  h,  «i)  derselben  Determinante  —  D  gegeben, 
imd  es  soll  eine  eigentliche  Substitution  ermittelt  werden, 
welche  die  erste  in  die  zweite  überführt.  Zu  diesem  Zwecke 
bilden  wir  auf  die  in  §  107  dargelegte  Weise  die  Reihe  der 
Formen 

{Aj  ß,  Aj),  (^j,  xjj,  ^2)?  •  •  •)  \Am—i)  -Z>OT— 1,  A,„),  {A„i,  -o„„  Ajit+i), 

von  denen  die  letzte  reducirt  ist.  Ebenso  bilden  wir,  mit  der 
zweiten  Form  beginnend,  die  Reihe 

(a,  h,  tti),  («1,  &i,  a^),  . . .,  («„_i,  bn-i,  a»),  (a„,  &„,  a„+i), 
deren  letztes  Glied  eine  reducirte  Form  ist. 

Da  die  gegebenen  Formen  äquivalent  sind,  so  müssen  die 
reducirten  Formen  (Am,  Bm,  -^m-i-i),  (««,  &»,  «n+i)  entweder 
identisch,  oder  entgegengesetzt  und  zugleich  ambig,  oder 
entgegengesetzt  und  zugleich  so  beschaffen  sein,  dass 

Am  =  A,n-\-X  =  du   =  rt„+i 

ist. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  ist  die  vorletzte  Form  der 
ersten  Reihe,  nämlich  (-4^-1,  Bm—i,  A,,^  der  Form 

\ßn,    —   0,1—1,    Ojn—l) 

nach  links  benachbart;  denn  in  beiden  Fällen  ist  zunächst 
Am  =  a„.     Ferner  ist  nach  der  Bildungsweise  der  Formen 

Bm-i  ^  —  Bm  (mod.  Am)    und    Z>„_i  ^  —  h„  (mod.  a„  =  A,,,) , 

also 

Bm-i  —  hn-1  ^  hn  —  B„,  (mod.  Am)] 

die  rechte  Seite  dieser  Congruenz  ist  aber  im  ersten  Falle 
^  0,  da  dann  &„  =  7i,„  ist,  und  im  zweiten  Falle  ebenfalls 
^  0  (mod.  Am),  da  dann  Bm  =  +  1  Am,  h„  =  —  -^  Am,  also 
ha  —  B,„  =  —  Am    i«t.     In    beiden   Füllen    sind   also   die   ge- 
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uanuten    Formen    benachbart,    uud   somit   ist  jede   Form   der 
Reibe 

{Ä,B,A^),  (Aj^,  J>j,  A._,),  ...,  (Am-i,  B,n-l,  A„),  (Un,  —h„-i,  (In-l), 

(a„_i,  —  &„_2,  «„-2),  . . .,  («1,  —  l',  «),  («,  ^,  «1) 
der  folgenden  nach  links  benachbart. 

Eine  Reihe  von  derselben  Beschaffenheit  ist 

(A,  B,  J.J,   (^1,  J5i,  A^,...,  {A,n,  Bm,  Arn+l),  (ci„,  —  &„_i,  «„-i)  , 

(rt„_i,  —  h„-2,  an-2),  .  .  .,  («1,  —  &,  «),  («,  &,  «1), 
wenn  die  beiden  erhaltenen  reducirten  Formen  entgegengesetzt 
sind  und  zugleich  A„i  =  A,n+i  =  ein  =  ci,i+i  ist. 

In  jedem  Falle  ist  also  die  Ermittlung  einer  Substitution, 
durch  welche  die  eine  von  zwei  gegebeneu  äquivalenten  Formen 
der  nämlichen  negativen  Determinante  in  die  andere  über- 
geführt wird,  zurückgeführt  auf  die  Transformation  der  ersten 
Form  einer  Reihe  von  benachbarten  Formen  in  ein  beliebiges 
anderes  Glied  dieser  Reihe,  und  diese  Aufgabe  soll  uns  jetzt 
beschäftigen. 

Die  Reihe  der  benachbarten  Formen  sei 

F,  Fl,  F2,  . .  .,  Fl-,  . .  .,  Fm 
oder 

(a,  h,  «1),  (rtj,  hl,  «a),  («2;  ^2»  «s)»  •  •  •?  K»  ^k,  «a+i),  •  •  ., 
und   die  unbestimmten  Grössen   sollen  beziehungsweise  durch 

^»    Vt    ^1;    2/1?    ^2,    Vi'-,    •  •  •;    ^k,    y/c]    .  .  .;    X,n,    lj,n 

bezeichnet  werden.     Ferner  nehmen  wir  an,   F  gehe   über  in 

Fl  durch  die  Substitution  x  =  a^x^  -]r  ßiVi,  y  =  Yi Xy  +  ^1  ^i 
F^       „        „  „  x  =  a^x.,  +  ß.,y.i,  y  =  y.x.,  +  Ö^y^ 

Fk      „        „  „  X  =  auXk  +  ßkyk ,  y  =  YkXk  +  d^yk 

Danach  wird  F  in  Fk—i  transformirt,  wenn  man 

\x  =  Kk-iXk-i  +  ßk-iyk-1 

JJ  =  yk-iXk-i  +  d\-iyk-i 
setzt;    nach    §    101    geht    aber    Fk-i    in    Fk    durch    die    Sub- 
stitution 
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^7-1  =  —  Uk 

Dk-i  =  Xk  +  hkijk 
über ,  wo  der  Kürze  wegen 


K  = 


h-i  +  h 


geschriebeu    ist.     Somit    verwandelt  sich  F  in   F^   durch  die 
Substitution 

X  =  a^-i  (—  ijk)  +  ß/.-i  (xk  +  hyk) 
y  =  yk-i  (—  Vk)  +  ÖK-i{Xk  +  hyk) 
oder,  was  dasselbe  ist, 

X  =  ßk-iXk  +  {hkß/^-i  —  cik-i)yk 
y  =  ^i— 1^;*  +  (äa<^a— 1  —  rk-i)yk. 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  aber 

X  =  UkXk  -\-  ßkyk,    y  =  YkXk  +  ^kyk 

die  Substitution,   welche  F  in  i^^.  transformirt;  somit  ist  all- 
gemein 

C(k  =  ßk-l 

ßk  =  hk  ßk-i  —  cik-i 
fk  =  öV-i 
l  dk  =  hk  ök-i  —  Yk-i  • 

Da  ttk—i  =  ßk-2  und  yk-i  =  <^a— 2  ist  (nach  der  ersten 
und  dritten  dieser  Formeln),  so  lassen  sich  die  Formeln,  welche 
die  Werthe  von  ßk,  dk  liefern,  auch  folgendermassen  schreiben: 

ßk=\lkßk-l    -ßk-2, 

dk  --=  hkdk-i  —  dk-2- 
Da  nach  §  101 

«1  =  ^-^ ;      ßi  =  —  '^,      ri  =  1  ,      ^1  =  /'i 
ist,  und  da  die  Zahlen  h  durch  die  Formeln 


bestimmt   sind,    so    enthalten    obige  Formeln   die  Lösung  der 


gestellten  Aufgabe. 


Was  die  Anwendung  derselben  betrifft,    so   verfHlirt  man 
zweckmässig  auf  folsjcende  Weise: 
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Mau  schreibt  die  Zahlen  \,  \,  h^,  ...  in  eine  Horizou- 
tallinie;  unter  h^  setzt  mau  a^  =  0,  unter  Ji.^  ebenso  ßi  =  —  1. 
Darauf  multiplicirt  mau  h^  mit  /3^,  zieht  vom  Produkt  die 
vorhergehende  Zahl  (in  diesem  Falle  «j  =  0)  ab  und  schreibt 
den  Rest  unter  h.^  So  fahrt  man  fort.  Man  multiplicirt  je- 
des h  mit  der  darunter  stehenden  Zahl,  zieht  die  vorhergehende 
Zahl  vom  Produkt  ab  und  schreibt  den  Rest  daneben.  In  die 
folgende  Horizontallinie  setzt  man  ebenso  yi  =  1  unter  hi, 
dl  =  \  unter  /«2  und  verfährt  genau  wie  in  der  vorhergehen- 
den Horizontallinie.  Auf  diese  Weise  kommt  zuletzt  «a-  unter 
hk  und  Yk  unter  ak  zu  stehen ;  ferner  wird  sich  ß^.  neben  (rechts 
von)  «A  und  ^a  neben  y^  befinden. 

Beispiele.     I.    Die  Formen  (23,  38,  63),  (15,  20,  27)  der 
Determinante  —  5  sind  äquivalent;   man  soll  die  erste  iu  die 
zweite  transformiren.     Die  erste  Form  liefert  die  Reihe 
(23,  38,  63),    (63,  25,  10),     (10,  5,  3),    (3,  1,  2),    (2,  1,  3), 
die  zweite  die  Reihe 

(15,  20,  27),     (27,  7,  2),     (2,  1,  3). 
Die  Endglieder  beider  Reihen  sind  identisch;  wir  bilden  also 
die  Reihe  der  benachbarten  Formen 

'(23,  38,  63),     (63,  25,  10),     (10,  5,  3),     (3,  1,  2), 
(2,  -  7,  27),     (27,  -  20,  15),     (15,  20,  27) 
und  transformiren  die  erste  in  die  letzte. 

Es  ist  hier 


K  = 


38  +  -25 
63 


1 


h  = 


h=—^  =  —  3, 


h  = 


—  7 


25-1-5 
-  20 


ho 


5  -f  1 


=  2 


27 


-20  +  20 
'^6  15  ^' 


also 

li^  =  1  1  /,^  =  3 

h  =  2 

h  =  -  3 

h  =  -\ 

\  =  0 

0          —  1 

-3 

-5 

18 

-13 

—  18 

1               l 

2 

3 

--  11 

8 

+  11 

Die  gesuchte  Substitution  ist  demnach 

(X  =  —  Vdx'  —  ]^y' 
li/=         Sx'-{-ny'. 
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II.   Eine  eigentliche  Tniubl'ormatiuu  der  Form  {o, 
in  die  äquivalente  Form  (59,  2S,  14)  zu  ermitteln. 
Die  erste  Form  liefert  die  lieihe 

(3,  -3,  17),     (17,  3,  3),     (3,  0,  14), 
die  zweite  die  Reihe 

(59,28,  14),    (14,0,  3),    (3,0,  14). 
Wir  haben  also  die  erste  Form  der  Reihe 

(3,  -3,  17),     (17,  3,  3),     (3,  0,  14), 
(14,  -28,  59),     (59,  28,  14) 
in  die  letzte  zu  transformiren.     Es  ergiebt  sich 


3,17) 


h^  =0 

/'.  =  1 

h  =  -2 

h  =  o 

0 

- 1 

—  1 

3 

1 

1 

0 

—  1 

2 

1. 

Die  gesuchte  Substitution  ist  also 

'x  =  Sx'  +  y' 

Wenn  die  Formen  {Ä,  B,  A^  und  (a,  &,  a^)  uneigentlich 
äquivalent  sind,  so  sind  {A,  B,  A^)  und  {a,  —  b,  Oj)  eigent- 
lich äquivalent.     Wir  können  also  eine  eigentliche  Substitution 

\x  =  ax'  -\-  ßy' 

y  =  Y^'  +  ^y' 

ermitteln,    welche    {A,  B,  Ai)    in    (a,  —  &,  «j)   transformirt. 
Dann  geht  aber  durch  die  Substitution 

\x  =  ax'  —  ßy' 

[y  =  yx'  —  dy' 

offenbar  {A,  B,  A^)   in  (a,  Z>,  a^   über.     Diese   letztere  Sub- 
stitution ist  eine  uneigentliche;  denn  da 

aö  —  ßy  =  -{-  1 
sein  soll,  so  ist 

—  aÖ  -\-  ßy  =  —  \  . 

Wenn  demnach  zwei  uneigentlich  äquivalente  Formen  ge- 
geben sind,  so  lässt  sich  eine  uueigentliche  Substitution  er- 
mitteln, welche  die  eine  in  die  andere  transformirt,  und  wenn 
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die  gegebenen  Formen  sowohl  eigentlich,  als  auch  uneigent- 
lich äquivalent  sind,  so  kann  man  eine  eigentliche  und  auch 
eine  uneigentliche  Transformation  der  einen  in  die  andere  be- 
stimmen. 

Beispiel.     Die   Formen  (18,  32,  57)  und  (17,  —  24,  34) 
der  Determinante  —  2  sind  auf  beide  Arten  äquivalent.    Wenn 
wir  eine   eigentliche  Transformation  der  ersten  in  die  zweite 
suchen,  so  führt  das  oben  dargelegte  Verfahren  zu  der  Reihe 
der  benachbarten  Formen 
(18,  32,  57),    (57,  25,  11),     (11,  -  3,  1),    (1,  -  1,  3), 
(3,  10,  34),     (34,  24,  17),     (17,  -24,  34). 
Es  ergiebt  sich  also 


\  =  1 

/*2  =  2 

h,  =  ~4. 

/*4  =  3 

/%=1 

h  =  0 

0 

-  1 

—  2 

9 

29 

20 

-  29 

1 

1 

1 

-5 

-  16 

—  11 

16 

und  die  gesuchte  eigentliche  Substitution  ist 
\x  =       20a;'  —  29i/' 
\y  =  -  Wx' +  IQy' . 
Um    zweitens    eine    uneigentliche    Transformation    von 
(18,  32,  57)  in  (17,  —  24,  34)  zu  erhalten,  ermitteln  wir  eine 
eigentliche  Transformation  von  (18,  32,  57)  in  (17,  24,  34).  Wir 
erhalten  die  Reihe  der  benachbarten  Formen 

(18,  32,  57),    (57,  25,  11),    (11,  -3,  1),     (1,  1,  3), 
(3,  -  10,  34),     (34,  -  24,  17),     (17,  24,  34), 
und  daraus  erffiebt  sich 


\  =  l 

h,  =  2 

7^3  = -2 

7^4  =  —  3 

Ä5  =  -l 

\  =  o 

0 

—  1 

-2 

5 

-  13 

8 

13 

1 

1 

1 

-3 

8 

—  5 

—  8. 

(18,  32,  57)  wird  also  in  (17,  24,  34)   durch   die   eigentliche 
Substitution 

r  =       8a;'  +  \?yy' 

3/  =  —  bx'  —    8?/' 
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und    somit    in    (17,  — 24,  34)   durch   die   uneigentliche    Sub- 
stitution 

(X  =       8x'  —  13?/' 
\y  =  -  ox'  +    Sy' 
transformirt. 

§  111.  Auflösung  der  PeU'schen  Gleichung  und 
Darstellungen  einer  Zahl  durch  eine  Form.  —  Nach- 
dem wir  eine  eigentliche  Transformation  der  gegebenen  Form 
F  =  {a,  h,  c)  in  die  äquivalente  Form  F'  erhalten  haben, 
müssen  wir,  um  alle  übrigen  gleichartigen  Substitutionen, 
welche  F  in  F'  überführen,  zu  ermitteln,  die  Gleichung 

t^  —  (b^  —  ac)H^  =  wr, 
in  welcher  m  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  von  ff, 
2h,  c  bezeichnet,   in  ganzen  Zahlen    auflösen.     Wenn  wir  die 
Determinante  der  Form  F  mit  —  D  bezeichnen,  so  ist  I)  eine 
positive  Zahl,  und  die  Gleichung  geht  über  in 

(1)  f-^Du'  =  mK 

Nun  ist 

4:D  =  4ac  —  (2by, 
also 

4D 4ac         /26\2 

und   da  in   in  a,  2h,  c  aufgeht,   so   wird  — 5-  eine  ganze  Zahl 
sein.     Wenn  nun 

1.    — s'>4,    also  T>'>nr  ist,    so   hat   die   Gleichung  (1) 


offenbar  nur  die  beiden  Lösungen  t 
^     4Z) 


Lösungen 


=  4  ,    also    7)  =  m^ 


=  +  *'*?  ?<  ^  0 .     Ist 
so    erhalten    wir    die 


4  7) 


m 


—  in 


0 


0 


0 


1 


0 


—  1 


3.    Wenn  — ^r  =  3,  also  AD  =  3wr  ist,   so  muss  in  eine 
gerade  Zahl  sein,  und  wir  erhalten  die  G  Lösungen 


t 

m 

—  in 

^m 

^m 

—  ^m    —  ^m 

n 

0 

0 

1 

—  1 

1 
1     .      —  1 
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4.  Wenn  ^5  =  2,    d.  h.  ^' =  2  +  (-)'    ist,    so    wird 

m-  '  m^  '     \ni/  ' 

(Ir)'  =  -  2  =  2  (mod.  4) 

sein.     Da  aber  keine  Quadratzahl,  durch  4  dividirt,  den  Rest 
2  giebt,  so  ist  dieser  Fall  unmöglich.     Ebenso  wenig  kann 

5.  — s-  =  1  sein:  denn  dann  müsste 
vr  ' 

fjy=_l+Üif,     also     /^y  ^  -  1  =  3  (mod.  4) 

sein,  welche  Congruenz  ebenfalls  unmöglich  ist. 

Da  nun  D  weder   =  0  noch   negativ    sein  kann,   so  sind 
hiermit  alle  Fälle  erschöpft. 

Wenn  also  F  =  (a,  h,  c)  durch  die  Substitution 

X  =  ax'  -\-  ßy' 
qj  =  yx'-\-dy' 


in 


F'^(^M,.r^) 


übergeht  und  — ^  >  4  ist ,  so  ist 

X  =  —  ax'  —  ßy' 
y  =  —  yx'  —  dy' 
die  einzige  gleichartige  Substitution,  die  es  giebt,  und  es  ge- 
hören somit  zur   Wurzel  v  der  Congruenz 
I'  =  -  Z>  (mod.  M) 
nur  die  beiden  eigentlichen  Darstellungen 
x  =  +  a,       y  =  ^y 
der  Zahl  M  durch  die  Form  (a,  b,  c). 

Wenn  zweitens  — ^  =  4  ist,  so  erhalten  wir  ausser  den 
beiden  genannten  noch  zwei  Transformationen,  nämlich 

^  =  +  -^  l^«  +  ^r) ^'  +  ^,-  (Pß  +  cd)y' 

y  =  ±~{aa-{-  hy)x'  ±  ^  (aß  +  bd)y', 

also   noch    zwei    weitere   zur  Wurzel   v  gehörende   eigentliche 
Darstellungen,  nämlich 
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a;  =  +  —  {ha  +  cy) 

y  =  ±  !(««  +  ^y)- 

Wenn  endlich  — ^  =3   ist,  so   giebt  es   6    gleichartige 

Transformationen  von  F  in  F',  nämlich  ausser  den  beiden  für 
den  ersten  Fall  geltenden  noch 

'x=[±i^a±^{btt  -{-  cy)]  x' 


und 


+  [+ H  +  i  («'^  +  ?>ö)" 


.// 


denen    die    vier    weiteren,    zu   v   gehörigen    eigentlichen    Dar- 
stellungen 

2/  =  +  1?  +  ',  {"«  +  ^^y) 


2/ 


(?>«  +  cy) 


±ir  +  "m  ^^'"  +  ^^) 


entsprechen. 

Beispiel.  Es  soll  die  Primzahl  227  durch  die  Form 
(3,  —  H,  17),  deren  Determinante  — 42  ist,  dargestellt 
werden. 

Die    Congruon/    |-  ^  —  42  (mod.  227)    hat    liii-    beiden 
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Wurzeln  +  56.      Wir   nehmen   zuerst   v  =  -{-  66   und    unter- 
suchen, ob  die  gegebene  Form  äquir  '»lent 

56'^  4-  42 


C227,5G, 


227 


14 


ist.     Wir  erhalten  die  beiden  Reihen 

(3,  -3,  17),     (17,  3,  3),     (3,  0,  14), 
(227,  56,  14),     (14,  0,  3),     (3,  0,  14). 

Da  die  erhaltenen  reducirten  Formen  identisch  sind,  so  findet 

eigentliche  Aequivalenz  statt,  und  um  eine  Transformation  zu 

ermitteln,  bilden  wir  die  Reihe  der  benachbarten  Formen 

(3,-3,  17),     (17,  3,  3),     (3,  0,  14), 

(14,  —56,  227),     (227,  56,  14). 

Es  ergiebt  sich 


7*1  =  0 

h  =  1 

7^3  =  -  4 

7*4  =  0 

0 

—  1 

—  1 

5 

1 

1 

0 

—  1 

4 

1. 

Wir  erhalten  also  die  Substitution 

4  2) 
Da  nun  m  =  1,  Z)  =  42,  also  — ^  >  4  ist,  so  sind 

ic  =  +  5,     ^=  +  4 
die   einzigen  zur  Wurzel  -|-  56   gehörenden   eigentlichen  Dar- 
stellungen der  Zahl  227  durch  die  Form  (3,  —  3,  17). 

Die    Ermittlung    der    zu    v  ==  —  56    gehörenden    eigent- 
lichen Darstellungen  führt  zu  der  Reihe 

(3,  -3,  17),     (17,  3,3),     (3,0,  14), 
(14,  56,  227),     (227,  —56,  14). 
Es  ist  also 


7*1  =  0 

h,  =  l 

7*3  =  4 

7*4  =  0 

0 

-  1 

—  1 

-3 

1 

1 

0 

-  1 

—  4 

1, 

Wertlioim,  Zahlontlioorio. 
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und  die  so  bestimmten  Substitutionen  liefern  die  beiden  Dar- 
stellungen a;  =  +  3,  «/  =  +  4. 

Aufgabe.  Alle  eigentlichen  Darstellungeu  der  Zahl  205 
durch  die  Form  (5,  —  5,  30)  zu  ermitteln. 

und 

x  =  ±l,     y  =  ±l]. 

Uneigentliche  Darstellungeu.  —  Wir  setzen  jetzt 
voraus ,  eine  Zahl  31  sei  durch  eine  Form  F  =  {a,  h,  c)  ver- 
mittels solcher  Werthe  Xi,  y^  dargestellt,  die  nicht  prim  zu 
einander  sind,  und  zwar  sei  iCj  ==  m§ ,  y^=mrj,  wo  m  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  x^  und  y^  ist,  so  dass 
also  ^,  rj  relative  Primzahlen  sind.     Dann  geht  die  Gleichung 

M  =  aXj^  -\-  2bXiyi  +  ^Vi^ 
über  in 

also  ist  31  durch  m^  theilbar,  und  es  ist 

x  =  ^,    y  =  V 

M 
eine    eigentliche    Darstellunj»'    der    Zahl    — z    durch    die    Form 

(a,  h,  c). 

Wenn  demnach  31  durch  keine  Quadratzahl  theilbar  ist, 
so  giebt  es  auch  keine  uneigeutlichen  Darstellungen  die- 
ser Zahl. 

Wenn  dagegen  31  einen  oder  mehrere  quadratische  Fac- 
toren,  z.  B.  m^,  n^,  .  .  . ,  enthält,    so  bestimmen  wir  nach  dem 

M 
Früheren    die    eigentlichen    Darstellungen    der    Zahl  — ^  durch 

die  Form  F.  Werden  die  für  die  unbestimmten  Grössen  er- 
haltenen Werthe  mit  m  multiplicirt,  so  erhält  mau  diejenigen 
Darstellungen  von  31  durch  F,  bei  welchen  die  Werthe  von 
Xy  y  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  m  haben. 

Ebenso  suchen  wir  weiter  die  eigentlichen  Darstellungeu 

M 
der   Zahl  —^  durch  F  und  multipliciren  die  für  x,  y  erhalte- 
nen Werthe  mit  n,  u.  s.  w. 
Danach  sind  z,  B. 

a;  =  +  10  ,      \x  =  +  (S 

und 


y  =  ±  8  \y-± 
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die  uneigentliclien  Darstellungen  der  Zahl  908  =  4  .  227  durch 
die  Form  (3,  —  3,  17).     [Da  die  Congruenz 

|2  =   -  42  (mod.  908) 
unmöglich  ist,   so  giebt   es  keine  eigentliche  Darstellung  von 
908  durch  (3,  -  3,  17)] . 

§112.  Darstellung  der  Zahlen  als  Summe  zweier 
Quadrate.  —  Um  die  erhaltenen  Resultate  anzuwenden,  be- 
handeln wir  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  zwei  Quadrate.  Da- 
bei beschränken  wir  uns  der  Einfachheit  halber  auf  ungerade 
Zahlen  und  auf  solche  Zerlegungen  x^  +  2/^  bei  denen  x  und 
y  prim  zu  einander  sind.  Da  die  Form  F  ==  x^  -\-  y^  die 
Determinante  —  1  hat,  so  muss,  wenn  eine  Zahl  M  durch  F 
darstellbar  sein  soll,  —  1  quadratischer  Rest  von  31  sein. 
Wenn  also  M  eine  Primzahl  ist,  so  muss  diese  die  Form 
4w -f-  1  haben,  und  wenn  die  Zahl  Jf  zusammengesetzt  ist, 
so  muss  jeder  ihrer  Primfactoren  von  der  Form  An  -\-  1  sein. 
Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  die  Congruenz 

|2  =  —  1  (mod.  M) 
immer  möglich  und  hat  2^   Wurzeln  +  ■y,  +v',...,  wenn  h 
die   Anzahl    der   verschiedenen    in   M  enthaltenen    ungeraden 
Primzahlen  bezeichnet. 

Um  nun  die  zur  Wurzel  v  gehörenden  Darstellungen  von 
M  zu  erhalten,  bilden  wir  die  Form 

Da  F  =  (l,  0,  1)  die  einzige  reducirte  Form  der  Determinante 
—  1  ist,  so  ist  F'  jedenfalls  äquivalent  F  und  somit  die  Dar- 
stellung   möglich.     Um    dieselbe    zu    ermitteln,  transforrairen 
wir  F  in  F' .     Geschieht  das  durch  die  Substitution 
' X  =  ax'  -\-  ßy' 

y  =  yx'  +  Öy', 

SO  sind  a7  =  +  a,  y  =  -^-y  zwei  zum  Werthe  v  des  Aus- 
drucks ]/ —  1  (mod.  M)  gehörende  Darstellungen.  Da  aber  hier 
m  =  \,  1)  =  \,  also  — ^  =  4  ist,  so  sind  noch  zwei  weitere 

zu  V  gehörende  Darstellungen ,  nämlich 

a;  =  +  y ,     7/  =  -I-  « 
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vorhanden.     Es  giebt  also  4  zur  Wurzel  v  gehörende  Darstel- 
lungen. 

Die  zum  entgegengesetzten  Werthe  —  v  gehörenden  Dar- 
stellungen führen  zu  der  Form 


F"^[M,-.,''-P), 


die  gleichfalls  F  äquivalent  sein  wird.     Da  nun  die  Transfor- 
mation von  F  in  F"  offenbar  durch  die  Substitution    ■ 

X  =        ax'  —  ßy' 

y  =  —  yx'  -{-  dy' 
erfolgt,  so  erhalten   wir  die  vier  zu   —  v  gehörenden  Darstel- 
lungen 

X  =  +  a       {  X  =  A^y 

?/  =  +  ?'     l?/  =  +  «- 
Diese  8  verschiedenen  Darstellungen  von  M  durch  F,  die  zu 
den  Wurzeln  +  v  der  Congruenz 

|2  =  —  1  (mod.  31) 
gehören,  liefern  aber  nur  eine  Zerfällung  von  M  in  zwei  Qua- 
drate, wenn  man  bloss  die  Grösse  dieser  Quadrate,  nicht  ihre 
Reihenfolge  und  die  Vorzeichen  ihrer  Wurzeln  berücksichtigt. 

Wenn  31  eine  Primzahl  ist,  so  hat  die  Congruenz 
|2  =  -  1  (mod.  31) 
keine  Wurzeln  ausser  +  ^'5  somit  sind  in  diesem  Falle  auch 
nur  die  8  angegebenen  Darstellungen  von  31  durch  die  Form 
(1,  0,  1)  möglich,  und  wir  gelangen  zu  dem  berühmten  (von 
Fermat  gefundenen,  aber  erst  von  Euler  in  den  Nov.  Comm. 
Petrop.  V  bewiesenen)  Satze: 

Jede  (positive)  Primzahl  von  der  Form  An  -\-  1 
lässt  sich,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  als  Summe 
zweier  Quadrate  darstellen. 

Wenn  31  noch  einen  zweiten  Primfactor  (der  auch  die 
Form  4w  -j-  1  haben  muss)  enthält,  so  hat  die  Congruenz 

r  =  -  1  (mod.  31) 
noch  ein  zweites  Paar  entgegengesetzter  Wurzeln  +  v',  welche 
eine  zweite  Zerlegung  von  31  in  zwei  Quadrate  liefern. 

Enthält  31  3  Primfactoren,  so  hat  die  Congruenz 
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h,'  =  —l  (mod.M), 
wie  wir  oben  gesehen  haben,  2^  Wurzeln,  also  2^  Paare  ent- 
gegengesetzter  Wurzeln,   so   dass  sich  4  Zerlegungen   von  31 
ergeben. 

Wenn  M  allgemein  Ic  ungleiche  Primfactoren  enthält,  so 
hat  die  Cougruenz  |^  ^  —  1  (mod.  31)  nach  §  80  2*^  Wurzeln, 
also  2*~^  Paare  entgegengesetzter  Wurzeln;  folglich  lässt  sich 
31  auf  2^"^  Arten  als  Summe  zweier  Quadrate  darstellen. 
[Vergleiche  auch  §  37  und  83]. 

Beispiele.     I.    Es  sei  31  =  653.     Die  Congruenz 
|2  =  -  1  (mod.  653) 
hat  die  Wurzeln  +  149,  und  wir  müssen  eine  reducirte  Form 

suchen,  welche  (653,   149,  —    7^     =  34)  äquivalent  ist. 

(653,  149,  34),     (34,  -  13,  5),     (5,  -  2,  1),     (1,  0,  1). 
Wir  haben  also  das  erste  Glied  der  Reihe 

(1,  0,  1),     (1,2,  5),     (5,  13,34), 

(34,  -  149,  653) ,     (653,  149,  34) 

in  das  letzte  zu  transformiren.     Es  ergiebt  sich 


h,  =  2 

h  =  3 

/^3   =  -4 

h  =  o 

0 

—  1 

—  3 

13 

3 

1 

2 

5 

—  22 

-5 

und  somit  ist 

653=  13^  +  22^ 
n.  iJ/  =  85  =  5  .  17  . 

Die    Congruenz   |^  ^  —  1  (mod.  85)    hat    die    vier    Wur- 
zeln +  13,  +38. 

1.  (85,  13,  2),     (2,  1,  1),     (1,  0,  1). 

(1,  0,  1),     (1,  -  1,  2),     (2,  -  13,  85),     (85,  13,  2). 


Äi=   -   1 

h^  =  —  1    h^  =  0 

0 

-  1              7 

1 

1 

Darste 

—  1              6 
lung:  85  =  V  +  G^ 

1 
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2.         (85,  38,  17),     (17,  -  4,  1),  (1,0,  1). 
(1,  0,  1),     (1,  4,  17),     (17,  -38,  85),     (85,  38,  11). 


\  =  4 

/<2  =  -  2 

K  =  0 

0 

-  1 

2 

1 

1 

4 

-  9 

—  4 

Darstellung:  85  =  2^  +  d\ 
III.  31  =  13949  =  13  .  29  .  37 . 

Die   Congruenz   |-  =  —  1  (mod.  13949)  hat  die   8   Wur- 
zeln +  1955,  +2917,  +4594,  +5556. 

1.  (13949,  1955,  274),     (274,  —37,  5), 

(5,  2,  1),     (1,  0,  1). 
(1,  0,  1),  (1,  —  2,  5),     (b,  37,  274),  (274,  -  1955,  13949), 
(13949,  1955,  274). 


\  =  -2 

h  =  l 

Ä3  =  -7 

\  =  o 

0 

—  1 

—    7 

50 

7 

1 

—  2 

-  15 

107 

15 

Darstellung:  13949  ==  50''  +  107^. 

2.    (13949,  2917,  610),     (610,  133,  29),  '(29,  12,  5), 

(5,  -2,  1),     (1,0,  1). 

(1,  0,  1),     (1,  2,  5),     (5,  -  12,  29),     (29,  -  133,  610), 

(610,  —2917,  13949),     (13949,  2917,  610). 


h,  =2 

h,  =  —  2 

h,  =  -b 

h  =  —  5 

h  =  0 

0 

—  1 

2 

-9 

43 

9 

1 

2 

—  5 

23 

-  110 

-23 

Darstellung:  13949  =  43^  +110^. 
(13949,  4594,  1513),     (1513,  -5.5,  2), 

(2,  1,  1),     (1,0,  1). 

(1,  0,  1),     (1,  -1,  2),     (2,  55,  1513), 

(1513,  -  4594,  13949),     (13949,  4594,  1513), 
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/i,  =  —  1 

h,  =  27 

A3  =  —  3 

k,  =  0 

0 

—  1 

—  27 

82 

27 

1 

—  1 

—  28 

85 

28 

Darstellung:  13949  =  82^  +  85^ 

4.       (13949,  5556,  2213),     (2213,  1083,  530), 
(530,  -23,  1),     (1,0,  1). 

(1,  0,  1),     (1,  23,  530),     (530,  -  1083,  2213), 
(2213,  —5556,  13949),     (13949,  5556,  2213). 


\  =  23 

/.,  =  -2 

A3  =-3 

K  =  o 

0 

—  1 

2 

—  5 

-2 

1 

23 

—  47 

118 

47 

Darstellung:  13949  =  5^  +  118^. 

Anwendung  der  Zerfällung  einer  Zahl  in  zwei 
Quadrate.  —  Die  Darstellung  der  Zahlen  als  Summe  zweier 
Quadrate  benutzt  Euler  (Commentationes  Algebr.  Collectae, 
T.  I  p.  167)  zur  Lösung  der  Aufgabe: 

„Zu  untersuchen,  ob  eine  gegebene  Zahl  der  Form 
An  -j-  1  eine  Primzahl  sei  oder  nicht." 

Ergiebt  sich  nämlich,  dass  eine  Zahl  der  Form  4n  -\-  1 
auf  keine  Weise  in  zwei  Quadrate  zerfällt  werden  kann,  so 
ist  sie  sicherlich  zusammengesetzt,  und  zwar  enthält  sie 
(eine  gerade  Anzahl  von)  Primfactoren  der  Form  4w  -\-  3. 

Kann  die  Zahl  nur  auf  eine  Weise  als  Summe  zweier 
Quadrate  dargestellt  werden,  so  ist  sie  eine  Primzahl. 

Sind  endlich  mehrere  Zerfällungen  der  Zahl  in  zwei 
Quadrate  möglich,  so  ist  dieselbe  zusammengesetzt  und 
zwar  aus  Primfactoren  der  Form  4n  -\-  1. 

Es  kommt  also  darauf  an,  die  gegebene  Zahl  31  auf  alle 
möglichen  Arten  in  zwei  Quadrate  zu  zerlegen.  Zu  diesem 
Zwecke  subtrahirt  Euler  von  M  alle  Quadratzahleu,  die  <  M 
sind,  und  zwar  beginnt  er  mit  der  grössten  derselben.  So  oft 
der  Rest  gleichfalls  eine  Quadratzahl  ist,  liegt  eine  Zerlegung 
von  31  in  zwei  Quadrate  vor. 
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Die  gegebene  Zahl  kauu  auf  1,  3,  7  oder  9  euiligen  (der 
Fall,  in  welchem  sie  auf"  5  endigt,  kann  unberücksichtigt  blei- 
ben, da  eine  solche  Zahl  immer  zusammengesetzt  ist).  Da 
nun  keine  Quadratzahl  auf  2,  3,  7,  8  endigen  kann,  so  kön- 
nen diejenigen  Quadrate,  welche  Reste  dieser  Endungen  lie- 
fern würden,  weggelassen  werden.  Es  brauchen  also  von  der 
gegebenen  Zahl  nur  diejenigen  Quadrate  subtrahirt  zu  werden, 
welche  Reste  mit  den  Endungen  0,  1,  4,  5,  C,  9  geben. 

Wenn  demnach  die  Zahl  auf  1  endigt,  so  endigen  die  zu 
subtrahirenden  Quadrate  auf  0,  1,  5,  6,  ihre  Wurzeln  also  auf 
0,  1,  4,  5,  6,  9.  Betrachten  wir  ebenso  die  anderen  Endun- 
gen, die  stattfinden  können,  so  erhalten  wir  folgende  Tabelle : 


der  Wurzeln  dieser 
Quadrate 

0,  1,  4,  5,  6,  9. 
2,  3,  7,  8. 

1,  4,  6,  9. 

0,  2,  3,  5,  7,  8. 


Endung  der  der  zu  subtrahirenden 
Zahl  Quadrate 

1  0,  1,  5,  6. 

3  4,  9. 

7  1,  6. 

9  0,  4,  5,  9. 

Für  jede  vorgelegte  Zahl  sind  danach  so  viele  Operationen 
vorzunehmen,  als  passende  Wurzelendungeu  vorhanden  sind 
(wenn  die  Zahl  auf  1  oder  9  endigt,  G;  wenn  dieselbe  auf  3 
oder  7  endigt,  4). 

Ist  p^  das  erste  (grösste)  zu  subtrahireude  Quadrat,  so 
ist  das  zweite  Quadrat  derselben  Endung  (p  —  lO)'"^,  das  dritte 
(jp  —  20)^,  u.  s.  w.  Diese  Subtractioneu  lassen  sich  nun  leicht 
durch  Additionen  ersetzen. 

Es  ist  nämlich 

M  —  (p—  10)-  ==  i)/  -  j)2  _{_  90^)  —  100. 
Hat  man  also  M  —  p^   bestimmt,   so   braucht  man  zum  Rest 
nur  20p  —  100  zu  addiren,   um  31 —  {p —  10)^  zu   erhalten. 
Addirt  man  zu  dem  jetzt  erhaltenen  Rest  20^  —  300,   so  er- 
hält man 

-ZW"  -  i>'  +  40^)  —  400  =  M—  {p  -  20)2  ^  ^,    s    ^,, 

Nach  Bildung  der  ersten  Differenz  M  —  p^  hat  man  also 
der  Reihe  nach 

20p  —  100,     20p  —  300,     20p  -  500, 
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(eine  arithmetische  Progression  mit  der  Differenz  —  200)  zu 
addireu  und  bei  jeder  Summe  nachzusehen,  ob  dieselbe  ein 
Quadrat  sei  oder  nicht. 

Diese  Reihe  von  Operationen  hat  mau  aber  nur  so  weit 
fortzusetzen,  bis  man  zur  Hälfte  der  gegebenen  Zahl  gelangt; 
denn  wenn  eine  Zahl  31  ^  An  -\-  1  sich  in  zwei  Quadrate  zer- 
fallen lässt ,  so  ist  das  eine  gewiss  >  ^  M. 

Beispiele.  I.  Zu  untersuchen,  ob  27541  eine  Primzahl 
sei  oder  nicht. 

27541  27541  27541 

165'^  =  27225       1642  =  26896       16P  =  25921 

645 


316 
3200 
3516 
3000 
6516 
2800 
9316 
2600 

11916 
2400 

14316 

27541 

160-  =  25600 
1941 
3100 


1180 


D  5041 
2900 


7941 
2700 

10641 
2500 

13141 


3825 
2980 
6805 
2780 
9585 
2580 

12165 
2380 

14545 

27541 
159"^  =  25281 
2260 
3080 
5340 
2880 
"8220 
2680 
10900 
2480 


13380 


1620 
3120 
4740 
2920 
7660 
2720 

10380 
2520 

12900 
2320 

15220 

27541 

156^  =  24336 

3205 

3020 


6225 

2820 

9045 

2620 

1T665 

2-120 
14Ö85 


Da  sich  nur  die  eine  Zerlegung 

27541  =  150^+  712 
ergiebt,  so  ist  27541  eine  Primzahl. 
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II.  Zu  untersuchen,  ob  212237  eine  Primzahl  sei  oder 
nicht. 

212237       212237      212237 
4592=210681  450^  =  207936  4542  =  206116 


1556 

9080 
10636 

8880 
195i6 

8680 
28196 

8480 
36676 

8280 
44956 

8080 
53036 

7880 
60"916 

7680 
68596 

7480 
76076 

7280 


83356 

7080 
90436 

6880 
97316 

6680 
103996 

6480 


4301 
J)020 
13321 

88^0 
22141 

8620 
30761 

8420 
39181 

8220 
47401 

8020 
55421 

7820 
63241 

7620 
70861 

7420 
78281 

7220 
855ÖI 

7020 
92521 

68^ 
99341 

6620 
105961 


6121 

8980 

15101 

8780 
23881 

8580 
32461 

8380 
40841 

8180 


D 


49021 

7980 
57001 

7780 
64781 

7580 
72361 

7380 
79741 

7180 
86921 

6980 
93901 

6780 
100681 

6580 
107261 


212237 
451-^=203401 

D 


8836 
J920 
17756 

8720 


26476 

8520 
34996 

8320 
43316 

8120 
51436 

7920 
59356 

7720 
67076 
^20 
74596 

7320 
81916 

7120 
89036 

6920 
95956 

6720 


102676 

6520 

109196 


110476 
Da  sich  die  beiden  Zerle^i^ungen 

212237  =  374'-^  +  269-  =  45P  +  94'-' 
ergeben ,  so  besteht  212237  aus  2  Factoren. 

Wenn    sich   für  eine   Zahl   mehrere   Zerle<;un<xen 


in  zwei 
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Quadrate   ergeben  haben,    so    ist    es   auch   leicht,    diese   Zahl 
in  ihre  Factoreu  zu  zerlegen. 
Es  sei 

Wir  dürfen  a^b,  c~>  d  und,  da  die  Zerlegungen  verschieden 
sein   sollen,    auch  a^  c,    folglich    h  <.ä   voraussetzen.     Wird 

a  =  c  -\-  X ,     d  =  h  4-  y 
angenommen,  so  geht  die  Gleichung 

a^  +  l^  =  c^  -f-  f/2 
über  in 

(1)  x""  -^2cx  =  y^-{-  2hy. 

Da  die  eine  Seite  dieser  Gleichung  durch  x,  die  andere  durch 

y  theilbar  ist,  so  wollen  wir 

x^  +  2cx  =  y^  -\-  2hy  =  xyz 
setzen,  wo  s  auch   ein  Bruch   sein   kann.     Dann  ergiebt  sich 


c  = 
also 


1/3  — X  j   _  X2  —  y 


und 

(2)  M=a'-\-¥  =  ^^±y^^-^. 

Wenn  beide  Zahlen  «,  c  gerade  oder  ungerade  sind,  so 
ist  offenbar  x^  -\-  y^  durch  4  theilbar;  ist  dagegen  eine  der 
Zahlen  a,  c  gerade,  die  andere  ungerade,  so  ist  x'  ■\-  y'^  durch 
2  theilbar.  Es  folgt  also  aus  der  Gleichung  (2) ,  dass  M 
theilbar  ist  durch  einen  Divisor  einer  der  drei  Zahlen 


v^_(_„2     ^•'  +  2/'     x^  +  y- 


Nun  liefert  die  Gleichung  (1) 

X  y  -\-  '■i.h h  -\-  d 

y         X  -\-  2  c        a  -\-  c 

Dieser  Bruch,   in   den  kleinsten  Zahlen   ausgedrückt,    sei 
—  •     Dann  ist  nothwendig  eine  der  drei  Zahlen 

ein  Divisor  vou  71/. 
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Mau  übersehe  nicht,    dass  die  Zahlen  a,  1),  c,  d  als  Qua- 
dratwurzeln das  Zeichen  +  haben. 

Um    z.    B.    die    Divisoren    der    oben    untersuchten   Zahl 
212237  zu  finden,  setzen  wir 

a  =  +  451,         6  =  +    94, 
c  =  +  374 ,         rZ  =  +  269 . 


Dann  ist 


6-|-(/=  +  363     oder     =  +  Ub, 
«  +  c  =  +  825     oder     =  +  77  . 


Da  es  sich  nur  um  den  absoluten  Werth  der  Zahlen  handelt, 
so  können  wir  von  den  Zeichen  abstrahiren  und  erhalten 

6  -{-  ä! 363  11  j       363  33 

M^  ~"  825  ~  25        ^^®^*  ~    rT  ~  T ' 
und  da 

112  _|_  252  =  746 ,     72  _^  332  =  1138 

ist,  so  sind 

^  (746)  =  373     und     ^  (1138)  =  569 
die  Divisoren  von  212237. 

§  113.  Darstellung  der  Zahlen  als  Summe  eines 
Quadrats  und  eines  doppelten  Quadrats.  —  Wenn  eine 
Zahl  M  durch  die  Form  (1,  0,  2),  welche  die  Determinante 
—  2  hat,  darstellbar  sein  soll,  so  muss  —  2  quadratischer 
Rest  von  M  sein.  Also  darf  die  Zahl  M,  die  wieder  als  un- 
gerade vorausgesetzt  wird,  nach  §  84  nur  Primfactoren  der 
beiden  Formen  8«  +  1,  8w  +  3  enthalten.  Wenn  diese  Be- 
dingung erfüllt  ist,  so  ist  die  Congruenz 
r  =  -  2  (mod.  M) 
stets  möglich  und  hat  2*  Wurzeln  +  ^7  i  ^'>  •  •  v  ^o  h  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Primfactoren  von  M  bezeichnet. 

Wir  bilden  jetzt  die  Form 


r^{M,.AP) 


Da  dieselbe  die  Determinante  —  2  hat,  und  da  es  für  diese 
Determinante  nur  die  eine  reducirte  Form  F  =  (1,  0,  2)  giebt, 
so  werden  F  und  F'  jedenfalls  äquivalent  sein;  die  Darstel- 
lung von  M  durch  F  ist  also  möglich. 

Um    dieselbe    zu    erhalten,    suchen    wir    die    eigentlichen 
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Transformationen   von  F  in  F'.     Da  m  =  \,     D  =  2,    also 

AD 

— 2"  >  4  ist,    so   giebt    es  nur  zwei   solcher  Transformationen, 

nämlich 

a;  =  +  ax'  +  ßy' 

2/  =  +  7^'  +  ^y' , 

und  daher  auch  nur  zwei  zur  Wurzel  v  gehörende  Darstellungen 

0;  =  +  «,     y  ==  -\iY 
der  Zahl  M  durch  die  Form  (1,  0,  2). 

Weiter  findet  man ,   dass   zu   dem  Werthe  —  v  des  Aus- 


drucks ]/ —  2  (mod.  M)  die  beiden  Darstellungen  a;  =  +  a , 
?/  =  -{-  y  gehören.  Die  4  Darstellungen,  die  zu  dem  Wurzel- 
paar +  ^  gehören,  liefern  aber,  wenn  man  nur  auf  die  Grösse 
der  Quadrate  sieht,  nur  die  eine  Zerlegung  der  Zahl  M 

Ist  demnach  31  eine  Primzahl,  so  ist  die  erhaltene  Zerlegung 
die  einzige  dieser  Art,  die  möglich  ist,  und  wir  erhalten  so 
den  schon  Fermat  bekannten ,  aber  erst  von  Lagrange  be- 
wiesenen Satz: 

Jede  Primzahl  einer  der  beiden  Formen  8w  -|-  1, 
8n  -f"  3  kann,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  in  ein 
Quadrat  und  das  Doppelte  eines  Quadrats  zerfällt 
werden. 

Ist  M  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  liefert  das  zweite 
Paar  entgegengesetzter  Wurzeln  +  v'  der  Congruenz 

|2  ^  _  2  (mod.  M) 

eine  zweite  Zerlegung  von  M.  Allgemein  erhalten  wir,  wenn 
M  aus  Ic  ungleichen  Primfactoren  besteht,  2^"~^  verschiedene 
Zerlegungen. 

Beispiele.     I.    Es  sei  M  ==  587.     Die  Congruenz 
^2  =  -  2  (mod.  587) 
hat  die  beiden  Wurzeln  -f-  207. 

(587,  207,  73),     (737l2,  2),     (2,  0,  1),     (1,  0,  2). 

(1,0,2),     (2,  -12,  73), 

(73,  -  207,  587),     (587,  207,  73). 
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h,  =  —  6 

h,  =  -  3 

h,  =  0 

0 

—  1 

3 

1 

1 

—  6 

17 

6 

Zerlegung:  587  =  3^  +  2.  17-. 

II.  M  =  4579  =  241  .  19. 

Die  Congrueuz  |-  ^  —  2  (iiiod.  4579)  hat  die  4  Wurzeln 
+  203,  +279. 

1.  (4579,  203,  9),     (9,  4,  2),     (2,  0,  1),     (1,  0,  2). 
(1,  0,  2),     (2,  —  4,  9),    (9,  —  203,  4579),     (4579,  203,  9) . 


Ä,  =  - 

-2 

h,  =  —  23 

7^3  =  0 

0 

—  1 

23 

1 

1 

-2 

45 

2 

Zerlegung:  4579  =  23-  +  2  .  45^. 
2.    (4579,  279,  17),     (17,  -  7,  3),    (3,  1,  1),    (1,  0,  2). 
(1,0,  2),     (2,  0,  1),     (1,  -1,  3),     (3,  7,  17), 
(17,  -  279,  4579),     (4579,  279,  17). 


h,  =  0 

h,  =  -l 

7^3  =  2 

h^  =  _  16    h  =  0 

0 

- 1 

1 

3           —49 

—  3 

1 

0 

-  1 

-  2               33 

2 

Zerlegung:  4579  =  49^  +  2  .  33- . 

§  114,  Weitere  Zerlegungen.  —  Da  es  für  die  Deter- 
minante —  3  zwei  reducirte  Formen  giebt,  nämlich  (1,  0,  3) 
und  (2,  1,  2),  so  kann  jede  Zahl,  für  welche  —  3  quadratischer 
Rest  ist,  durch  eine  dieser  beiden  Formen  dargestellt  werden, 
und  zwar  so,  dass  die  Werthe  von  x  und  y  prim  zu  einander 
sind.  Nun  ist  nach  §  85  die  Zahl  —  3  liest  aller  Prim- 
zahlen 12n  +  1  und  12m  +  7,  d.h.  aller  Primzahlen  3n+l, 
und  die  Form  (2,  1,  2)  kann  offenbar  nur  gerade  Zahlen  dar- 
stellen. Wenn  wir  den  Gegenstand  ganz  in  derselben  Weise, 
wie  es  oben  für  die  Form  (1,  0,  2)  geschah,  weiter  verfolgen, 
so    erhalten  wir  den  zuerst  von  Euler  bewiesenen  Satz: 
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Jede    Primzahl    von   der  Form    3w  -\-  1    liisst   sich, 
und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  in  ein  Quadrat  und  das 
Dreifache  eines  Quadrats  zerfallen. 
Beispiel.     Es  sei  J/=  829. 

Die    Congruenz    |^  ^  —  3  (mod.  829)    hat    die    Wurzeln 
+  251. 

(829,251,76),     (76,-23,7),     (7,2,1),     (1,0,3). 

(1,0,  3),     (3,0,  1),     (1,  -2,  7),     (7,  23,  76), 

(76,  -  251,  829),     (829,  251,  76). 


Äi  =0 

Äg  =  —  2 

A3  =  3 

h^  =  —  3 

h  =  o 

0 

—  1 

2 

7 

-23 

—  7 

1 

0 

—  1 

-  3 

10 

3 

Zerlegung:  829  =  23^  +  3  .  10^ 

Wenn  M  eine  zusammengesetzte  ungerade  Zahl  ist,  so  ist  die 
Congruenz  |"  ^  —  3  (mod.  M)  nur  möglich,  wenn  jede  der  Je 
Primzahlen,  welche  M  enthält,  die  Form  3w  -f-  1  hat.  Ist 
diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  jene  Congruenz  2^  Wurzeln, 
von  denen  je  zwei  (+  v)  eine  Zerlegung  liefern,  so  dass  sich 
im  Ganzen  2^'~^  Zerlegungen  ergeben. 

Für  die  Determinante  —  5  giebt  es  zwei  nicht  äquiva- 
lente reducirte  Formen,  nämlich  (1,  0,  5)  und  (2,  1,  3).  Durch 
eine  dieser  Formen  lässt  sich  also  jede  Zahl  31  darstellen,  für 
welche  —  5  quadratischer  Rest  ist.     Für  jeden  Primfactor  p 

von  Jü"  muss  dann  also  ( j,  d.  i.  ( — j  (     j  den  Werth -f- 1 

haben.     Dies  ist  der  Fall,  wenn  erstens 

i~y)  =  +  ^  '     ^^'^^    -?'  =  ^^'^  +  ^ 
und  zugleich  (     ),  d.  i. 

(I)  =  +  1 ,     also    p=  ±\  -\-  5m 

ist.  Vereinigt  man  diese  beiden  Bedingungen,  so  erhält  man 
als  Formen  der  Primzahlen,  für  welche  —  5  quadratischer 
Rest  ist,  zunächst 

20m  +  1     und     20  n  +  9. 
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Das  Symbol  ( )  hat   aber  auch  zweitens    den  Werth 

4"  1,  wenn  gleichzeitig 


(^)  = 


1 ,     also     p  =  4  m  -\-  '6 

und  (|-),  d.i. 

(|-)  =  -  1 ,     also     p  =  bn  +  2 

ist,  und  durch  Vereinigung  dieser    beiden  Bedingungen  erhält 

man  weiter 

20m  +  3     und     20«  +  7 

als  Formen  der  Primzahlen,  für  welche  —  5  quadratischer 
Rest  ist. 

p\Ian  beachte,  dass  für  die  Primzahlen  20«  -f"  1,  20n-|-  9 
zugleich  —  5  und  +  5  Reste  sind ,  während  für  die  Prim- 
zahlen 20n  -f  3,  20w  4-  7  nur  —  5  Rest  istj. 

Es  lassen  sich  also  alle  Zahlen  M,  deren  Primfactoren 
von  einer  der  vier  genannten  Formen  sind ,  durch  eine  der 
beiden  Formen  (1,  0,  5),  (2,   1,  3)  darstellen. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  es  nun  auch  leicht  zu  ent- 
scheiden, durch  welche  dieser  beiden  Formen  die  Zahl  M  sich 
wird  darstellen  lassen.     Es  sei  zunächst 

so  ist  x^  ^M  (mod.  5) ,  also  M  quadratischer  Rest  von  f). 

Ist  dagegen 

M=2x^  -\-2xy-\-  ?>if, 
so  ist 

2M  =  4a;-  +  Axy  +  i\y'  =  {2x  +  yf  -f  5/ 

=  (2  a; +  1/)^  (mod.  5), 

also  2M  Rest  von  5,  und  da  2  Nichtrest  ist,  so  wird  auch  M 
Nichtrest  von  5  sein.  Wir  sehen  somit,  dass  jede  Zahl  J/, 
welche  eine  der  Formen  20w  +  1,  20«  -f-  ^  l^^t,  durch  die 
Form  (1,  0,  5)  darstellbar  ist,  während  jede  Zahl  ilf,  welche 
von  einer  der  Formen  20«  -|-  3,  20«  +  7  ist,  durch  die  Form 
(2,  1,  3)  dargestellt  werden  kann. 

Was  nun  die  Darstellung  der  Zahlen  durch  die  Form 
(1,  0,  5)  betrifft,  so  sei  U  die  Anzahl  der  in  M  enthaltenen 
ungleichen  Primzahlen;  dann  besitzt  die  Congruenz 


,  >  4  ist, 
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|2  =  —  5  (mod.  M) 
2^"  Wurzeln  +  ^;  +  v',  .  •  .  •     Da  ferner  la  =  1 
so  giebt  es  nur  zwei  Substitutionen 

a;  =  +  ax'  +  /3^' 

y  =  -\-yx'  ±_dy', 

welche  (1,  0,  5)  in  (M,  v,  — ^—)  transformiren,  und  diese  bei- 
den liefern  nur  die  eine  Zerlegung 

ic  =  +  a,         y  =  +  Y- 
Auch   die  Form  IM,  —  v ,  — ^r~)  führt  zu  keiner  neuen  Zer- 
legung, da  sie  aus  (1,  0,  5)  durch  die  Substitution 
a;  =  +  ax  +  ^y 
2/  =  +  yaj'  +  8y 
erhalten  wird.     Da  somit  je  zwei  Wurzeln  +  ^  nur  eine  Zer- 
legung geben,    so    kann    die   Zahl   M.   auf  2*~^  Arten   in  ein 
Quadrat  und  das  Fünffache  eines  Quadrats  zerfällt  werden. 
Für  den  Fall  /^  =  1   folgt  hieraus  der  Satz: 
Jede  Primzahl   einer   der   beiden  Formen  20«  -|-  1, 
20w  +  9    kann    und    zwar    nur    auf   eine   Weise    in    ein 
Quadrat    und    das    Fünffache    eines    Quadrats    zerlegt 
werden. 

Beispiele.     I.  p  =  89 . 

Die  Congruenz  |'  ^  —  5  (mod.  89)  hat  die  Wurzeln  +  23. 
(1,  0,  5),     (5,  0,  1),     (1,  -  1,  6),     (6,  -  23,  89), 
(89,  23,  6). 


/ji  =  0 

Ä,  =  - 1 

K 

=  -4 

Ä4  =  0 

0 

—  1 

1 

—  3 

—  1 

1 

0 

—  1 

4 

1 

II. 


Zerlegung:  89  =  32-f  5.42. 
Jf  =  192821  =  29.G1  .  109. 


|2=  — 5  (mod.  192821)  hat  die  8  Wurzeln  +  35277, 
+  G1873,  +  63'^-6a  ±90322,  von  denen  jedes  Paar  eine 
Zerlegung  liefert. 

Wert  heim,  Zahlentheorie.  20 
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1.  Zerlegung, 
(1,0,5),     (5,0,1),     (1,-5,30),     (30,-205,1401), 
(1401,  3007,  6454),     (6454,  —  35277,  192821), 
(192821,  35277,  6454). 


\  =  0 

h.^=  —  ö 

h=-i 

Ä4  =  2 

A,  =  -5 

/'G  =  0 

0 

-  1 

5 

—  34 

-  73 

399 

73 

1 

0 

—  1 

7 

15 

-82 

—  15 

Zerlegung:  192821  =  399-  +  5  .  82^. 
2.  Zerlegung. 

(1,0,  5),  (5,0,1),  (1,2,9), 

(9,-20,45),  (45,110,  269), 

(269,  2311,  19854),  (19854,  -  61873,  192821), 

(192821,  61873,  19854). 


h,=0 

Ä2  =  2 

/.3  =  -2 

7^4=2 

Ä5  =  9  K  =  -s 

Ä,=0 

0 

- 1 

—  2 

5 

12 

103 

-321 

-103 

1 

0 

-  1 

2 

5 

43 

—  134 

—   43 

Zerlegung:  192821  =  321-  +  5  .  134^ 


3.  Zerlegung. 


(1,  0,  5),     (5,  0,  1),     (1,  3,  14),     (14,  543,  21061), 
(21061,  -  63726,  192821),     (192821,  63726,  21061). 


Ä,  =0 

Ä2  =  3 

h^  ==  39 

K  =  -s 

h,  =  0 

0 

-  1 

-  3 

-  116 

351 

116 

1 

0 

—  1 

-    39 

118 

39 

Zerlegung:  192821  =  35P  +  5  .  118^ 
4.  Zerlegung. 

(1,0,  5),     (5,  0,  1),     (1,  -1,  6),     (6,  -11,  21), 

(21,  53,  134),     (134,  -  321,  769), 

(769,  5704,  42309),     (42309,  -  90322,  192821), 

(192821,  90322,  42309). 


Quadratische  Formen  mit  negativer  Determinante. 
h,=0  \  k,  =  -  1  I  7*3  =  -  2  1  /i^  =  2 
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0 

- 1 

1 

—  l 

1 

0 

—  1 

2 

h,  =  -  2 

7.,  =  7 

h,  =  —  2 

7*3  =  0 

-3 

7 

52 

—  111 

-  52 

5 

—  12 

—  89 

190 

89 

Zerlegung:  192821  =  111^+5  .'190^ 
III.  ilf=  989  =  23.43. 

Wurzeln  der  Congruenz  |^  ^  —  5  (mod.  989)  sind  +  77, 
+  353. 

Zerlegungen: 

989  =  12^  +  5.13% 
989=    32  +  5.  142. 
Aelinlich  verhält  es  sich  mit  der  Darstellung  der  Zahlen 
durch  die  Form  (2,  1,  3).     Auch  für  diese  Form  ist 

m  =  1 ,    — 2^  >  4 ; 

also  giebt  es  nur  zwei  Substitutionen 

(^  =  ih  ^^'  i  ßy' 
?/  =  dz  y^'  ib  ^.v'j 

welche  (2,  1,  3)  in  (m,  v,  "^j   transformiren,  und   diesen 

Substitutionen  entsprechen  die  beiden  Darstellungen  a;  =  +  a, 
y  z=  -\-  y.  Zwei  andere  Darstellungen  liefert  die  zweite  Wur- 
zel —  Vj  wir  erhalten  demnach  doppelt  so  viele  Darstellungen, 
als  Wurzeln  vorhanden  sind.  Für  den  Fall,  dass  M  eine  Prim- 
zahl ist,  ergiebt  sich  also  der  Satz:  Jede  Primzahl  einer 
der  beiden  Formen  20«  +  3,  20?*  +  7  kann  auf  vier 
verschiedene  Arten  durch  die  Form  (2,  1,  3)  dargestellt 
werden. 

Beispiele.     I.  ilf  =  83 . 

Die    Congruenz    |'^  =  —  5  (mod.  83)    bat    die    Wurzeln 

+  24. 

•20* 
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(2,  1,  3),     (3,  -1,  2),     (2,  3,  7), 
(7,  -24,  83),     (83,  24,  7). 


7*1  =  0 

^2  =  1 

/ig               =                  _                 3 

A4  =  0 

0 

—  1 

—                1 

4 

1 

1 

0 

—                1 

3 

1 

Zerlegungen: 
83  =  2  .  42  +  2  .  4  .  3  +  3  .  32, 
83  =  2  .  (-  4)^  +  2  .  (-  4)  .  (-  3)  +  3  .  (-  3)^ 
2.  (2,  1;  3),     (3,  -1,  2),     (2,  -3,  7), 

(7,  24,  83),     (83,  -24,  7). 


\  =  0 

K  =  -2 

A3  =  3 

Ä4  =  0 

0 

—  1 

2 

7 

-2 

1 

0 

-  1 

-3 

1 

Zerlegungen:  83  =  2  .  7^  +  2  .  7  .  (-  3)  +  3  .  (—  3)% 
83  =  2  .  (-  7)2  +  2  .  (—  7)  .  3  +  3  .  3-. 
II.  ilf  =4087  =  61  .G7. 

Die  Congruenz  1^  ^  —  5  (mod.  4087)  hat  die  4  Wurzeln 
+  751,  +  1689. 
Zerlegungen: 
4087  =  2  .  (+  49)2  +  2  .  (+  49)  (+  11)  +  3  (+  U)- 
=  2  .  (+  38)2  +  2  .  (+  38)  (+  11)  +  3  (+  11)^ 
=  2  .  (+  17)2  +  2  .  (+  17)  (+  29)  +  3  (+  29)2 
=  2  .  (+  46)2  4-  2  .  (=F  46)  (+  29)  +  3  (+  29)--. 
Wir    überlassen    es    dem   Leser,   weitere   Zerlegungen    zu 
versuchen. 
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Quadratische  Formen  mit  positiver  niehtquadratischer 
Determinante. 

§  115.  Reducirte  Formen.  —  Wir  haben  uns  weiter 
mit  den  Formen  zu  beschäftigen,  deren  Determinante  D  eine 
positive  Zahl  ist.  Wenn  diese  Determinante  dabei  eine  Quadrat- 
zahl ist,  so  gestaltet  sich  die  Sache  viel  einfacher,  als  im  ent- 
gegengesetzten Falle.  Die  Formen  mit  quadratischer  Deter- 
minante sollen  den  Gegenstand  des  folgenden  Kapitels  bilden; 
hier  setzen  wir  voraus,  dass  D  keine  Quadratzahl,  also  ]/Z) 
irrational  sei. 

Die  erste  Aufgabe,  die  wir  nun  nach  §  106  zu  lösen 
haben,  ist,  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  zwei 
gegebene  Formen  der  nämlichen  Determinante  äquivalent  sind. 
Auch  hier  vergleichen  wir  die  vorgelegten  Formen  nicht  direkt 
mit  einander,  sondern  bilden  erst  neue,  den  vorgelegten  be- 
ziehungsweise äquivalente  Formen,  die  wir  nach  Gauss  gleich- 
falls reducirte  Formen  nennen,  obschon  sie  von  ganz  anderer 
Natur,  wie  diejenigen  sind,  denen  wir  im  Falle  negativer  De- 
terminanten diesen  Namen  beigelegt  haben. 

Eine  Form  (a,  h,  a^)  einer  positiven  nichtquadratischen 
Determinante  D  =  h'  —  aa^  heisst  reducirt,  wenn  h  positiv 
und  <  Yd  ist,  und  wenn  zugleich  der  absolute  Werth  von  a 
zwischen  YD  -{-  h  und  j/Z)  —  b  liegt. 

Lehrsatz.  Für  jede  Form  F=(a,  b,  a,)  einer  posi- 
tiven nichtquadratischen  Determinante  D  =  b'^  —  «a^ 
giebt  es  eine  äquivalente  reducirte  Form. 

Beweis.  Da  D  keine  Quadratzahl  sein  soll,  so  muss  so- 
wohl a,  als  auch  a^  von  Null  verschieden  sein.     Wir  nehmen 
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jetzt  denjenigen  Rest  von  —  h  für  den  Modul  a, ,  der  zwischen 
yi)  und  yi)  —  [aj  liegt,  wo  [aj  den  absoluten  Werth  von 
«j  bezeichnet.  Da  das  Intervall  von  ]/jD  —  [aj  bis  yi) 
genau  [rtj  auf  einander  folgende  Zahlen  enthält,  so  wird  sich 
immer  ein,    aber  auch  nur  ein  solcher  Rest  für  —  h  ergeben. 

Diesen    Rest   nennen    wir    h,    und    setzen    — ==  a.,.      Da 

hi^  ^  l^,  also  h^  —  D  ^h'  —  B  ^  aa^  ^  0  (mod.  «,)  ist,  so 
wird  «jj  eine  ganze  Zahl  sein,  und  wenn  wir  jetzt  die  neue 
Form  Fl  =  (a^,  h^,  «.,)  bilden,  so  ist  dieselbe  der  Form 
i^=(a,  h,  tti)  nach  rechts  benachbart,  also  eigentlich  äqui- 
valent. Wenn  nun  noch  [a.,^  ^  [aj  ist,  so  ist,  wie  wir  unten 
beweisen  werden,  F^  eine  reducirte  Form. 

Ist  dagegen  [«2J  <  [f*i]>  so  wählen  wir  weiter  denjenigen 
Rest  von  —  h^  in  Beziehung  auf  den  Modul  a^,  der  zwischen 
■j/Z)  und  |/D  —  [«2]  liegt.     Wird  dieser  eindeutig  bestimmte 

Rest  &2   genannt    und   — =  «3   gesetzt,    so   erkennt  man 

wieder,  dass  a^  eine  ganze  Zahl  ist,  und  dass  die  Form 
•^2  =  (^2>  ^2J  ^3)  ^6^  Form  F^  (weil  nach  rechts  benachbart) 
und  somit  auch  der  Form  F  äquivalent  ist.  Ist  jetzt  [a.^  ]>  \a.^\, 
so  ist  J'2  die  Form,  von  der  wir  beweisen  werden,  dass  sie 
eine  reducirte  ist.  Im  entgegengesetzten  Falle,  bilden  wir,  in 
der  dargelegten  Weise  fortfahrend,  eine  vierte,  fünfte,  u.  s.  w. 
Form,  bis  wir  zu  einer  Form  F,n  =  {a,n,  h,n,  «m+i)  gelangen, 
in  welcher  [a,„+i]  ^  [«,„]  ist.  Dies  muss  endlich  einmal  ge- 
schehen; denn  da  h^  zwischen  yD  und  yD  —  [«iJ,  also  ftj^ 
zwischen  D  und  D  -{-  a^  —  2  [aj  [/^  Hegt,  so  wird  h^  —  D 
zwischen  0  und  a^  —  2  [aj  "j/D  liegen.  Der  absolute  Werth 
von  h^   —  D  ist  daher  <  a,^,  und  somit  ist 

["'-.7^'].<'-M"J<['^],o.i.W. 

Die  ganzen  positiven  Zahlen  [a,],  [ög],  •  •  .  bilden  also 
eine  abnehmende  Reihe,  und  da  eine  solche  nicht  unbegrenzt 
sein  kann,  so  muss  einmal  ein  Glied  [<7,„^-i]  auftreten,  welches 
nicht  kleiner  als  das  vorhergehende  [a,,,]  ist. 

Wir  haben  jetzt  noch  zu  beweisen,  dass  die  Form 
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in  welcher  auch  diese  letzte  Bedingimg  erfüllt  ist,  wirklich 
reducirt   sei.     Zu    diesem   Zwecke    zeigen    wir    erstens,    dass 

&«  <  Yd  ist. 

Da  J),n  zwischen  ]/i)  und  ]/5  —  [«,„]  liegt,  so  ist  jede 
der  Grössen 

p  =  yn-  h,,,-q  =  hn  —  Vn-\-  k] 

und  somit  auch  der  Ausdruck  r  =  q^  -{-  '^pq  -{-  2p  ]/!) ,  für 
welchen  sich  leicht  D  -j-  afn  —  &»t  ergiebt,  eine  positive  Zahl. 
Wird  jetzt  D  durch  hm  —  amCi,a+i  ersetzt,  so  wird  die  positive 
Zahl  /•  =  afa  —  a,nCirn+i-  Da  aber  [«„j-i-i]  >  [«„,]  ist,  so  kann 
der  letzte  Ausdruck  für  r  nur  dann  positiv  werden,  wenn 
«,„«,„^1  negativ  ist,  d.  h.  wenn  «,„,  üm+i  entgegengesetzte 
Zeichen  haben.     Dann  ist  aber 

hl  =  D  -{-  «m^m+l  <  D, 

also  [&,„]  <  yn. 

Zweitens  haben  wir  darzuthun,  dass  1,^  eine  positive 
Zahl  ist.  Es  ist  —  amCim+i  =  D  —  hm,  also  [a^]  •  [a,„+i]  <  D, 
und  da  [«„]  ^  [«m+i]  ist,  gewiss  [am]  <  YB.  Folglich  ist 
yj)  —  [ein]  eine  positive  Zahl,  und  da  hm  zwischen  YD  —  [um] 
und  Yd  liegt,  so  muss  auch  h,n  positiv  sein. 

Was   endlich   [«„,]   betrifft,   so   ist  ]/D  —  [dm],   wie  wir 
eben     gesehen    haben,     positiv.     Folglich    ist    um     so    mehr 
YT)  -\-  hm  —  [«/«]    eine    positive   Zahl,   also   [a„,]  <  l/Z)  -f"  6,„. 
Andererseits   ist  l/D  —  h,n  —  [«,„]  =  —  q  negativ,  also 
[«,„]  >YD  —  hm . 

[ttm]  liegt  daher  zwischen  j/D  —  hm  und  ]/Z)  -f"  ?>„,. 

Die  Form  Fm  =  (ßm,  hm,  «/«h-i)  ist  somit  reducirt,  und 
da  jede  der  Formen 

F   F     F  F, 

der  folgenden  nach  links  benachbart  ist,  so  ist  jede  der  fol- 
genden, also  auch  die  erste  der  letzten  eigentlich  äquivalent. 
Beispiele.  I.  Um  für  die  Form  (11,  15,  12)  der  Deter- 
minante D  =  93  eine  reducirte  Form  zu  bilden,  beachten  wir, 
dass  l/9ä  =  9,  ...  und  f/OS  —  12  =  —  2,  ...  ist.    Von  den 
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12  Zahlen  des  Intervalls  von  —  2  bis  -|-  9  iucl.  ist  nur  die 
Zahl  9  ^    -  15  (mod.  12),     Wir  setzen  also  h^  =  9.    Da  nun 

92  gg 

— — —  =  —  1  ist,   SO   erhalten   wir  die   der  gegebenen  äqui- 

valente  Form  (12,  9,  —  1).  Diese  Form  ist  zwar  schon  re- 
ducirt*);  wir  wollen  aber  die  Reihe  der  Operationen  fort- 
setzen, bis  eine  Form  (a,,,,  6,,,,  «m+i)  erscheint,  in  welcher 
[a,„+i]   nicht    mehr  <  [a,„]   ist.     Die   neuen   Grenzen   für  den 

mittleren  Coefficienten  sind  1/93  =  9,  ...  und  ]/93  —  1  =  8,... 

92 93 

Da  nun  —  9  =  9  (mod.  1)  und     _        ==  12  ist,   so  erhalten 

wir  die  Form  ( —  1,  9,  12),  die  allen  Anforderungen  ent- 
spricht. Die  Reihe  der  benachbarten  Formen  ist  in  diesem 
Beispiel  also 

(11,  15,  12),  (12,  9,  -1),  (-1,  9,  12). 

II.  (67,  97,  140),  (140,  -  97,  67),  (67,  —37,  20), 

(20,-3,  -1),  (-1,  5,  4).[i)  =  29). 

III.  (28,  9,  —  2),  (—  2,  11,  8) .  [D  =  137J . 

IV.  (17,  2,  -  2),  (-  2,  6,  1),  (1,  6,  -  2)  .  [7)  =  38] . 

§  110.     Eigenschaften   der  reducirten  Formen.  — 

Lehrsatz  I.  In  jeder  reducirten  Form  (a,  h,  a^) 
haben  a  und  a^  entgegengesetzte  Zeichen. 

Beweis.  Da  b^  —  aai  =  D,  also  aay'=l)^  —  D  und 
h  <  ]/D  ist,  so  ist  aa^  eine  negative  Zahl,  d.  h.  a  und  a^ 
haben  entgegengesetzte  Zeichen. 

Lehrsatz  II.  Der  absolute  Werth  von  a^  liegt  ebenso 
wie  der  von  a  zwischen  ]/i)  -|-  h  und  "j/Z)  —  &;  es  ist 
also  auch  («j,  ö,  a)  eine  reducirte  Form. 

Beweis.     Da  —  «1  =  — ist  und  \a\  zwischen  )/Z)  —  h 

und  y  J)  -\-  h  lit'gt,  so  muss  [aj  zwischen =  ]/7)  -f-  & 

yD  —  b 

*)  Wenn  wir  das  dargelegte  Verfahren  so  oft  anwenden,  bis  wir 
auf  eine  Form  (a^,  b^,  a'^^^^  stossen,  in  welcher  j«,,,^!]  >  [«„J  ist, 
Bo  haben  wir  sicher  eine  reducirte  Form  gewonnen.  Da  aber  der  Be- 
griff der  reducirten  Form  durchaus  nicht  die  Erfüllung  der  Bedingung 
[«„,+1]  >  [",«]  folgert,  so  kann  recht  gut  auch  schon  früher  eine  redu- 
cirte Form  auftreten,  und  das  ist  hier  der  Fall. 
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und   -7= =  I/jD  —  h  lieo-en.     Wenn  dies  aber  der  Fall  ist, 

YT>  +  b  °  ' 

so  erfüllt  auch  {a^,  h,  a)  alle  Bedingungen  einer  reducirten  Form. 

Zusatz.  Wenn  (a,  h,  a^)  eine  reducirte  Form  ist, 
so  sind  auch  (a^,  h,  a),  ( —  a,  h,  —  %),  (—  «,,  h,  —  a)  re- 
ducirte Formen, 

Lekrsatz  III.  Ist  (a,  h,  a^)  eine  reducirte  Form,  so  ist 
sowohl  [a],  als  auch  [aj  <  2  ]/ J). 

Beweis.  Da  sowohl  [a],  als  auch  [a/J  <  ]/i)  -j-  h  und 
h  <  ]/D  ist,  so  ist  um  so  mehr  sowohl  [a],  als  auch  [«J  <  2  ]/D. 

Lehrsatz  IV.  Der  mittlere  Coefficient  h  einer  re- 
ducirten Form  (a,  h,  «j)  liegt  zwischen  ]/D  und  ]/D  —  [aj 
und  ebenso  zwischen  ]/Z)  und  YD  —  [rtj. 

Beweis.    Da 

yi)-{-h>[a\>yi)  -b>0 
ist,  so  ist 

[a\  —  ]/5  -f  &,  d.  i.  h  —  [Yd  —  [rt])  >  0 

und  h  —  Yd  <  0;  folglich  liegt  h  zwischen  ]/D  —  [a]  und  ]/i). 
Ganz   ebenso    beweist    man,    dass    b    zwischen    "j/^D    und 

Yd- m  liegt. 

Lehrsatz  V.  Für  jede  reducirte  Form  (a,  h,  a,) 
giebt  es  eine,  aber  auch  nur  eine  nach  rechts  benach- 
barte Form,  welche  ebenfalls  reducirt  ist,  und  ebenso 
eine  einzige  nach  links  benachbarte   reducirte  Form. 

Beweis.     Wir  nehmen   denjenigen  Rest  von  —  b  für  den 

Modul  «1,    der    zwischen  j/JD   und   YD  —  [aJ    liegt,   nennen 

j  2 j) 

denselben  &j,  setzen  sodann  -^ =  a.^  und  bilden  die  neue 

Form  («^,  bi,  a^,  so  ist  dieselbe  emdeutig  bestimmt  und  der 
gegebenen  Form  (a,  b,  aJ  nach  rechts  benachbart.    Es  bleibt 
uns  also  nur  zu  beweisen,  dass  («j,  bi,  %)  auch  reducirt  ist. 
Da  nach  Lehrsatz  II  [aJ  <  ]/D  -f-  b  ist,  so  ist 

p  =  YI)-\-h-  M 

eine  positive  Zahl.    Nach  demselben  Satze  ist  [«J  >  |/i)  —  b, 
also  die  Zahl 

u  =  M-  [YD-b] 
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gleichfalls  positiv.     Endlich  ist  auch 

positiv.     Wird  weiter 

und 

gesetzt,  so  sind  auch  q^,  >\  positive  Zahlen,  da  hi  zwischen 
yn  und  Yd  —  I ö J  liegt.  Endlich  ist  h-^\=0  (mod.  a J, 
also  l>  -\-  ^'i  =  :jz  *'^^x  =  *'^  l^i]?  wo  Dt  eine  ganze  Zahl  ist. 

Nun  ergiebt  sich  leicht  i>  +  (/i  =  ^  +  ^i>  "^^^  ^^  P  +  {?i 
als  Summe  zweier  i)ositiven  Zahlen  positiv  ist,  so  muss  auch 
h  -{-  h^,  folglich  auch  tn  positiv  sein;  es  ist  also  m  —  1  sicher- 
lich nicht  negativ,  und  dies  wird  uns  den  Beweis  ermöglichen, 
dass  hl  eine  positive  Zahl  sei.     Es  ist  nämlich 

>-  +  2i  =  -^  +  &i  +  [«iJ. 
Wenn  wir  hierzu  die  Gleichung 

m  [aj  —  [rt,]  =  h  -{-h^  —  [a^] 
addiren,  so  erhalten  wir 

r  +  q^  +  im-  l)\a,\  =  2h,. 
Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  positiv  ist,   so  muss 
auch  2\   und  somit  auch   h^  eine  positive  Zahl  sein,  und  da 
hl  zwischen  |/D  und  ]/Z)  —  [« J  liegt,  so  ist  gewiss  hi  <  ]/Z), 
also  die  zweite  Bedingung  gleichfalls  erfüllt. 

Es  bleibt  noch  zu  beweisen,  dass  [a,]  zwischen  |/i)  —  hi 
und  yi)  +  ^1  liegt.     Es  ist 

r  +  m  [aj  =  1/7)  +  ^,, 
also 

/•  +  (m-l)[«J  =  >//>  + ^-|r,J, 

und  da  die  linke  Seite  dieser  Formel  positiv  ist,  so  muss 

[aJ  <yD-\-hi 
sein.     Es  ist  aber  auch 

qr  =  M-  {yD-hi] 

eine  positive  Zahl  und  somit  [a,  |  >  ]//>  —  6,. 
Die  Form  («j,  6^,  «>,)  ist  daher  reducirt. 
Genau  ebenso   beweist  man,  dass,  wenn   man   unter  Z/_i 
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denjenigen  Rest  von  —  h  in  Beziehung  auf  den  Modul  a  ver- 
steht, der  zw^ischen  j/jÖ  und  ]/Z)  —  [a]  liegt,  und  — 


D 


=  a_i 

i 

setzt,  die  eindeutig  bestimmte  Form  (ci—i,  h—t,  a),  welche  der  ge- 
gebenen Form  nach  links  benachbart  ist,  eine  reducirte  sein  wird. 

Beispiele.  I.  Für  die  reducirte  Form  (2,  4,  —  6)  der 
Determinante  28  erhält  mau  als  nach  rechts  und  nach  links 
benachbarte  reducirte  Formen  beziehungsweise  (—  6,  2,  4) 
und  (-  6,  4,  2). 

11.      (5,  4,  -  9),  (-  9,  5,  4),  (4,  7,  -  3)  [D  =  61] . 
m.  (-  5,  9,  4),  (4,  7,  -  13),  (-  13,  6,  5)[Z)=  101]. 
IV.  (3,  9,  -  7),  (-  7,  5,  11),  (11,  6,  -  6)  [D  =  102] . 

§  117.  Ermittlung  aller  reducirten  Formen  einer 
positiven  nichtquadratischen  Determinante.  —  Auch 
die  Anzahl  der  reducirten  Formen  einer  positiven  nichtquadra- 
tischen Determinante  ist  eine  endliche,  da  die  Coefficienten 
solcher  Formen  gewisse  Grenzen  nicht  überschreiten  können. 

Um  für  eine  gegebene  Determinante  D  alle  reducirten 
Formen  (a,  &,  a,)  zu  erhalten,  nehme  man  für  &  alle  positiven 
Zahlen,  die  <  ]/^  sind,  und  zerlege  für  jeden  erhaltenen 
Werth  von  &  den  Ausdruck  h'^  —  D  auf  alle  möglichen  Arten 
in  je  zwei  Factoren  von  der  Beschaffenheit,  dass  der  absolute 
Werth  eines  jeden  zwischen  j/D  -\-  h  und  ]/Z)  —  h  liegt. 
Wird  der  eine  dieser  Factoren  a,  der  andere  %  genannt,  so 
erhält  man  die  eine  Hälfte  der  reducirten  Formen;  die  andere 
Hälfte  ergiebt  sich  durch  Vertauschung  von  a  und  ft^. 

Beispiel.  Wenn  D  =  89,  also  ]/I)  =  9,  ...  ist,  so  erhält 
man  für  &  =  1,  2,  3,   .  .  .,  9  beziehungsweise 


+  &  =  10,... 

YD- 

-&  =  8,... 

=11,... 

=  7,... 

=  12,... 

=  6,... 

=  13,... 

=  5,... 

=  14,... 

=  4,... 

=  15,... 

=  3,... 

=  16,... 

=  2,... 

=  17,... 

=  1,... 

=  18,... 

=0,... 

h'—D  = 


keine  passende 


Zerlegung 


=  -881 

=  -85} 

=  _80  =  -(8.10) 

=  —  73  keine  Zerlegung 

=  — 64=  — (8.8) 

=  -  53  keine  Zerlegung 

.-=_40  =  -  (4.10)=-(5.8) 

=  -25  =  -(5.5) 

=  -   8  =  -(1.8)=-(2.4). 
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Es  ergeben  sich  somit  die  24  reducirten  Formen 

(+  8,  3,  +  10),  (+  10,  3,  +  8),  (±  8,  5,  +  8), 

(+4,  7,  +10j,  (+10,  7,  +4),  (±5,  7,  =F8), 

(+8,  7,  +5),  (+5,  8,  +5),  (+1,  9,  +8), 

(+8,  9,  +1),  (+2,  9,  +4),  (+4,  9,  +2). 

§  118.  Perioden  der  reducirten  Formen  einer 
Determinante.  —  Wenn  F  =  (a,  h,  aj  eine  reducirte  Form 
einer  positiven  nichtquadrätischen  Determinante  D  ist  und  wir 
das  in  §  115  dargelegte  Verfahren  auf  sie  anwenden,  so  er- 
halten wir  eine  Reihe  von  Formen 

(1)  F,F„F,,..., 

von  denen  jede  der  folgenden  nach  links  benachbart  ist,  und 
die  nach  Satz  V  des  §  116  sämmtlich  reducirt  sind.  Nun  ist 
aber  die  Anzahl  aller  reducirten  Formen  von  D  eine  endliche; 
daher  muss  in  der  Reihe  (1)  einmal  eine  Form  Fm+n  er- 
scheinen, welche  mit  einer  schon  vorausgegangenen  Form  Fm 
identisch  ist.  Dann  werden  aber  auch  die  diesen  beiden  vor- 
hergehenden Formen,  nämlich  Fm+n—i  und  i^„,_i  identisch  sein 
müssen,  da  sie  derselben  Form  nach  links  benachbart  sind. 
Aus  demselben  Grunde  sind  weiter  Fm+n— 2  und  F,n—2,  ebenso 
Fm+n— 3  und  F,n-3,  u.  s.  w.,  cudlich  auch  Fn  -und  F  identisch. 
Es  wird  also  die  Anfangsform  F  in  der  Reihe  (1)  wiederholt 
erscheinen.  Bezeichnet  nun  n  die  kleinste  Zahl,  für  welche 
Fn  mit  F  identisch  ist,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Formen 

(2)  F,  F„  F,,  . .  .,  F„_, 

sämmtlich  von  einander  verschieden  sind.  Wäre  nämlich  F/,- 
identisch  mit  Fk+k',  wo  sowohl  k,  als  auch  Ic -\- Je'  <w  vor- 
ausgesetzt wird  und  daher  auch  Je'  <  n  ist,  so  würde  i'V  mit 
JF identisch  sein  müssen,  was  der  Annahme,  dass  n  die  kleinste 
Zahl  sei,  für  welche  diese  Identität  besteht,  widerspricht.  Die 
Formen  der  Reihe  (2)  sind  also  wirklich  von  einander  ver- 
schieden und  setzen,  in  unveränderter  Reihenfolge  beliebig  oft 
wiederholt,  die  Reihe  (1)  zusammen,  da 

F„,   F2n,   ■  •  -,    Fkn   identisch  mit  /*', 

Fn+l,    F2n-\rl,    ■  •  •,    Fkn+1    „  „     F^, 
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allgemem  Fkn+k'   identisch   mit  Fk'  ist.     Aus   diesem   Grunde 
nennt  man  die  Formen  (2)  die  Periode  der  Form  F. 
Man  kann,  von  F  ausgehend,  auch  die  Formenreihe 

(3)  .    . . .,  F_,,  F_(,_i),  . . .,  F_3,  -P-2,  F^u  F 

bilden,  von  denen  jede  der  folgenden  nach  rechts  benachbart 
ist,  und  als  Periode  von  F  die  Reihe 

(4)  F_(„_i),  F-(„_2),  ...,  F_i,  i^ 

nehmen.    Auch   erkennt  man   sofort,    dass   F—^  identisch   mit 
Fn-k  ist. 

Beispiel.  Für  die  Determinante  89  ist  (8,  3,  —  10) 
eine  reducirte  Form,  deren  Periode  aus  folgenden  14  Formen 
besteht: 

(8,  3,  -  10),  (-  10,  7,  4),  (4,  9,  -2),  (-  2,  9,  4), 

(4,  7,  -  10),  (-  10,  3,  8),  (8,  5,  -  8),  (-  8,  3,  10), 

(10,  7,  -4),  (-4,  9,  2),  (2,  9,  -4),  (-4,  7,' 10), 

(10,  3,  -8),  (-8,  .5,  8). 

Lehrsatz  I.  Die  Periode  jeder  reducirten  Form 
enthält  eine  gerade  Anzahl  Glieder. 

Beweis.  Da  die  ersten  Coefficienten  der  Formen  F,  F^, 
F2,  .  . .  abwechselnd  die  Vorzeichen  -{-  und  —  haben,  so  haben 
die  ersten  Coefficienten  von  F,  F^,  F^,  •  ■  -,  F^k  dasselbe 
Vorzeichen.  Wenn  also  Fn  mit  F  identisch  sein  soll,  so  muss 
w  eine  gerade  Zahl  sein. 

Lehrsatz  IL  Ist  G  eine  reducirte  Form  der  Deter- 
minante jD,  welche  der  Periode  der  reducirten  Form 
F  nicht  angehört,  so  kann  auch  keine  Form  der  Pe- 
riode von  G  sich  in  der  Periode  von  F  vorfinden. 

Beweis.  Wäre  Gk  identisch  mit  Fi,  so  müsste  Gk^\  iden- 
tisch mit  i^+i,  allgemein  Gk-Srm—k  =  Gm  identisch  mit  Fi.i^—k 
sein,  oder,  wenn  m  die  Anzahl  der  Formen  bezeichnet,  welche 
die  Periode  von  G  enthält,  in  welchem  Falle  Gm  identisch 
mit  G  ist,  es  müsste  sich  G  in  der  Periode  von  F  vorfinden, 
was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Wenn  also  die  Periode  von  F  nicht  alle  reducirten 
Formen  der  Determinante  D  enthält,  so  können  wir  eine 
dieser   Periode    nicht    angehörende    Form   G    wählen    und    die 
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Periode  von  G  bilden;  diese  enthält  gleichfalls  eine  gerade 
Anzahl  von  Formen,  die  von  denen  der  Periode  von  F  ver- 
schieden sind.  Sind  jetzt  die  reducirten  Formen  der  Deter- 
minante D  noch  nicht  erschöpft,  so  wählen  wir  eine  Form  H, 
welche  sich  weder  in  der  ersten,  noch  in  der  zweiten  Periode 
vorfindet,  und  erhalten  eine  dritte  Periode.  So  fahren  wir 
fort,  bis  alle  reducirten  Formen  von  J)  untergebracht  sind. 
Die  reducirten  Formen  einer  positiven  nichtquadratisclien 
Determinante  lassen  sich  also  in  Perioden  verthcileu,  von 
denen  jede  eine  gerade  Anzahl  Formen  enthält,  und  zwar 
wird  jede  reducirte  Form  nur  in  einer  dieser  Perioden  vor- 
kommen. 

Beispiele.     I.   Für  die  Determinante  19  giebt  es  zwei  Pe- 
rioden reducirter  Formen,  nämlich 

(.3,  2,  -  5),  (-  6,  3,  2),  (2,  3,  -  5),  (-  5,  2,  3), 

(3,  4,  -1),  (-1,4,  3) 
und 

(5,  2,  -  .3),  (-  3,  4,  1),  (1,  4,  -  3),  (-  3,  2,  .5), 
(5,  3,  -2),  (-2,  3,  5). 

II.  T)  =  50 . 

1.  Periode.     (7,  1,  —  7),     (-  7,  G,  2),     (2,  6,  —  7), 

(-7,  1,  7),    (7,  6,  -2),    (-2,  G,  7). 

2.  Periode.     (5,  5,  -  5),   (-  5,  5,  5). 

3.  Periode.     (1,  7,  —  1),   (-  1,  7,  1). 

III.  7)  =  95. 

1.  Periode.     (5,  5,  -  14),  (-  14,  9,  1),  (1,  9,  —  14), 

(-14,5,5). 

2.  i'oriode.     (14,  5,  -  .5),  (-  5,  5,  14),  (14,  9,  -  1), 

(-1,  9,  14). 
.3.  Periode.     (7,  5,  —  10),  (—  10,  5,  7),  (7,  9,  —  2), 
(-  2,  9,  7). 

4.  Periode.     (10,  5,  -  7),    (-  7,  9,  2),    (2,  9,  -  7), 

(-7,5,  10). 
§    119.      Gefährten     von    rodueirton    Formen    und 
von  Perioden.  —  Eine  reducirte  Form  heisst  der  Gefährte 
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einer  andern,  wenn  beide  aus  denselben,  aber  in  umgekehrter 
Reihenfolge  geschriebenen  Gliedern  bestehen.  So  ist  (3, 8,  —  5) 
der  Gefährte  von  ( —  5,  8,  3),  (+  a,  &,  +  «i)  der  Gefährte 
von  (^  a^j  h,  +  a). 

Lehrsatz  I.  Sind  F  und  /  zwei  reducirte  Formen 
einer  Determinante  D,  und  ist  F  der  Gefährte  von  f, 
so  enthält  die  Periode  von  2^  genau  so  viele  Formen 
wie  die  von  f,  und  zwar  ist  jede  Form  von  /'  der  Ge- 
fährte einer  Form  von  F. 

Beweis.  Wir  bilden  die  Form  F_i,  welche  F  nach  links 
benachbart  ist,  und  die  Form  f^^  welche  f  nach  rechts  be- 
nachbart ist.  Dann  erkennen  wir  aus  der  Bildungsweise  die- 
ser Formen  F—i,  f^  sofort,  dass  beide  Gefährten  sein  werden. 
Daraus  folgt  weiter,  dass  auch  F—2  und  f^,  allgemein  F^k  und 
fk  Gefährten  sind.     Ist  nun 

F_„,,  F—(,n—\)j  ...,  F—2,  F—i,  F 
die  Periode  von  F  und 

/  )    11}    12}    •  •  '  }    ln—1 

diejenige  von  /,  so  muss  m  =  n  —  1  sein. 

Wäre  nämlich  m<in  —  1,  so  würde  die  links  von  JP_m 
stehende  Form,  d.  i.  F,  der  Gefährte  von  f„,^i  sein.  Nach  der 
Voraussetzung  ist  aber  f  der  Gefährte  von  F-^  also  müsste 
die  Form  f  mit  einem  Gliede  fm+i  ihrer  Periode  iden- 
tisch sein. 

Ebenso  würde  die  Annahme  m  >  «  —  1  zu  dem  Ergeb- 
nisse führen,  dass  die  Form  F  mit  einem  Gliede  ihrer  Periode 
identisch  wäre. 

Da  beides  unmöglich  ist,  so  muss  m  =  n  —  1  sein,  d.  h. 
beide  Perioden  enthalten  gleich  viel  Glieder. 

Von  zwei  Perioden  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die 
Formen  der  einen  beziehungsweise  die  Gefährten  der  Formen 
der  andern  sind,  sagt  man,  die  eine  Periode  sei  der  Ge- 
fährte der  andern. 

Beispiel.  Für  die  Determinante  82  giebt  es  4  Perioden 
reducirter  Formen: 

1.  Periode.  (9,  l,  -  9),  (-  9,  8,  2),  (2,  8,  -  9), 
(-9,  l,  9),     (9,  8,  -2),     (-2,  8,  9). 
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2.  Periode.     (6,  4,  -  11),     (—  11,  7,  3),     (3,  8,  —  6), 

(-6,  4,  11),     (11,  7,  -  3),     (-3,8,6). 

3.  Periode.     (—  11,  4,  6),     (6,  8,  -  3),     (—  3,  7,  11), 

(11,4,-6),     (-6,  8,  3),     (3,  7,  -  llj. 

4.  Periode.     (1,  9,  -  1),     (-  1,  9,  1). 
Die  2*®  und  3*°  Periode  sind  Gefährten. 

Es  kann  auch  vorkommen,  dass  eine  Form  und  ihr  Ge- 
lahrte sich  in  derselben  Periode  vorfinden;  dann  ist  die 
Periode  ihr  eigener  Gefährte.  Solcher  Art  sind  im  obigen 
Beispiel  die  1^  und  die  4**  Periode.  In  diesem  Falle  be- 
steht der 

Lehrsatz  IL  Eine  Periode,  die  ihr  eigener  Gefährte 
ist,  enthält  zwei  ambige  Formen. 

Beweis.     Es  sei 

F   F     F  F9     , 

die  Periode  von  F  und  J\.  der  Gefährte  von  F.  Da  F  und 
Fk  als  Gefährten  Zahlen  mit  entgegengesetzten  Zeichen  zu 
ersten  Coefficienten  haben,  so  muss  h  eine  ungerade  Zahl 
sein,  die  wir  2m  -\-  1  nennen  wollen.  Es  sind  also  i*^a„,+i 
und  F,  folglich  auch  F2m  und  F\,  ebenso  i^a,„-i  und  F\, 
u.  s.  w.,  endlich  Fjn+i  und  F],^  Gefährten. 

Es  sei  jetzt 

und 

Fru^l   =  ( «m+l  ,    &,„+!  ,    «»»+2)  , 

SO  geht  aus  der  Bildungsweise  der  Periode  hervor,  dass 

h,„  +  &,„+!  ^  0  (mod.  a„,+i) 
ist;  da  aber  &„,  =  &,„4-i  ist,  so  erhalten  wir  hieraus 

2hm+\  ^  0  (mod.  o,„+i)  , 
und  somit  ist  Fm+i  eine  ambige  Form. 

Dass  die  Periode  von  F  noch  eine  zweite  ambige  Form 
enthält,  beweist  man  auf  folgende  Weise:  Da  F  rmiF^n  iden- 
tisch ist,  so  sind  auch  F^m+i  und  F^n  Gefährten;  folglich 
sind  auch  i^a^+a  und  jPan-i,  ebenso  Fam+s  und  F-^n-i,  u.  s.  w., 
endlich  F,n+n-\-i  und  jP,„+„  Gefährten.  Hieraus  folgt  aber,  wie 
oben,  dass  F„,+n-Jt-i  eine  ambige  Form  ist,  und  da  ni  -{-  1    und 
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Dl  -\-  II  -\-  1  für  eleu  Modul  2n  nicht  congrueut  sind,  so  siud 
die  beiden  ambigen  Formen,  die  wir  erhalten  habeu,  von  ein- 
ander verschieden. 

Beispiel.  Die  erste  Periode  der  reducirten  Formen  für 
die  Determinante  82  hat  die  beiden  ambigen  Formen  (2,  8, —  D), 
( —  2,  S,  9);  die  4*°  Periode  besteht  aus  zwei  ambigen  Formen. 

Lehrsatz  III.  Jede  Periode,  die  eine  ambige  Form 
enthält,  ist  ihr  eigener  Gefährte. 

Beweis.  Ist  Fm  eine  ambige  Form,  so  ist  7^,„_i  der  Ge- 
fährte von  F„i,  also  die  Periode  ihr  eigener  Gefährte. 

Zusatz.  Eine  Periode  kann  niemals  nur  eine  am- 
bige Form  enthalten. 

Lehrsatz  IV.  Eine  Periode  reducirter  Formen  kann 
nicht  mehr  als  zwei  ambige  Formen  enthalten. 

Beweis.  Wir  nehmen  an,  die  Periode 
F,F„F„  ...,F,n^, 
enthalte  die  drei  ambigen  Formen  Fx,  Fu,  F,.,  wo  A,  ft,  v 
ungleiche  Zahlen  seien,  die  zwischen  0  und  2«  —  1  liegen. 
Dann  sind  zunächst  Fx—i  und  Fx,  ebenso  Fx—2  und  Fx-^i,  u.  s.  w., 
endlich  F  und  F^x—i  Gefährten.  Auf  dieselbe  Weise  erkennt 
man,  dass  F  und  F-zu—i,  sowie  F  und  jP2.— i  Gefährten  sein 
müssen.     Es  müssten  also  die  drei  Formen 

F2X—I,     F^li  —  i,     Foy-l 

identisch,  somit  die  Zahlen  2A--1,  2ft  —  1,  27>  —  1  in  Be- 
ziehung auf  den  Modul  2n  und  daher  die  Zahlen  A,  fi,  v  in 
Beziehung  auf  den  Modul  n  congruent  sein.  Zwischen  Null 
und  2«  —  1  liegen  aber  keine  drei  Zahlen,  die  für  n  als  Modul 
congruent  sind ;  folglich  kann  die  Periode  auch  nicht  drei 
oder  mehr  ambige  Formen  enthalten. 

§  120.  Transformation  einer  reducirten  Form 
in  eine  beliebige  andere  Form  derselben  Periode.  — 
Es  sei  f-={ci,  h,  —  «i)  eine  reducirte  Form  der  positiven 
nichtquadratischen  Determinante  D,  und  es  seien  auf  die  oben 
dargelegte  Weise  die  beiderseits  benachbarten  reducirten 
Formen,  also  die  nach  beiden  Seiten  unbegrenzte  Reihe 
.  .  .,  (a_2,  h-2,  —  ff_,),  (—  a_i,  6-1,  a),  («,  h,  —  o^), 
(—  «1,  Z>i,  a.),  .  •  • 

Wertheim,  Zalileiitbuorie.  21 
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gebildet,  deren  Glieder  beziehungsweise  mit 

•  •  •;   /'-2,   f-i,    f,    fn    •  •  • 

bezeichnet  werden  sollen.     Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,   eine 

eigentliche   Substitution    zu   suchen,    welche   irgend   ein   Glied 

der  Reihe  in  irgend  ein  anderes  transformire. 

Setzen  wir,   wie   im  Falle   einer   negativen  Determinante, 

,..  h_,  +  h_,  6_,  +  &  6  +  6, 

(1)       •  •  •'       _.  =  ^'-1;    -~-r-  =  h,    -— T-  =  ''.;   •  •  • 


-1 


o  " '     —  a, 


und  nehmen  an,  f  gehe  in  /!■  über  durch  die  Substitution 
X  =  ttkXk  +  ßkVk 

y  =  n-Xk  +  ^kVk, 

so  ergiebt  sich  wie  früher,  dass 

«i  =  ßk-i ,  ßk  =  hßk—i  —  ßk-2 , 


(2)  , 
yk  =  dk-i ,  8k  =  hkdk-\  —  ö^jl-2 

ist,  und  da  wir  die  Werthe 

«1  =  0;   ^1  =  —  1 ;  71  =  1 ;   ^1  =  K 
kennen,    so   ist  die   Aufgabe  für  positive  Werthe   von  h   (für 
die   von  f  aus    nach  rechts  liegenden   Glieder  der  Reihe)   er- 
ledigt. 

Weiter   wird  nach  §  98  /"  in  /Li  transformirt  durch  die 
Substitution 

X  =  hx-i  +  y-\,  y  =  —  x-i, 

allgemein  f—(k—\)  in  f-k  durch 

(3)  x-ik-.y)  =  h-(k-i)X-k  -f-  y-k,  y-{k-i)  =  —  x-k . 
Nehmen  wir  nun  an,  /"  gehe  in  /L^  über  durch  die  Sub- 
stitution 

X  =  a-k  x-k  +  ß-k  y-k 
y  =  y-kX-k  +  ö-ky-k, 
so  verwandelt  sich  /'  in  /— (x— i) ,  wenn  man 

X  =  a-(k-i)X-ß^i)  +  ß-(k-i)y-{k-i) 
y  =  y_(/._,)a;_(t_i)  +  d^^k-i)y-{k-\) 
setzt,  und  f—(k—\)  in  f—k  durch  die  Substitution  (3),   also  /'  in 
f-k,  wenn 

X  =  a-(k-\)  (h-(k-i)X-k  +  y-k)  —  ß-ik-i)X-k 

y  =  y-{k~i)  ih-.^k-l)X-k  +  y-k)  —  d-,k-i)X-k 


(4) 
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gesetzt  wird.     Es  muss  somit 

ß-k  =  a-(A— 1) 

y—k  =  h—{k-i)y—{k-i)  —  ^—{k-i) 
^  ö-k  =  r-{k-i) 

sein.     Die  Werthe    von  a_A,    y—k   lassen   sieb    offenbar    aueb 
folgendermassen  schreiben: 

CC-k  =  h-(!:-l)Ci-{k-l)    —   «— (i— 2) 

y-k  =  h-{k-i)y-{k-i)  —  7_(A-2), 
und  da,  wie  wir  gesehen  haben, 

cc-i  =  h,  /3_i  =  1 ,  y-i  =  —  \,  ^_i  =  0 
ist,  so  ist  die  Aufgabe  auch  für  negative  h  (für  die  links  von 
/  liegenden  Glieder  der  Reihe)  erledigt. 

Durch  Einschaltung  der   Substitution,  welche   die  Coeffi- 
cienten 

«0  =  1?  /5o  =  0 ,  y^  =  0,  (^0=1 
hat,   und   welche  f  offenbar   unverändert  lässt,   bewirken   wir, 
dass  die  gleichnamigen  Coefficienten  aller  Substitutionen  nach 
beiden  Seiten  hin  unbegrenzte  Reihen  bilden,  welche  beziehungs- 
weise den  Gesetzen  gehorchen 

KjH_(_l  —  'hn^m  ^m — 1 

ßm+l  =  hyi+1  ßm  —   ßm—\ 

■   ^m-{-l  =  'iin+lOm  Ojn—l  , 

WO  m  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  sein  kann. 

Beispiele.    I.  Es  soll  die  dritte  Form  der  oben  für  D  =  82 
erhaltenen  dritten  Periode  in  die  übrigen  transformirt  werden. 
Es  ist 
(-  11,  4,  Q)  =  f-2,  (C,  8,  -3)  =  /L,,   (-3,  7,  n)  =  f, 

(11,  4,  -6)==/;,  (-6,  8,  3)  =  /;,  (3,  7,  -11)  =  /:,, 
also 

h_,  =  2,  \  =-bJi^  =  l,  h,  =  —  2,h,  =  b. 

Wir  schreiben  nun  die  Werthe  h  in  eine  Horizontallinie  und 
unter  h^  die  Zahl  «„  =  1 ,  unter  h^  ebenso  /3„  =  0.  Darauf 
multiplicireu  wir  /i^  mit  /J^,  subtrahiren  vom  Produkt  a^  und 

21* 


(5) 
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schreiben  den  Rest  unter  k^.  So  fortfahrend  finden  wir  ß.>  =  2, 
ß^=  11.  Nach  demselben  Gesetz  führen  wir  die  Reihe  rück- 
wärts und  erhalten  /3_2  =  —  5;  der  letzteren  Zahl  würde 
(nach  diesem  Gesetz)  —  11  vorhergehen.  Ebenso  bilden  wir 
eioe  zweite  Reihe,  indem  wir  ;^o  ^^  ^  unter  h^^  und  d„  =  1 
unter  h^  setzen  und  wie  oben  verfahren.  Es  ist  dann  all- 
gemein die  erste  unter  h/,  stehende  Zahl  ßk-i,  die  links  davon 
stehende  Zahl  «a_i,  die.  zweite  unter  A/.  stehende  Zahl  (J^_i 
und  die  links  davon  stehende  Zahl  f/,-i.  Die  Anordnung  für 
dieses  Beispiel  würde  also  folgende  sein: 


/i_i  =  2 

h,  =  -ö 

/»,  =  1 

K  =  -2 

h,  =  b 

-  11 

—  5 

1 

0 

—  1 

2 

11 

2 

-  1 

0 

1 

1 

-  3 

—  16 

II.     Die    Determinante    103    hat    2    Perioden    reducirter 
Formen;  die  eine  ist 

/_4  =  (9,  2,  -  llj,  /L3  =  (-  11,  9,  2),  fL,  =  (2,  9,  -  11), 
/-!  =  (-  11,  2,  9),  /  =  (9,  1,  -G),  /1  =  (-G,  5,  13), 
f,  =  (13,  8,  -  3),  /3  =  (-  3,  10,  1),  /,  =  (1 ,  10,  -  3), 
/5  =  (-3,  8,   13),   /e  =  Cl3,  5,   -6),   /;  =  (-  6,   7,  9). 

Es   soll  /  in   alle   übrigen  Formen   trausformirt  werden. 
Man  erhält  die  Tabelle 


//_3--l 

A_2  =  9 

A_i  =  -1 

h,  =  l 

21 

—  19 

-2 

1 

,1 

—  11 

10 

1 

—  1 

0 

h,  =  —  2 

h,  =  l 

7^3  ==  _  6 

7j^  =  20 

/^5  =  -  G 

0 

—  1 

—  1 

7 

141 

1 

—  2 

—  3 

20 

403 

k;  =   1 

h,  =  —  2 

—  853 

-994 

2841 

—  2438 

—  2841 

8120 
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Danach  geht  z.  B.  f  in  f^^  über  durch  die  Substitution 
X  =    Ix'  +  Ulij' 

y  =  20x'  -{-AO-oy', 
u.  s.  w. 

§  121.  Zusammenhang  zwischen  der  Form  («,  h,  c) 
und  den  Wurzeln  der  Gleichung  a  -\-  2hco  -\-  ca^  =  0,  — 
Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  für  jede  Determinante  vor- 
handenen reducirten  Formen  sich  in  Perioden  ordnen  lassen, 
und  dass  sämmtliche  Formen  einer  jeden  Periode  unter  einander 
eigentlich  äquivalent  sind.  Es  fragt  sich  nun,  ob  nicht  auch 
zwei  reducirte  Formen,  die  verschiedenen  Perioden  angehören, 
äquivalent  sein  können.  Diese  schwierige  Frage  wollen  wir 
nach  Lejeune  Dirichlet  (Abhandlungen  der  Berliner  Akademie, 
1854)  behandeln,  dessen  Betrachtungsweise  nicht  allein  die 
Sache  erheblich  vereinfacht,  sondern  auch  den  an  sich  in- 
teressanten Zusammenhang  zwischen  den  Gliedern  der  Periode 
einer  reducirten  Form  und  der  Kettenbruch-Entwicklung  der 
irrationalen  Wurzeln  einer  von  den  Coefficienten  der  Anfangs- 
form abhängigen  Gleichung  zweiten  Grades  ins  Licht  treten 
lässt. 

Wir  denken  uns  die  Form 

ax^  -\-  2hxy  -\-  cy^  =  (a,  J>,  c) 
gleich  Null  gesetzt,  also  die  Gleichung 

a  +  2h(o  -j-ca^  =  0 

t'ebildet,   deren  Unbekannte   a  das  Yerhältniss  —    ausdrückt, 
und  welche  die  Wurzeln 

-b+VD 


CO   = 

c 


hat.  Darin  ist  D  =  b^  —  ac  (die  Determinante  der  Form), 
und  wir  setzen  fest,  dass  unter  ]/i)  immer  die  positive 
Quadratwurzel  aus  D  verstanden  werden  soll.  Die  dem  oberen 
Zeichen  entsprechende  Wurzel  soll  die  erste,  die  dem  un- 
teren Zeichen  entsprechende  die  zweite  Wurzel  der  Form 
(a,  h,  c)  heissen. 

Liegt  eine  zweite  Form 

a,xc  +  2/>,.r,y,  -|-  c^yc 
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vor,    so    besitzt  auch    diese   in    dem    dargelegten   Sinne    zwei 

Wurzeln 

-  ^  +  V^ 
CO,  =  ^^  , 

und  wir  werden  zwei  Wurzeln  zweier  Formen  gleichnamig 
nennen,  wenn  beide  erste  oder  beide  zweite  Wurzeln  sind; 
im  entgegengesetzten  Falle  sollen  dieselben  ungleichnamig 
heissen. 

Wie   eine  Form   ihre  beiden  Wurzeln  bestimmt,   so  wird 
umgekehrt    oflFenbar    auch    eine  Form   bestimmt    sein,    sobald 

3  T  1/19 

ihre  Wurzeln  gegeben   sind.     Ist  z.  B.  —    der  Ausdruck 

für  die  Wurzeln  einer  Form,  so  ist  der  dritte  Coefficieut  der 
Form  5,  der  zweite  —  3,  und  damit  die  Determinante  -}"  ^^ 
sei,  muss  man  den  ersten  Coefficienten  =  —  2  setzen;  die 
Form  ist  also  ( —  2,  —  3,  5). 

Anmerkung.  Für  eine  reducirte  Form  (a,  h,  — o,)  er- 
giebt  sieh  Folgendes: 

Die  erste  Wurzel  —^—'- —  dieser  Form  ist  offenbar  positiv 

und  >  1;   denn   nach   §   115   ist  [aj  <h  -\-  Yl).     Die   zweite 

Wurzel   —    dagegen  ist  negativ  (]//>  >  h),  und  da 

[«,]  >Vi)-h 

ist,  so  ist  ihr  absoluter  Werth  <  1. 

Es  seien  jetzt 
f=ax^-\-2hxy-{-cy'^     und     /l  =  «i  aj^^  +  2&ia;i?/i  +  c,  ?/,^ 
zwei   eigentlich   äquivalente   Formen,    und   zwar  möge  /"  in  f\ 
durch  die  Substitution 

\y  =  yx,  -\-  ö  ?/i 
übergehen,  wo 

(2)  ad  —  ßy  =  -i-l 
ist.     Dann  gelten  folgende  Sätze: 

Lehrsatz  I.  Bezeichnen  co  und  «,  zwei  gleichnamige 
Wurzeln  der  beiden  Formen  /",  /j,  so  bestehen  die 
beiden  ( J 1  e  i  c  h  u  n  g  e  n 

V  4-  Süj,  1  y  —  etat 

(3)  ^=      Aiß  "'"'       "1  =  fl x' 

V"/  a-j-pw,  '  ß(a  —  0 
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Beweis.     Es  ist 

Y  +  s^i 
^  ^  y_  ^  y^i  +  '?yi  ^ ^  ^  y +A^ . 

Da  umgekehrt  die  zweite  Form  in  die  erste  transformirt 
wirdj  wenn  man 

'  Xi  =  dx  —  ßy 

y^^  —  yx^ay 
setzt,  so  ist 

a  =  li.  =  ~  y^  +  "^  ^  —  y  +  "<» . 
^         a^i  8x  —  ^y  6  —  ßco 

Zusatz.     Zwischen   gleichnamigen   Wurzeln    zweier 
benachbarten    reducirten  Formen    bestehen  die   Glei- 
chungen 
(4)  (0  =  —  ]i und     oj,  = ,   ,  • 

Beweis.     In  diesem  Falle  ist  nach  §  120 

a  =  0,  ß=  —  1,  7  =  +  1,  d  =  h, 

und  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  (3)  erhält  man  sofort 
die  Gleichungen  (4). 

Lehrsatz  IL  Findet  für  ein  Paar  gleichnamiger 
Wurzeln  der  Formen  f,  f^  der  Determinante  D  eine 
der  Gleichungen  (3)  statt,  und  erfüllen  zugleich  die 
ganzen  Zahlen  «,  ß,  y,  d  die  Bedingung  (2),  so  sind 
die  Formen  äquivalent,  und  die  erste  geht  durch  die 
Substitution  (1)  in  die  zweite  über. 

Beweis.    Es  ist 

—  h-{-Yn  —b^  +  VD 


(0  = 

Nun  soll 
—  b,  +  yiJ 


^(-b  +  ym 

\  c  J  yc  -\-  ah  —  a  YD 


ß  f-h  +  yj)\       ^         -ßi-Sc  +  ßVD 


sein.     Wir  erweitern  die  rechte  Seite,  um  den  Nenner  rational 
zu  machen,  mit  ßh  -\-  öc  -]-  ß  YD  und  erhalten 
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_  &^  4.yj  _  c[aaß  4-  h{aS-\-ß  y)  +  cyö]  -  (a (5  — J  y) c  j^-D 
Ci    '       ~  —  c(flß- +  26^0^4- cd-) 

_  -[ac<ß-\-h{ad-\-ßy)-{-cyS]-\-yD 
~  aß^  +  26^(J  +  c8'' 

Somit  [§  98]  ist  (ötj,  &i,  cj  wirklich  die  Form,  in  welche 
(rt,  h,  c)  durch  die  Substitution  (1)  trausformirt  wird. 

Der  Beweis  würde  sich  ebenso  gestaltet  haben,  wenn  wir 
von  den  beiden  ersten  Wurzeln  der  Formen  ausgegangen 
wären. 

§  122.  Zusammenhang  zwischen  den  Gliedern  der 
Periode  einer  reducirteu  Form  und  der  Kettenbruch- 
Entwicklung  einer  Wurzel  der  Ausgangsform.  — 

Es  sei 

(+  a,  h,  —  «,),     (—  a,,  h,,  a.,) ,  .  .  . 
oder 

f-2,         t-i  ,         /ü7         /l  '    •  •  •  • 

die  beiderseits  unbegrenzte  Reihe  reducirtcr  Formen,  von 
denen  jede  der  folgenden  nach  links  benachbart  ist.  Ferner 
sei  wieder 

Da  es  gleichgiltig  ist,  welchem  Gliede  der  Reihe  wir  den 
Index  Null  beilegen,  d.  h.  welches  Glied  wir  als  Anfangsglied 
ansehen,  so  soll  zur  Vermeidung  unnützer  Unterscheidungen 
angenommen  werden,  dass  der  erste  Coefficient  der  Form  /ö, 
also  überhaupt  der  erste  Coefficient  jeder  Form  mit  geradem 
Index  positiv  sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  werden  auch 
\,  hy,  ]i^,  .  .  .  positiv  sein,  jedes  Ji  mit  ungeradem  Index  da- 
gegen negativ.  Ebenso  erkennt  man  leicht  aus  dem  Ausdruck 
der  Wurzeln,  dass  die  erste  Wurzel  jeder  Form  positiv  oder 
negativ  ist,  je  nachdem  die  Form  einen  geraden  oder  ungeraden 
Index  hat.  Mit  den  zweiten  Wurzeln  verhält  es  sich  um- 
gekehrt. 

Sind  nun  a^,  oj,,  m^,  ...  gleichnamige  (etwa  erste)  Wur- 
zeln der  Formen  /^,  f\,  /!,,  ...,  so  ist  nach  dem  Zusatz  zum 
Lehrsatz  I  des  vorigen  Paragraphen 
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G)q  =  —  hl ,       «1  =  —  h,  — 

»2  —  —    '3  —  —  , 

Multipliciren   wir  jetzt  die   zweite,   vierte,  u.  s.  w.  dieser 
Gleichungen  mit  —  1,  so  erhalten  wir  das  System 

»0  =  —  /i,  -\ ,     —  «1  =  k^  -\ , 


Da  hl,  7*3,  .  .  .  negativ  sind,  so  sind  —  /i,,  —  7*3,  .  . .  positive 
Zahlen.  Wir  wollen  für  diese  positiven  Zahlen  der  Kürze 
halber  einfach  hi,  h^,  .  .  .  schreiben.  Dann  sehen  wii-  Fol- 
gendes: Die  erste  Wurzel  a^  der  Ausgangsform  ist  gleich  dem 
unendlichen  Kettenbruch,  dessen  unvollständige  Quotienten  die 
absoluten  Werthe  der  oben  definirten  Grössen  h  sind.  Da 
letztere  eine  rein  periodische  Reihe  bilden,  so  ist  auch  der 
Kettenbruch  rein  periodisch. 

Beispiele.     I.    Die  Determinante  29  hat  2  Perioden  redu- 
cirter  Formen: 
1.  Periode. 
(5,  2,-5),     (-  5,  3,  4),     (4,  5,  -  1),     (-  1,  5,  4), 
(4,3,-5),     (-5,2,5),     (5,3,-4),     (-4,5,1), 
(1,5,  -4),     (-4,  3,  5). 
Die  erste  Wurzel  der  Gleichuno- 


ist 


5  +  4«  — 5co2  =  0 

2  4-  ]/29 


Da  nun 

hi  =  —\,     h,  =  2,     7*3  =  —  10,     //,  =  2, 

h  =  —  -,   K  =  1 

ist,   so  ist  03  gleich    dem   rein    periodischen   Kettenbruch ,    für 

welchen 

1,  2,  10,  2,   1,  l,  2,  10,  2,  1 

die  Periode  der  unvollständigen  Quotienten  ist. 
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[Man  beachte  den  Umstand,  dass  diese  Periode  eine  Dop- 
pelperiode ist]. 

2.  Periode.     (2,  5,  —2),     (—2,  5,  2). 

Die  erste  Wurzel  der  Gleichung  2  -f-  lOw  —  2gj-  =  0  ist 


5  +  )/29 


2 


Nun  ist 
also 


5  +  ]/29_  1 


II.    Eine  Periode  von  91  ist 
(9,  1,  -  10),     (-  10,  9,  1),     (1,  9,  -  10),     (-  10,  1,  9), 
(9,  8,-3),     (-  3,  7,  14),     (14,  7,  -  3),     (-  3,  8,  9). 

Die  Gleichung  9  +  2«  —  10«^  =  0  hat  die  erste  Wur- 
zel — — ^^ — .     Für  diese  ergiebt  sich,  da 

\=  -  1,     A,  =  18,     h,  =  -  1,     /.,  =  1, 

A^  =  —  5 ,    \=    1 ,     //.  =  —  5 ,     /^s  =  1 

ist,  der  Kettenbruch,  welcher  zur  Periode  die  unvollständigen 
Quotienten  1,  18,  1,  1,  5,  1,  5,  1  hat. 

§  123.  Aequivalenz  der  Formen  einer  positiven 
nichtquadratischen  Determinante.  — 

Hilfssatz.  Finden  zwischen  zwei  Grössen  a,  w,  uud 
den  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  d,  deren  erste  nicht  Null 
ist,  die  Relationen 

a  =       ,  -  ,      ,     aö  —  ßy  =  1 
a  -f-  pwj  '  '   ' 

statt,    so   lässt   sich    immer  eine   Gleichung   der  Form 

r§  34.] 

CO  =^  (A,  ni,  .  .  .,  r,  (?,  tOj) 

bilden,  in  welcher  von  den  ganzen  Zahlen  X,m,  . .  .,r,  6 
nur  die  erste  und  die  letzte  Null  oder  negativ  sein 
können,  die  Zwischenglieder  aber,  wenn  sie  nicht 
ganz  fehlen,  positiv  und  in  gerader  Anzahl  vor- 
handen sind. 
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Beweis.  Wir  dürfen ,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Be- 
trachtung zu  beeinträchtigen,  a  als  positiv  voraussetzen;  denn 
wenn  a  negativ  wäre,  so  dürften  wir  jeder  der  4  Grössen  a, 
ß,  y,  d  das  entgegengesetzte  Zeichen  geben,  ohne  dass  dadurch 
die  Gleichungen,  die  unsere  Voraussetzung  bilden,  geändert 
würden. 

Ist  nun  «  =  1,  so  erhält  man  sofort  d  =  1  -\-  ßy,  also 
geht  die  Gleichung  für  o  über  in 


1  +  ßw,  l  +  |3a.,  r     i     ß^ 

Ist    dagegen   « >  1 ,    so    verwandle    man    den    rationalen 
Bruch  —  in  einen  Kettenbruch,  wobei  alle  Divisionsreste  posi- 
tiv gewählt  werden  mögen.     Wir  nehmen  an,   es   ergebe  sich 
-^  =  (/l,  m,  ...,  r); 

dann  sind  die  unvollständigen  Quotienten  m,  . .  .,  r  positiv. 
Nur  A  kann  auch  Null  oder  negativ  sein.  Ferner  lässt  es 
sich  so  einrichten,  dass  die  Anzahl  der  Grössen  m,  ,  .  .,  r  eine 
gerade    ist,     da    wir    im     entgegengesetzten    Falle    r    durch 

r  —  1  -|-  -~  ersetzen ,  die  Zahl  der  in  Rede  stehenden  Quo- 
tienten also  um  eine  Einheit  vermehren  könnten.  Es  sei  2h 
die  Anzahl  der  Grössen  m,  .  .  .,  r.  Ferner  nehmen  wir  an,  es 
seien  die  Näheruugsbrüche  gebildet,  die  sämmtlich  irreducibel, 
und  deren  Nenner  offenbar  positive  Zahlen  sein  werden.     Der 

letzte  Näherungsbruch  ist  —  selbst,   der  vorletzte  ^^^;    dann 

ist  bekanntlich 

y  N'2k  —  « Z-ik  =  —  1  • 
Es  ist  aber  auch 

yß  —  ad  =  —  1  , 
also 

yiN2k-ß)  =  cc(Z,k-d). 

Da  y  und  a.  prim  zu  einander  sind ,  so  muss  y  in  Z-ik  —  d 
und  a  ebenso  oft  in  N-^k  —  ß  aufgehen.     Es  sei 

^2k-^  =  ^[l^J  =  _0 

so  ist  d  =  y(j  -\-  Z^kf     ß  =  aö  -{-  N-^k- 
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Folglich  scbliesst  sich  der  Bruch  -r  der  Reihe  der  Näherungs- 
brüche direkt  an,  wenn  der  Reihe  der  unvollständigen  Quo- 
tienten der  neue  Quotient  a  zugefügt  wird,  oder  es  ist 


J  =  i^>  "'^ 


.r,  6). 

Fügt  man  endlich  als  letzten  Quotienten  die  Grösse  co,  an,  so 
erhält  man,  wie  aus  der  Zusammenstellung 


l 

m 

n 

1 

l 

ml  +  1 

0 

1 

m 

03, 


N. 


S    \  8(0^  -\-  y 


und   da 


sofort   erhellt,    als    letzten    Näherungsbruch 
diese  Grösse  =  co  ist,  so  ist  in  der  That 

CO  =  (A,  m,  .  .  .,  r,  ö,  w,)  • 

Aufgabe.  Man  hat  eine  irrationale  Grösse  a  in  einen 
Kettenbruch 

CO  =  («,  ß,  .  .  .,  ^,  V,  p,  q,  r,  .  .  .,  u,  v,  .  .  .) 
entwickelt,  in  welchem  die  Glieder  erst  von  j)  incl.  an  posi- 
tive ganze  Zahlen  sind,  während  einige  der  vorhergehenden 
unvollständigen  Quotienten  den  W.erth  Null  haben  oder  negativ 
sind.  Man  soll  den  Kettenbruch  in  einen  andern  verwandeln, 
welcher  nur  positive  Glieder  enthält. 

Lösung.  Wir  werden  sehen,  dass  sich  die  Aufgabe  durch 
eine  Reihe  von  Umformungen  des  Kettenbruchs  lösen  lässt, 
bei  welchen  die  Glieder,  die  auf  ein  hinlänglich  weit  ent- 
ferntes Glied  it  folgen,  unberührt  bleiben,  während  sich  die 
Anzahl  der  von  den  Umformungen  betroffenen  Glieder  um 
eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ändert,  je  nachdem  a  positiv 
oder  negativ  ist. 

Dies  zu  zeigen,  nehmen  wir  an,  v  sei  der  letzte  unvoll- 
ständige Quotient,  der  nicht  positiv  ist.  Zugleich  setzen  wir 
aber  zunächst  voraus,  dass  v  nicht  der  erste  unvollständige 
Quotient  überhaupt  sei.  Dann  sind  folgende  Fälle  zu  unter- 
scheiden : 

1.  Fall.  Es  sei  v  =  0.  Dann  ist  der  in  Rede  stehende 
Thcil  des  Kettenbruchs 
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+ 


^  +  -^-q:  i =  (fi  +  p)  + 

p  +  • 


es  ist  also  an  die  Stelle  der  drei  Glieder  fi,  v  =  0,  2^  das  eine 
Glied  ^  -\-  p  getreten^  d.  li.  die  Anzahl  der  Glieder  hat  sich 
um  eine  gerade  Zahl  verändert,  während  die  in  dem  Vor- 
handensein negativer  oder  verschwindender  unvollständiger 
Quotienten  bestehende  Unregelmässigkeit  um  wenigstens  eine 
Stelle  nach  links  gedrängt  ist. 

2.  Fall.     Es   sei  v   eine  negative   Zahl  —  n  und  m  >  1. 
Dann  liefert  die  Identität 


»  +  ^  =  (i'-i)  +  4+ 1 


zunächst 


{/  +  -- — r  =  ^  +  n^^n  =  (^  - 1)  +  T+ 


(/,-i)-.i 


Wenden  wir  dies  auf  den  in  Rede  stehenden  Theil  des  Ketten- 
bruchs an,  so  erhalten  wir 

^  H ^—Y  =  (f^  -  1)  +  T+         ^ 


^  p  "> 

darin  bezeichnet  p'  den  mit  j)  beginnenden  Theil  des  Ketten- 
bruchs. Weiter  liefert  dieselbe  Identität,  wenn  der  mit  q  be- 
ginnende Theil  des  Kettenbruchs  mit  q'  bezeichnet  wird, 

^  ^        p  ' 

d.  i. 

(n-l)+    -^^— ^  =  (n-2)  + 

es  ist  also 

1 

u.  -4- 

P  + 


-l^-^v]  ^+^--^^ 


(P-i)  +  ^; 


/^  +  ^~:j:  ±__  1  =  (fi  —  1,  1,  n  —  2,  1,  i)  —  1 ,  q') 


g. 

An  die  Stelle  der  drei  geänderten  unvollständigen  Quotienten 
[i,  V,  p  sind  also  die  fünf  ^  —  1,  1,  n  —  2,  1,  jd  —  1  ge- 
treten, von  denen  höchstens  der  erste,  d.  i.  ;i  —  1,  negativ 
ist.     Jede   der  Grössen  n  —  2,  2^  —  1   kann   gleich  Null  sein, 
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aber  diese  Unregelmässigkeit  lässt  sich  auf  die  im  1.  Fall  an- 
gegebene Weise  beseitigen.  Jedenfalls  ist  die  Unregelmässig- 
keit im  Kettenbruch  eine  Stelle  links  geschoben,  und  dabei 
hat  sich  die  Anzahl  der  unvollständigen  Quotienten  um  eine 
gerade  Zahl  geändert. 

3.  Fall.     Es  sei  V  =  —  1  und  zugleich  ^)  >  1. 

Dann  ist 


f  +  -i  +  -^  1    =((«-2)  +  ^-^. 


Wenn  hierin  ]}  —  2  =  0  sein  sollte,  so  würde  das  im  1.  Fall 
dargelegte  Verfahren  diese  Unregelmässigkeit  leicht  beseitigen, 
und  da  hierbei  die  Anzahl  der  unvollständigen  Quotienten  sich 
um  eine  gerade  Zahl  ändern  würde,  während  die  Beseitigung 
des  negativen  Gliedes  v  =  —  1  in  diesem  Falle  jene  Anzahl 
überhaupt  unverändert  lässt  (die  drei  Glieder  ^,  —  1,  p  wer- 
den durch  ft  —  2,  \,  p  —  2  ersetzt),  so  kann  auch  hier  jene 
Anzahl  sich  nur  um  eine  gerade  Zahl  ändern. 

4.  Fall.  Es  sei  v= — 1  und  zugleich  p  =  \.  Dann 
besteht  die  Identität 

also  erhalten  wir  für  den  in  Rede  stehenden  Theil  des  Ket- 
tenbruehs 

oder  nach  der  im  2.  Falle  benutzten  Identität 

Sollte  r —  1=0  sein,  so  würden  wir  wie  im  1.  Falle 
verfahren.  Da  die  fünf  unvollständigen  Quotienten  /it,  —  1, 
\,  q,  r  durch  die  drei  ft  —  2  —  q,  1,  r  —  1  ersetzt  sind,  so 
hat  sich  die  Anzahl  derselben  um  eine  gerade  Zahl   geändert. 

In  allen  Fällen  haben  wir  also  die  Unregelmässigkeit  im 
Kettenbruch   um   wenigstens   eine  Stelle  nach   links   gedrängt, 


Quadratische  Formen  mit  positiver  nichtquadrat.  Determinante.     335 


und  dabei  hat  sich  die  Anzahl  der  Glieder  um  eine  gerade 
Zahl  geändert. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  können 
wir  bewirken,  dass  alle  unvollständigen  Quotienten  des  Ketten- 
bruchs, mit  Ausnahme  des  ersten,  ganze  positive  Zahlen  sind; 
dabei  sind  die  Glieder  von  einer  bestimmten  in  endlicher 
Entfernung  liegenden  Stelle  an  unverändert  geblieben,  und  die 
Anzahl  der  veränderten  Glieder  hat  um  eine  gerade  Zahl  zu- 
oder  abgenommen. 

Ist  nun  zugleich  das  erste  Glied  a  nicht  negativ,  so  ist 
das  Verfahren  geschlossen  und  der  Satz,  wie  wir  ihn  oben 
formulirt  hatten,  bewiesen.  Hat  dagegen  das  erste  Glied  den 
negativen  Werth  —  «,  so  ist,  wenn  /3  >  1  ist. 


-«  + 


^7  = 


«  + 


(|3-l)  +  y^ 


und  wenn  ß  =  1  ist,  so  erhält  man 


'  +  -)■ 


ay8'  -j-  ad'  —  yd'  -\-  cc  —  1 
yd'  +  (J'  -f  1 


Bei  dieser  letzten  Operation  sind  also,  wenn  /3  >  1  ist,  die 
beiden  Glieder  —  a,  /3,  durch  die  drei  a  —  1,  1,  ß  —  1,  und 
wenn  ß  =  1  ist,  die  drei  Glieder  —  a,  1,  y  durch  die  beiden 
a  —  1 ,  y  +  1  ersetzt.  Somit  ist,  wenn  der  Kettenbruch  einen 
negativen  Werth  hat,  die  Anzahl  der  geänderten  Glieder  um 
eine  ungerade  Zahl  vermehrt  oder  vermindert  worden. 

Diese  Betrachtungen  werden  uns  einen  einfachen  Beweis 
des  folgenden  wichtigen  Satzes  liefern: 

Lehrsatz.  Wenn  zwei  reducirte  Formen  einer  posi- 
tiven nichtquadratischen  Determinante  eigentlich 
äquivalent  sind,  so  ist  die  eine  ein  Glied  der  Periode 
der  andern. 

Beweis.     Wir  können  uns  für  jede  der  beiden  vorgelegten 
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Formen  die  Periode  gebildet  denken.  Da  nun  alle  Formen 
einer  Periode  unter  einander  äquivalent  sind,  so  werden  die 
vorgelegten  Formen  hinsichtlicli  der  Aequivaleuz  sich  ganz  so 
verhalten,  wie  eine  beliebige  Form  der  ersten  und  eine  be- 
liebige Form  der  zweiten  Periode.  Wir  wählen  nun  zum  Ver- 
gleich aus  jeder  Periode  eine  Form,  deren  erster  Coefficient 
positiv  ist-,  dann  wird  auch  die  erste  Wurzel  jeder  dieser  bei- 
den Formen  positiv  sein.  Die  aus  der  ersten  Periode  genom- 
mene Form  sei  q)^  =  {a,  h,  c),  die  zugehörige  erste  Wurzel  co^; 
aus  der  zweiten  Periode  sei  ^q  =  {Ä,  B,  C)  mit  der  ersten 
Wurzel  SIq  genommen. 

Wie  wir  gesehen  haben,  lässt  sich  dann  sowohl  Wf,,  als 
auch  SIq  durch  einen  periodischen  Kettenbruch  ausdrücken, 
dessen   unvollständige  Quotienten   ganze  positive  Zahlen  sind. 

Es  sei 

*^0  =  (^''0  7     '""l  7     ^'2P     •  •  ■)  } 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  beide  Formen  seien  eigentlich  äqui- 
valent, und  die  erste  gehe  in  die  zweite  durch  die  Sub- 
stitution 

x  =  aX-i-  ßY 

y  =  yX~\r   ÖY 

über,  wo  ad  —  ßy  =  -\-  1  ist,  so  besteht  nach  §  121  zwischen 
cOq  und  Üq  die  Beziehung 

Nun  muss  a  von  Null  verschieden  sein.  Wäre  nämlich 
a  =  0,  so  würde  y  ==  +  1  sein,  und  die  bekannte  Transfor- 
mationsgleichung 

Ä  =  acc  -f-  ^hay  -f-  cj^" 

würde  A  =  c  liefern,  was  unmöglich  ist,  da  nach  unserer  Vor- 
aussetzung A  eine  positive,  c  eine  negative  Zahl  ist. 

Wenn  aber  a  von  Null  verschieden  ist,  so  liefert  der 
übi<ie  Hilfssatz  uns  eine  Gleichung  von  der  Form 

«0  =  (^;  »«»  •  •  •'   '"^   <^'   "^^o) 

=  (A,  m,  .  .-.,  r,  6,  K^,  7v,,  .  .  .,  7v,,,   .  .  .), 

wo  die  Zahl  der  Glieder  A,  >«,  .  .  .,  r,  a  eine  gerade  ist.    Diese 
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Zahl  sei  2g.  Werden  aus  dem  Kettenbruch  die  Glieder,  welche 
Null  oder  negativ  sind,  entfernt,  so  bleiben  die  Glieder  von 
einer  bestimmten  Stelle  an  unverändert.  Das  erste  Glied, 
welches  unberührt  bleibt,  sei  Kr.  Die  Anzahl  der  vorher- 
gehenden Glieder  ändert  sich,  da  Oq  positiv  ist,  um  eine  ge- 
rade Zahl  2h,  und  zwar  ist  h  positiv,  Null  oder  negativ,  je 
nachdem  die  Anzahl  dieser  Glieder  zunimmt,  unverändert  bleibt 
oder  abnimmt.  Nach  der  Umformung  muss  der  Kettenbruch, 
da  ü,,  sich  nur  auf  eine  Weise  in  einen  Kettenbruch  mit  po- 
sitiven Gliedern  verwandehi  lässt,  mit  dem  oben  für  w^,  ge- 
gebenen zusammenfallen.  Es  ist  daher,  wenn  der  Index  v 
eine  gewisse  Grenze  überschreitet, 

K,    =  Jc2y-{-2h  +  r, 

d.  h.  die  Zahlen 

Kr  ,    A  ,_)_i  ,    Ky^2  ;    •  •  •  ;    -57,,+;.  ,    .  .  . 

sind  beziehungsweise  mit 

identisch.  Ist  nun  v  -\-  X  ein  Vielfaches  der  Anzahl  der 
Formen,  welche  die  Periode  von  Oq  enthält,  also  eine  gerade 
Zahl,  so  ist  auch  2g  -\-  21i  -\-  v  -\-  X  eine  gerade  Zahl,  welche, 
durch  die  Anzahl  der  Formen  der  Periode  von  (p^  dividirt, 
den  Rest  2  m  geben  möge.     Es  sind  dann  die  Zahlen 

Kr-\-).  ,    Kr+X+1  ,    Kr-{.?.-[-->  ,    .  .  • 

oder,  was  dasselbe  ist, 

K,,K,,K,,... 

mit  den  Zahlen  kom,  hm+i,  J^2m+2,  •  •  •  identisch,   d,  h.  es  ist 

SIq  ==  {ihm,    ^2111  +  1)    '  ■  ■)  =^  «L'm, 

und  da  aus  der  Identität  der  Wurzeln  SIq,  «2«,  sich  die  Iden- 
tität der  Formen  0^,  (p^m  ergiebt,  so  haben  wir  bewiesen, 
dass  die  Form  ^q  ein  Glied  der  Periode  von  (p^  ist. 

Formen  verschiedener  Perioden  können  also  nicht 
äquivalent  sein. 

Anmerkung.  Nach  §  99  ist  eine  Form  ihrem  Gefährten 
uneigentlich  äquivalent.  Wenn  daher  f  und  F  zwei  uneigent- 
lich äquivalente  reducirte  Formen  sind  und  G  der  Gefährte 
von  F  ist,   so  sind  f  und  G  eigentlich  äquivalent;   also  muss 

Wert  heim,  Zablentbcorie.  22 


338  Zehntes  Kapitel. 

sich  G  in  der  Periode  von  f  vorfinden.  Sind  nun  f  und  F 
auf  beide  Arten  äquivalent,  so  ist  sowohl  F,  als  auch  G  in 
der  Periode  von  /"enthalten;  diese  Periode  ist  also  ihr  eigener 
Gefährte  und  enthält  zwei  ambige  Formen. 

Aufgabe.  Es  sind  zwei  beliebige  Formen  ^,  qp  einer 
positiven  nichtquadra tischen  Determinante  Z)  gegeben. 
Man  soll  untersuchen,  ob  und  in  welcher  Art  die- 
selben äquivalent  seien. 

Lösung.  Man  ermittle  eine  reducirte  Form  F,  welche 
eigentlich  äquivalent  O  ist,  und  ebenso  eine  reducirte  Form  f, 
die  (p  äquivalent  ist.  Dann  werden  ^,  g)  zu  einander  die- 
selbe Beziehung  haben,  wie  F  und  f.  Um  diese  letztere  zu 
finden,  bestimmen  wir  die  Periode  von  f.  Befindet  sich  in 
dieser  Periode  die  Form  F,  aber  nicht  auch  ihr  Gefährte,  so 
findet  nur  eigentliche  Aequivalenz  statt.  Enthält  die  Periode 
von  f  nur  den  Gefährten  von  F  (nicht  F  selbst),  so  findet 
nur  uneigentliche  Aequivalenz  statt.  Die  Formen  F,  f  und 
daher  auch  ^,  (p  sind  auf  beide  Arten  äquivalent,  wenn  die 
Form  F  und  zugleich  ihr  Gefährte  der  Periode  von  f  ange- 
hören. Endlich  sind  die  Formen  nicht  äquivalent,  wenn  weder 
die  Form  F,  noch  ihr  Gefährte  in  der  Periode  von  f  vor- 
handen ist. 

Beispiele.  I.  D  =  99.  Zu  prüfende  Formen:  (5,  13,  14), 
(209,  473,  1070). 

Ermittlung  einer  reducirten  Form  für  jede  derselben: 

(5,  13,  14),  (14,  1,  -1),  (-7,  6,9). 
(209,  473,  1070),  (1070,  -473,  209),  (209,  —154,  113), 
(113,  -  72,  45),  (45,  -  18,  5),  (5,  8,-7). 
Periode  der  ersteren  reducirten  Form: 
(-  7,  6,  9),  (9,  3,  -  10),  (-  10,  7,  5),  (5,  8,  -  7). 
Resultat:     Die  Formen  sind  eigentlich  äquivalent. 
IL     D  ==  34.     Zu  prüfende  Formen: 

(-  75,  53,  —37),  (214,  240,  269). 

Ermittlung  einer  reducirten  Form  für  jede  derselben: 

(_  75,  53,  -  37),  (-  37,  -  16,  -  6),  (-  6,  4,  3),  (3,  5,  -  3). 

(214,  240,  269),  (269,  29,  3),  (3,  4,-6). 
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Periode  der  ersteren  reducirten  Form: 

(3,  5,  -3),  (-  3,  4,  6),  (6,  2,  -  5),  (-  5,  3,  5), 
(5,2,  -6),  (-6,  4,  3). 
Resultat:     Die  Formen  sind  uneigentlieh  äquivalent. 

III.  Z)=15.  Zu  prüfende  Formen:  (10,  15,  2n  und 
(—  179,-391,  —854). 

(10,  15,  21),  (21,  -  15,  10),  (10,  -  5,  1),  (1,  3,  -  G) . 

(-  179,  —  391,  -  854),  (-  854,  -  463,  -  251), 

(-  251,  -  39,  -  6),  (-  G,  3,  1),  (1,  3,  -  G). 

Die  Formen  sind  auf  beide  Arten  äquivalent. 

IV.  D  =  102.  Zu  prüfende  Formen:  (11,  17,  17), 
(79,24,6). 

(11,  17,  17),  (17,0,  -G),  (-G,  G,  11). 

(79,24,6),  (6,  6,-11). 

Periode  der  ersteren  reducirten  Form: 

(-  6,  6,  11),  (11,  5,-7),  (-  7,  9,  3),  (3,  9,-7), 

(-7,  5,  11),  (11,  6,  -6). 

Resultat:     Die  Formen  sind  nicht  äquivalent. 

§  124.  Transformation  einer  Form  einer  posi- 
tiven nichtquadratischen  Determinante  in  eine  äqui- 
valente Form.  —  Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  die 
Frage  der  Aequivalenz  zweier  beliebigen  Formen  einer  posi- 
tiven nichtquadratischen  Determinante  D  zum  Abschluss  ge- 
bracht. Auch  haben  wir  in  §  120  eine  reducirte  Form  in 
eine  andere  Form  derselben  Periode  transformirt.  Es  liest 
uns  jetzt  ob,  eine  beliebige  Form  von  D  in  eine  beliebige 
äquivalente  Form  zu  transformiren. 

Es  sei  also  O^  eine  beliebige  Form  der  Determinante 
D  und 

(1)  ^0,     ^1.     ^2,    ..-,     ^n 

die  Reihe   der  äquivalenten   Formen,    deren  letztes   Glied    0„ 
reducirt  ist.     Ferner  sei  (p^  eine  O^  äquivalente  Form  und 

(2)  ^0,  ^i,  ^i,  ••■,  ^v 

die  Reihe    der    äquivalenten    Formen,    deren    letztes   Glied   (py 

22* 
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ebenfalls  reducirt  ist.  Wir  bilden  jetzt  die  Periode  der 
Form  (py  =  /J, 

(3)  /o,  fi,  f.,,  .  .  . ,  /2/H— 1  • 

Da  0y  und  9^  eigentlich  äquivalent  sind,  so  muss  sich  ^„ 
in  dieser  Periode  vorfinden.  Angenommen,  es  sei  0„  =  /i, 
so   lässt    sich  die   Periode  von  /"f,   folgendermassen  schreiben; 

Wenn  wir  nun  die  Formen,  welche  den  Gefährten  von  ^q, 
^1,  ...  entgegengesetzt  sind,  beziehungsweise  mit  W^,  *F^ ,  .  .  . 
bezeichnen,  so  ist 

(4)  ^'o?  ^v  ^27  ■",  (py-h  U  fv  ■';  fk-h  ^n-h  ^l^n-2,  .••,  '*"o;  ^0 
eine  Reihe  von  Formen,  von  denen  jede  der  folgenden  nach 
links  benachbart  ist,  und  wir  können  somit  auf  die  in  §  110 
dargelegte  Weise  eine  eigentliche  Transformation  der  ersten 
in  die  letzte  ermitteln. 

Dass  jede  Form  wirklich  der  folgenden  nach  links  be- 
nachbart sei,  bedarf  nur  für  die  beiden  Formen  /!_ 1,  ^P'n—i 
eines  Beweises. 

Es  sei  /),_!  =  (a,  h,  —  a^).  Da  nun  auf  /l_i  in  der  Pe- 
riode von  /j),  wie  wir  voraussetzen,  0„  folgt,  so  wird 

^n  =  ( —  «1 ,  /t  «1  —  h ,  a.,) , 
also 

0„_i  =  («3 ,  &  +  Ic'üi ,  —  «i) 

gesetzt  werden  können.     Es  ist  somit 

^„-1  =  (—  «^ ,  —h—  Jc'a^ ,  rtg), 

und  diese  Form  ist  offenbar  («,  h,  —  a^)  nach  rechts  be- 
nachbart. 

Beispiel.  I.  Die  Form  (5,  13,  14)  in  die  äquivalente 
Form   (209,   473,   1070)    zu  transformiren. 

Die  Reihen  (1),  (2),  (3)  sind  oben  angegeben.* 

Die  Reihe  (4)  lautet 

(5,  13,  14),  (14,  1,  -  7),  (-  7,  6,  9),  (9,  3,  -  10), 

(-  10,  7,  5),  (5,  18,  45),  (45,  72,  113),  (113,  154,  200), 

(209,  473,  1070;. 
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Es  ist  also 


h,  =  1 

h,=  -  1 

h,=  l 

A4  =  —  1 

0 

h-2 

0 

-  1 

1 

2 

-3 

—  17 

1 

1 

_  2 

—  3 

5 

28 

h,  =  2    /ig  =  3 

—  31       —45 

—  104 

51              74 

171 

und  die  gesuchte  Substitution  ist 

X  =  —  45a;'  —  104y' 
y  =        74a;'  -L  171^'. 

Wenn  die  Formen  9?,,  und  ^^  uneigentlicli  äquivalent  sind, 
so  ist  9)0  der  ^^  entgegengesetzten  Form  eigentlich  äquivalent, 
kann  also  in  diese  durch  eine  eigentliche  Substitution 

transformirt  werden.    Dann  wird  aber  cp^  in  ^^  selbst  offenbar 
durch  die  uneigentliche  Substitution 

X  =  ax,  —  ßyi 


'1 


y  =  yx,  —  dy^ 

transformirt. 

Wenn  somit  ^p^,  0^^  auf  beide  Arten  äquivalent  sind,  so 
lassen  sich  nach  dem  Vorhergehenden  zwei  Transformationen 
der  einen  in  die  andere,  eine  eigentliche  und  eine  uneigent- 
liche, ermitteln. 

Beispiel  IL     Die  Form  (10,  15,  21)  soll  in 
(-  179,  -391,,  —854) 
transformirt   werden;  beide  Formen   sind,   wie   sich   oben   ge- 
zeigt hat,  auf  beide  Arten  äquivalent. 

1.    Ermittlung    der    eigentlichen    Transformation. 
Die    Reihen    (1),    (2),    (3)    sind    oben    angegeben.     Reihe    (4) 
lautet 
(10,  15,  21),  (21,  -  15,  10),  (10,  -  5,  1),  (1,  -3,-6), 
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(-  6,  30,  —  251),  (—251,  4G3,  -  854),  (-  845,  301,  -  ITOj, 
(-  170,  -  391,  —  854). 
Es  ist  also 


/i,  =0 

Ä,  =  -  2 

h,  =  -  8 

Ä4  =  -  6 

K  =  -  2 

0 

-1 

2 

-  15 

88 

—  1 


47 


h  =  - 1 

/.,=0 

-  161 

73 

161 

86 

-39 

-  86 

und  (  X  =       73a;i  +  IGly, 

ly  =  -39a:,  -    8Gy, 
die  gesuchte  Transformation. 

2.  Ermittlung  der  tineigentliclieii  Trausformatiou. 
Die  der  Form  (—  179,  —  391,  —  854)  entgegeugesetzte  Form 
liefert  als  Reihe  (1) 

(—  179,  301,  -  854),  (-  854,  -  301,  -  170), 

(_  170,  -  146,  -  HO),  (-  110,  -  02,  -  71), 

(_  71,  -  50,  -  35),  (-  35,  -  20,  -  11),  (-  11,  -  2,  1), 

(1,3,-6). 
Die  Reihe  (4)  lautet  also 
(10,  15,  21),  (21,  -  15,  10),  (10,  -5,  1),  (1,  2,  -  11), 
(-  11,  20,  -  35),   (-  35,  50,  -  71),   (-  71,  02,  -  110), 

(—110,  146,  —  170),  (—  170,  301,  —  854). 
und  man  erhält 


\  =  0 

h,  =  -2    h,  =  -'d 

h,  =  -  2 

/'o  =  -  2 

0 

-  1        2 

—  5 

8 

1 

0      —  1 

3 

-5 

A«  =  -  2 

7^7  =  —  2 

A3  =  -  3 

-  11 

14 

-  17 

37 

7 

-  9 

11 

—  24 
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(10,   15,  21)    geht  also  über  in  (—  179,  391,  —854)  durcli 
die  eigentliche  Substitution 

x==  —  llXi-\-^l7ji,  y  =  llx,  —  24iji 
und  daher  in  ( —  179,  —  391,  —  854)  durch  die  uueigentliche 
Substitution 

x  =  —  llXi^  —  37?/^ 

,7/ =  +  11:^1  +  241/1. 

§  125.  Auflösung  der  Gleichung  t^  —  Du^  =  m\ 
wo  J)  die  Determinante  der  Form  {M,  N,  P)  und  m 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen 
31,  2N,  P  ist.  —  Wir  haben  uns  jetzt,  nachdem  wir  eine 
Transformation  von  q)^  in  0q  ermittelt  haben,  mit  der  Auf- 
lösung der  Pell'schen  Gleichung  zu  beschäftigen,  um  mittels 
der  Lösungen  derselben  alle  übrigen  Transformationen  zu  be- 
stimmen. Von  der  auf  der  Hand  liegenden  Lösung  ^  ==  +  nt, 
«  ==  0  abstrahirend,  suchen  wir  zunächst  die  kleinsten  posi- 
tiven Zahlen,  welche  der  Gleichung  genügen,  und  aus  der  so 
gefundenen  Lösung  leiten  wir  sodann  die  übrigen  Lösungen  her. 

1.  Kleinste  positive  Lösung  der  PelTsclien  Glei- 
chung. —  Wir  nehmen  eine  (ilf,  N,  P)  äquivalente  redu- 
cirte  Form  /J,  =  (a,  &,  —  aj,  in  welcher  a  positiv  ist,  so  dass 
auch  die  erste  Wurzel  coq  einen  positiven  Werth  hat.  Nach 
§  99  wird  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  a,  2h,  a^ 
gleichfalls  m  sein.  Wir  bilden  jetzt  die  Periode  von  /'q,  die 
aus  2g  Gliedern  bestehen  möge,  und  berechnen  nach  §  120 
die  Grössen  /?,,  h.,,  h^,  .  .  .,  7*2^-     Dann  ist  nach  §  122 


=  Qh,  K  K 


i'igni 


.), 


WO  jede  Zahl  h  positiv  zu  nehmen  und  m  irgend   eine  ganze 
positive  Zahl  ist. 

Bilden  wir  nun  die  Näherunssbrüche  dieses  Kettenbruchs 


und  nennen  den  7*2^«  entsprechenden      , 
erhalten  wir  das  Schema: 


den  folgenden  -^  ,  so 


h 

7*2 

h. 

h2un 

«0 

1 

0 

1 

y 

et 

8 

y  +  döJo 
«  +  (3<»o 
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Danach  ist  der  Werth  des  s^auzeu  Kettenbruchs  cj,,  ==  ^  r^"". 
und  da  ausserdem  -  ein  Näherungsbruch  gerader  Ordnung, 
also  ad  — ßy  =^  -\-  1    ist,  so  ist  nach  §  121,  Lehrsat/,  II 

eine  Substitution,  welche  f^  in  sich  selbst  transformirt. 

Setzen  wir  daher  für  n  der  Reihe  nach  die  Werthe 
1,  2,  3,  .  .  .,  so  entsiDricht  jedem  derselben  eine  Transforma- 
tion von  /),  in  sich  selbst.  Die  vier  Zahlen  a,  /3,  y,  8  sind 
immer  positiv,  und  da  bei  wachsendem  n  auch  die  Näherungs- 
brüche des  Kettenbruchs  wachsen,  so  liefern  zwei  verschiedene 
Werthe  von  n  auch  zwei  verschiedene  Substitutionen, 

Umgekehrt  lässt  sich  auch  zeigen,  dass  auf  die  dargelegte 
Weise  jede  Transformation  von  f^  in  sich  selbst  erhalten  wird, 
deren  Coefficienten  «,  ß,  y,  d  positive  Zahlen  sind.  Ist 
nämlich 

X  =  aXi  -i-  ßy, ,  y  =  yx,-\-  Öy, 

eine  Substitution,  welche  f^  in  sich  selbst  transformirt,  so  be- 
stehen nach  §  121,  Lehrsatz  I  die  beiden  Gleichungen 

u8  —  ßy  :^  l     und     w  =    "T  ,3    » 

in   welcher  letzteren  a  sowohl  die  erste,   als  auch  die  zweite 

Wurzel  von  /J,  sein  kann.     Wird  die  letzte  Gleichung  auf  die 

Form 

/3(o-  -|-  (a  —  6)  (o  —  y  =  0 

gebracht,  so  wird  die  linke  Seite,  da  die  eine  Wurzel  nach 
§  121  zwischen  -f-  1  und  +  oo,  die  andere  zwischen  0  und  —  1 
liegt,  für  M  =  -f-  1  negativ,  für  co  =  —  1  positiv  sein.  Es 
ist  also 

ß^  a  —  ö  —  y<0,  ß  -  a-\-  d  -  y>0, 
d.  h. 

ß^  d  -(y  —  a)<0,  d-y-(a-ß)>0, 
oder 

y  —  «  >  /3  —  d     und     d  —  y  >  a  —  ß . 

Hieraus    ergiebt    sicli    erstens,    dass    d>y    ist.      Wäre 
nämlich  d<iy,   so  würde,    weil  ad  ^^  ßy  -\-  1,   also  ad  ^  ßy 
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ist,  ß  >  /3,  also  a  —  /3  >  0  uud  um  so  mehr  d  —  y  ^  0,  d.  h. 
d  >  y  sein  müssen. 

Zweitens  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  y>a  ist. 
Wäre  nämlich  «  >  j'  und  zugleich  d  >  ^,  so  könnte  die 
Gleichung  aÖ  —  ßy  ==  1  nicht  statthaben;  wenn  wir  nämlich 
a  =  y  -{-  r,  d  =  ß  -{-  r'  annehmen,  wo  also  jede  der  Grössen 
a,  ß,  y,  d,  Vj  r'  mindestens  gleich  1  ist,  so  wird 
aÖ  =  /37  +  /3r  +  y/  -\- rr', 

d.  h.  ad  um  mindestens  drei  Einheiten  grösser  als  ßy  sein. 
Die  Annahme  «  >  y  und   zugleich  d  >  /3  ist  also  unstatthaft. 

Wäre  nun  ß  >  y  und  zugleich  d  ^  ß,  so  wäre  ß  —  <5'  >  0, 
also  würde  die  erste  unserer  beiden  Ungleichungen  y  >  « 
liefern.  Es  kann  also  überhaupt  nicht  a  >  y  sein,  und  somit 
ist  y  ^c(,  d  >  y. 

Dies  vorausgesetzt,  lehrt  der  Hilfssatz  des  §  123,  dass 
sich  CO  in  den  Kettenbruch 

(O  =  (A,    |tt,    .  .  .,    Q,    (?,    (o) 

entwickeln  lässt,  wo  die  Grössen  A,  fi,  .  .  .,  q,  6  in  gerader 
Anzahl  vorhanden  und  jedenfalls  ft,  .  .  .,  q  positiv  sind.  Wir 
wollen  nun  zeigen,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
auch  X  und  6  positive  Zahlen  sind. 

Ist  a  =  1,  so  geht  dies  sofort  aus  den  in  §  123  ge- 
machten Voraussetzungen  hervor,  da  dann  l  =  y  und  6  =  ß 
ist,  während  die  Zwischenglieder  fehlen. 

Ist   ferner   «>!,   so  leuchtet  ein,   dass  jedenfalls   A  als 

die    grösste    in   —   enthaltene   ganze   Zahl    positiv    sein   muss. 

Wir  haben  also  nur  zu  zeigen,  dass  auch  o  positiv  sein  wird. 
Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  die  unvollständigen  Quotienten 
uud  die  zugehörigen  Näheruugswerthe  des  für  «  erhaltenen 
Kettenbruchs  ins  Ause  fassen: 


A 

^ 

V 

Q        ^ 

a 

1 

IT 

X 

1 

ftA  +  l 

^2k        y 

S 

ß 

a 

Da  A    positiv   ist,    so    sind    die   Zähler    aller   Näherungs- 
brüche   positiv  und   bilden,    wenigstens  bis   y,   eine   steigende 
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Reihe,  so  dass  y  >  Zik  ist.  Nun  ist  d  =  y6  -\-  Z.,^.  Wäre 
also  6  =  0,  so  müsste  d  =  zf2*,  also  Ö  <y  sein',  was  als  un- 
möglich nachgewiesen  ist. 

Wäre  ferner  6  negativ,  so  würde  auch  yö  negativ  sein, 
und  da  \y6]  >  Z2k  ist,  so  wäre  auch  d  der  Voraussetzung  zu- 
wider eine  negative  Zalil.     Der  Ketteubruch 

CJ    =    ß,     ^y     •    '    ■,     Q,     (J,     0}) 

hat  somit  nur  positive  Glieder,  und  die  A.nzahl  der  Grössen 
k,  ^,  . .  .,  Q,  6  ist,  wie  schon  bemerkt,  eine  gerade. 

Andererseits  erhält  man  für  die  Wurzel  a  den  rein  perio- 
dischen Kettenbruch  (mit  positiven  Gliedern) 

a  =  (Jl^,   /ij,    .  .  .,   Ihn,   cj), 

und  da  beide  Entwicklungen  identisch   sein  müssen,  so   wird 

die  Reihe  der  Zahlen 

X,  n,  ..  .,  Q,  a 

eine   oder   mehrere  Perioden   /«j,   ...,  hn   umfassen,    und   die 

Brüche  -  ,  -,    werden  zwei  auf  einander  folgende  Näherungs- 
a  '    p 

brüclie  sein,  welche  dem  Ende  einer  Periode  entsprechen.  Es 
ist  also  beAviesen,  dass  unser  Verfahren  auch  jede  Transfor- 
mation (von  /o  in  sich  selbst)  liefert,  deren  Coefficieiiten  «, 
ß,  y,  d  positiv  sind. 

Da  a,  ß,  y,  d  offenbar  wachsen,  wenn  man  von  dem 
Ende  der  einen  Periode  zu  dem  der  folgenden  geht,  so  werden 
die  kleinsten  positiven  Substitutionscoefficienten  dem  Ende  der 
ersten  Periode  entsprechen. 

Ebenso  überzeugt  mau  sich  leicht,  dass  die  kleinsten 
Werthe  von  a,  ß,  y,  d  aus  den  kleinsten  Werthen  von  t  und 
u  erhalten  werden.  Da  nämlich  /,',  =  {a,  h,  —  aj  in  sich 
selbst  transformirt  wird  durch  die  beiden  Substitutionen 

und 


[y  =  0-x^  +  l-y,  \u  =  yx^-}-  öy^, 

so  ist  nach  §  103 

t  —  bu     a "i "        '^ "     fi *  +_?!  f 

Daraus  folgt 
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und  da  die  rechte  Seite  positiv  ist,   so   müssen  a  und  d  das- 

2 1 

selbe  Zeichen  haben.     Nun  ist  aber  a  4-  (^  =  -^^ ,  also  haben 

«,  8  das  Zeichen  von  t.  Ebenso  geht  aus  den  Werthen  von 
ß,  y  hervor,  dass,  wenn  sie  nicht  beide  Null  sind,  was  it  =  0 
voraussetzt,  sie  dasselbe  Zeichen  wie  u  haben.  Die  oben  unter- 
suchten positiven  Substitutionscoefficienten  a,  /3,  y,  8  werden 
also  aus  positiven  Werthen  t,  u  erhalten,  und  da  ß,  y  mit  u 
wachsen,  so  entsprechen  die  kleinsten  Substitutionscoefficienten 
den  kleinsten  positiven  Werthen  von  t,  u.  Diese  letzteren, 
die  wir  mit  T,  U  bezeichnen  wollen,  werden,  sobald  cc,  ß, 
y,  d  durch  die  Kettenbruch-Entwicklung  ermittelt  sind,  mittels 

der  Formeln 

ni  (k  4-  S)m       jj (ß  —_a)m 

^  2  '      ^  2b 

gefunden. 

Beispiele.  I.  Für  die  Form  (20,  24,  24)  ist  D  =  96, 
m  ==  4.  Der  gegebenen  Form  äquivalent  ist  die  reducirte 
Form  (8,  8,  —  4)  mit  zweigliedriger  Periode.  Diese  in  sich 
selbst  zu  transformireu,  schreiben  wir 

(8,  8,  -4),  (-4,  8,  8),  1(8,  8,-4). 

Es  ist  also 

[ÄJ  =  4,  h,=2, 


4 

2 

1 

4 

9 

0 

1 

2 

T 


(1+9)4 
2 


«  =   1;    y  =4, 

ß==2,  d  =  i) 


20,   f/  =  ^-„-4^  =  2 


und  -  2  "    '   ^2-8 

die  kleinste  positive  Auflösung  der  Gleichung  t'  —  9Gu"  =  16. 
IL  Ausgangsform  (15,  12,  6),  I)  =  54,  m  =  3,  Gleichung 
t'^  —  d4:u'~  =  9. 

(6,  6,  -3),  (-3,  6,  6),  1(6,  6,  -3). 


[K]  =  4 

K  =  2 

a  =  1  ,  y  =  4 

1 

rp           (1  + 

4 

1 

9)3  _  15 

^          ß  =  2,  d  =  i), 

2 

(9-1)3         ^ 
'    ^—      2.6       —  ^- 

^                    2 

548 
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III.    Ausgangsfonn    (2,   —  'd, 
Gleicliunff  t-  —  65«''  =  4. 


28),   1)  =  05,   m 


(8,  1,  -  8),  (-  8,  7,  2),  (2,  7,  -  8),  (-  8,  1,  8), 
(8,  7,  -2),  (-2,  7,  8),|  (8,  1,  -8). 


1/.J=1 

h  =  7 

[y=l 

h,=  l  jiAJ=7 

K  =  1 

1 

0 

1 

1 

8 

y 

9          i         17 
J                15 

128 
113 

145 

128 

a=  113,  /3  =  128,  y=  128,  d  =  145, 
T=258,   U=S2. 
IV.     ^2- 20m2  =  4[T=  18,  f/  =  4J. 
V.    t^  —  G9u^=l[T=ni6,  L^  =  936]. 
VI.     t^  -  S3u^  =  1  [T  =  23  ,  U=4:]. 
VII.     ^2  _  70^2  =  1  1T=  251,   Z7=30]. 
VIII.     t' —  nbn^^l[T=n26,  Cr=105J. 

2.  Die  übrigen  Lösungen  der  PeU'schen  Gleichung. 
Aus  der  kleinsten  positiven  Auflösung  lassen  sich  die  übrigen 
Lösungen  leicht  herleiten. 

Da  T^  -  BU-  =  m^  oder 

\m     '     m    '      /    \in  vi    *      J 

ist,  so  ist  auch,  wenn  e  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 

(I.  +  .v.yD)-.(L^ILyn)=x. 

Wir  behaupten  nun,  dass  die  Ausdrücke 

■  ( t,  =  ™- (^ + i^ y-b)  + :- {'-  -  - yi^) 

2    \  1«      '     ?u    '       /      '      2    \  m  m    '       / 

„.  =  -^(Lj^]L  yj^)  -J!^{Z_IL  yö) 

alle  Lösungen  unserer  Gleichung  liefern,  wenn  für  c  alle 
Zahlen  0,  1,  2,  3,  ...  gesetzt  werden.  [Es  ist  /„  =  m, 
«0  =  0;  ^,  =  T,  II,  =  U\. 

Dies  zu  beweisen,  haben  wir  erstens  darzuthun,  dass  die 
Wertlie  (1)  für  jede  ganze  positive  Zahl  e  der  Gleichung  ge- 
nügen. 
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Setzen  wir  für  einen  Augenblick 

SO  ist  aß  =  l,  und  wir  erhalten 

f.=  l{a-i-ß),tc,  =  ^{a-ß), 

t:-  =  ^  (a^'  +  2  +  ß'-),  nj  =  ^  (a^  -  2  +  ß^) , 
also 

^«  —  Du;  =  ^p  4-  -^  =  wr , 

woraus  hervorgeht,  dass  tc,  iie  für  jedes  e  der  Gleichung 

genügen. 

Zweitens  haben  wir  zu  zeigen,  dass  die  Ausdrücke  (1) 
für  alle  Werthe  von  e  ganze  Zahlen  liefern.  Wir  setzen 
für  einen  Augenblick 

m     '     m    '  '    m  m  '  "^  ' 

so  ist 

also 

Da  aber  a'/3'  =  1,  also  — ,  =  ß'  und  j7  =  a'  ist,  so  ergiebtsich 
1  1  ,  ,        2  T 

«'  +  A  =  /3'  +  p  =  «-  +  f=  „r- 

und  es  ist 


^,+.  +  4-.  =  ?-^(«'-  +  r) 


oder,  da 
ist, 

(2)  ^H-1  +  ^.-1  =  ^r  ^^ 
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Auf  genau  dieselbe  Weise  erhalten  wir 

(3)  «„+1  4- «,_i  =  ^«,. 

Nun  ist 

r-  -  I)  U-,  (1.  i.  T'  -  (N'  -  MF)  U-  =  m\ 
also 

4T-  =  4nr  -\-  (4X-  —  4MF)  U- , 

und   da   die   rechte   Seite   dieser  Gleichung  durch   wr  theilbar 

2  T 

ist,  so  muss  auch  4T^  durch  m^  theilbar  oder  —  eine  ganze 

(positive)  Zahl  sein.     Wenn  dies  aber  der  Fall  ist,  so  lehren 
die  Gleichungen  (2)  und  (3),  dass  jede  der  beiden  Reihen 
k  =  m,  h  =  T,  t,,  f,,   ... 


(4) 

1^0=0,  «1  =  U,  u,,  «3,  .  .. 
nur  ganze  positive   Zahlen   enthält,  von   denen  jede   folgende 
grösser  ist,  als  die  vorhergehende. 

Endlich  haben  wir  noch  darzuthun,  dass  es  keine  Lösung 
der  Gleichung  t^  —  Du^  =  m-  in  ganzen  positiven  Zahlen 
giebt,  welche  nicht  durch  die  Ausdrücke  (1)  dargestellt  wird. 
Angenommen,  %,  u  sei  eine  solche  Lösung,  so  muss  U  zwischen 
zwei  auf  einander  folgenden  Gliedern  «„,  «„^.i  der  zweiten 
Reihe  (4)  liegen,  so  dass 

«„+1  >  U  >  «„ 
ist.     Bilden  wir  jetzt  die  Ausdrücke 

t'  =  l  (%t„-DüiO,  n  =  l  {nt„  -  %ii„), 

so  ergiebt  die  wirkliche  Berechnung,  dass 

dass  also  auch  t' ,  11    eine  Lösung  unserer  Gleichung  ist. 
t',  m'  sind  aber  ganze  Zahlen.     Da  nämlich 

%-  -  B\\%  d.  i.  Sr2  _  (i\r2  _  Ti/pj  11-2  _  ^2^ 
oder 

2-  -  A^-'u-  =  m-  —  MTm^ 

ist,  und  da  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  den  Factor  m^ 
enthält,  so  muss  auch  %"  —  N^\\^  durch  m^,  also  jedenfalls 
%  +  N\\  durch  m  theilbar  sein.  Ebenso  erkennt  man,  dass 
/„  +  ^^U   durch  m  theilbar  ist.     Es  ist  also  auch 
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AI  {t„  -f  Nn„)  —  Un  (X  +  Nu)  =  II  f„  —  Zii„ 
ein  Vielfaches  von  m,  d.  h. 

u'=  —  {Vitn—  %u,?) 

eine  ganze  Zahl.  Dann  muss  aber  der  Gleichung  t'^^  =  Du"^  -f-  m' 
wegen  auch  t'  eine  ganze  Zahl  sein.  Wir  haben  also  aus  der 
angenommenen  Lösung  %,  u  eine  neue  Lösung  in  ganzen 
Zahlen  t' ,  «'  hergeleitet  und  wollen  jetzt  mittels  der  letzteren 
zeigen,  dass  unsere  Annahme  zu  einem  Widerspruch  führt. 

Zunächst    leuchtet    ein,    dass    u'    nicht    Null    sein   kann. 
Wäre  nämlich  u'  =  0,  also 

SO  müsste,  da 

ist, 

U"  {T)ul  -\-  m'-)  =  (Du^  +  m^)  iil 

sein,  und  hieraus  würde  sich  u  =  m„  ergeben,  während  doch 
U  >  Un  vorausgesetzt  wird.  Daher  ist  w'  >  0  und  da,  wie  wir 
bewiesen  haben,  U  der  kleinste  positive  Werth  von  u  ist,  so 
ist  u  ^  TJ. 

Setzen  wir  jetzt  wieder 

^Jr^Vl)  =  c.',~-~V^=-  ß', 
SO  ist  nach  den  Formeln  (1) 

und  hieraus  ergiebt  sich 

2  V^D         '  ^ 

oder,  da 

a'  —  ß'  =  ^-^VD     und     a'ß'  =  1 

ist, 

^in+iL  —  t„+iu„  =  mU. 
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Da  uuu  h'  =         (üta  —  'Xn„)  nicht  kleiner  als    U,   also 
u/,,  —  Xt<„  nicht  kleiner  als  m  U  ist,  so  ist 

(5)  uf„  —  Xm»  ^  u„+it„  —  ^„+i«„ . 
Ferner  liefert  die  Gleichung  %^  —  Dil"  =  nr 

u         r         '    u'' 
Ebenso  ist 

Da  nun  «„4-1  >  u  vorausgesetzt  wird,  so  ist 

also  auch 

tn  +  "«  V  >  ^"  +  "«  7/  ^ 
und  mit  Rücksicht  auf  (5) 

oder 

U^« ;:-  >  n^+ih ~^ 

Wird  hierin 

gesetzt,  so  erhält  man  nach  leichten  Reductionen 

U  —  —  >  Un+l   — 

oder  '"' 

(6)  u+^>«„+i+  f, 

und  diese  Ungleichung  ist  unmöglich,  da  11  <  i(n+i  und  somit 

auch •  <  -     ist.     Unsere    Annahme,    dass    die    Gleichung 

t^  —  Dir  =  m^  Lösungen    in   ganzen    positiven   Zahlen   habe, 

welche   durch   die  Formeln   (1)   nicht    dargestellt  würden,  ist 

somit  falsch. 

Was    nun    die   Berechnung    der    übrigen  Wurzeln    der 

Gleichung 

^2  _  7).^2  _  „,2 
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betrifft,  so  geschieht  dieselbe  am  zweckmässigsteu  vermittels 
der  Formeln  (2)  und  (3).  Dies  wollen  wir  noch  an  einem 
Beispiel  zeigen.     Wir  fanden  oben,  dass  die  Gleichung 

die  Lösung  T=20,   U=2  hat.     Es  ist  also 

m  4  ' 

und  da  ausserdem  t^  =  4,  1(^^  =  0  ist,  so  liefern  die  Formeln 
(2)  und  (3)  zunächst 

^^  =  10  •  20  —  4  =  19G,  u.,  =  10  •  2  —  0  =  20, 
weiter 

^3  =  10  •  196  —  20  =  1040 ,  ?/3  =  10  •  20  —  2  =  198 , 

Dass  aus  jeder  Lösung  t,  u  in  positiven  Zahlen  sich  durch 
Aenderung  der  Vorzeichen  noch  drei  andere  Lösungen  er- 
geben, braucht  wohl  nicht  erst  bemerkt  zu  werden. 

§  126.  Darstellungen  einer  gegebenen  Zahl  M 
durch  eine  gegebene  Form  von  positiver  nichtqua- 
dratischer Determinante.  —  Der  §  123  hat  uns  in  den 
Stand  gesetzt,  zu  entscheiden,  ob  zwei  gegebene  Formen  einer 
positiven  nichtquadratischen  Determinante  äquivalent  seien 
oder  nicht.  Darauf  haben  wir  in  §  124  gesehen,  wie  man 
im  ersteren  Falle  eine  eigentliche  Transformation  der  einen 
in  die  andere  ermittelt.  Endlich  hat  uns  die  Lösung  der 
Pell'scheu  Gleichung  das  Mittel  gegeben,  aus  dieser  einen  Trans- 
formation alle  anderen  gleichartigen  herzuleiten.  Nach  den 
Entwicklungen  des  §  lOG  ist  also  die  Aufgabe:  „Alle  eigent- 
lichen Darstellungen  einer  gegebenen  Zahl  durch  eine  ge- 
gebene Form  zu  ermitteln"  auch  für  den  Fall  einer  positiven 
nichtquadratischen  Determinante  als  vollständig  gelöst  zu  be- 
trachten. 

Zur  besseren  Einübung  der  gewonnenen  Resultate  mögen 
noch  zwei  Beispiele  folgen. 

L  Beispiel.  Die  Zahl  il/=  673  durch  die  Form  (13,  If),  12) 
der  Determinante  69  darzustellen,  also  die  Gleichung 

13;r''^  -I-  30a;^  +  V2i/  =  673 
in  ganzen  Zahlen  zu  lösen. 

Wer  tlicim  ,  ZahknUiiorio.  23 
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Die  Congruenz   |^  ^  69  (mod.  G73)   ist   mJjglich    und   hat 
die  Wurzeln  +289. 

1.    Darstellungen,  die  zu  -\-  289  gehören. 
(13,  15,  12),  (12,  -  3,  -  5),  (-  5,  8,  1),  (1,  8,  -  5). 
(673,  289,  124),  (124,  -  41,  13),  (13,  2,-5),  (-  5,  8,  1). 

Da  beide  Formen  äquivalent  sind,  so  ist  die  Darstellung 
möglich.    Wir  bilden  nun  die  Reihe  der  benachbarten  Formen 

(13,  15,  12),   (12,  _  3,  -  5),   (-  5,  8,  1),  (1,  -8,-5), 

(-  5,  —  2,  13),  (13,  41,  124),  (124,  —  289,  673), 

(673,  289,  124) . 
Es  ist  somit 


\  =  1 

h,  =  —  1 

;.3  =  o 

K  =  2 

h  -  3 

0 

-  1 

1 

1 

1 

1 

1 

—  2 

-  1 

0 

Ä,  =  -  2 

Ä7  =  0 

2 

-  5 

—  2 

1 

—  2 

—  1 

d.  h.  (13,  15,  12)  geht  in  (673,  289,  124)  durch  die  Substi- 
tution 

X  =  —  bxi  —  2^1 

2/  =  —  2a:i  —  ?/, 
über.     Es  ist  also 

'  ä;  =  +  5 

7/  =  +  2 

eine  erste  eigentliche  Darstellung  von  673  durch  die  Form 
(13,  15,  12),  und  alle  anderen  zur  Wurzel  289  gehörenden 
Darstellungen  dieser  Art  werden  nach  §  106  durch  die  Formeln 

x^bt—  99m,  y  =  2t-{-  Qbu 
geliefert,    wenn   darin  für  t,  u   alle  Lösungen   der   (oben   be- 
handelten) Gleichung 


^2  _  69^2  _  1 


gesetzt  werden. 
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2.    Darstellungen,  die  zu   —  289  orehören. 

(073,  -  289,  124),  (124,  —  83,  55),  (55,  -  27,  12), 

(12,  3,  -5),  (-5,  7,4),  (4,5,  -11). 

Reihe  der  benachbarten  Formen: 

(13,  15,  12),  (12,  -  3,  -  5),  (-  5,  8,  1),  (1,  8,-5), 

(-  5,  -  3,  12),  (12,  27,  55),  (55,  83,  124),  (124,  289,  673), 

(673,  —  289,  124)  • 


Es  is 
h,  =  1 

t  also 

/ig    =16 

h  =  -l 

J>,  =  2 

\  =  2 

0 

—  1 

1 

17 

-  18 

—    53 

1 

1 

—  2 

-33 

35 

103 

7«7==3 

h  =  o 

—    88 

-  211 

88 

171 

410 

—  171 

und  dauu  liefern  die  Formeln 

ja;  =  — 21U— (— 211  •  15  +  410-12)«  =  —  211t— Ub^u 
(y= -1-410^  + (—211  •  13  +  410-15)«=       410^  +  3407«, 
wenn  für  t,  u  alle  Lösungen  der  Gleichung 
^2  _  691^2=  1 

gesetzt   werden,    alle   zur   Wurzel    —  289   gehörenden   eigent- 
lichen  Darstellungen   von   673   durch   die  Form  (13,    15,  12). 

IL  Beispiel.     4.x'  +  12xy  -  Uif  =  1106. 

Hier  ist  D  =  92,  m  =  2,  also  lautet  die  Hülfsgleichung 

^2_92tr  =  4, 
und  diese  hat  die  Lösungen 


t 


48 


48  •  48  -  2  =  2302 


48-    5  —  0=    240 


48  -  2302  --  48 


48  •    240  —    5 


Die  Congruenz    |-  ^  92  (mod.  1 106j   hat  die   4   Wurzeln 
+  48,  +  426. 


23  = 


35G 
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1.  Darstellungen,  die  zu  +  48  gehJJren. 
Reihe  der  benachbarten  Formen: 
(4,  G,  -  14),  (-  14,  8,  2),  (2,-48,  1106),  (1106,  48,  2) 


\  =  - 1 

h^  =  _  20 

/'3   =  0 

0 

-1 

20 

1 

1 

—  1 

19 

1 

Die  hierher  gehörigen  Darstellungen  werden  also  (§  106)  durch 
die  Formeln 

IX  =  \  {20t  +  U6ii) 

1^  =  1(19^+194«) 

geliefert,  und  die  kleinsten  Lösungen,   welche  diese  enthalten, 

sind  X  =  20,  y  =  19;  dann  folgen  x  =  845,  y  =  941;  u.  s.  w. 

2.  Darstellungen,  die  zu  —  48  gehören. 

Formenreihe : 

(4,  6,  -  14),  (-  14,  8,  2),  (2,  48,  1106),  (1106,  -  48,  2). 


h,  =  -  1 

k,  =  28 

h,  =  0 

0 

-  1 

—  28 

1 

1 

-  1 

—  29 

1 

also 


Darstellungen: 

I  x  =  —  ^{28t  +  2?y8i()- 
ly  =  -1(29^  +  286«), 

(  a;  =  +  28 
i.y  =  +29'"-^-"- 
3.    Darstellungen,  die  zu  -|-  426  gehören. 
Formenreihe: 
(4,  6,  -  14),    (-  14,  -  6,  4),    (4,  18,  58),    (58,  98,  164), 
(164,  —426,  1106),  (1106,  426,  164). 


h^  =  0 

^2  =  3 

A3  =  2 

K  =  -2 

7*5  =  0 

0 

—  1 

—  3 

—  5 

13 

5 

1 

0 

—  1 

—  2 

5 

2 

Darstellungen : 


x  =  {-(\^t—    8«) 
2/  =  i(  5^  +  82«), 
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also 

]  u.  s.  w. 

l  y  =  ±  5, 

4.    Darstellungen,  die  zu  —  426  gehören. 
Formenreihe: 
(4,  6,  -  14),  (-  14,  8,  2),  (2,  12,  26 j,  (26,  66,  164), 
(164,  426,  1106),  (1106,  —426,  164). 


/i,  =  —  1 

h^  =  10 

h^  =  3    7^4  =  3 

h  =  0 

0 

^  1 

—  10       —  29 

—  77 

29 

1 

—  1 

—  11       —  32 

-85 

32 

Darstellungen: 

X  = 


y  = 

Für  t  =  48,  n  = 


1(77^  +  728«) 
4- (85^+  818m). 
5  z.  B.  ist  X  = 


28,  y  =  ^b. 
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Formen,   deren  Determinante  ein  Quadrat  oder  gleich  Null 

ist.     Auflösung  der   allgemeinen  Gleichung   zweiten  Grades 

mit  zwei  Unbekannten. 

§  127.  Reducirte  Formen  quadratischer  Deter- 
minanten. —  Ist  die  Determinante  der  Form  (a,  h,  c)  eine 
Quadratzahl,  also  b^  —  ac  =  Ir,  so  ist  h^  —  V  ==  —  acj  somit 
besteht  die  Proportion 

Ji  —  h  :  a=  c  :  —  (h  -{-  h), 

und  darin  soll  h  die  positive  Quadratwurzel  aus  h^  bezeichnen. 
Wir    drücken    jetzt    das    Verhültniss    h  —  h  :  a    in    den 
kleinsten  Zahlen  aus;  wenn  wir  auf  diese  Weise 
h  —  h:a  =  ß:d 

erhalten,  wo  also  ß  prim  zu  d  ist,  so   bestimmen   wir  weiter 
zwei  ganze  Zahlen  a,  ß,  welche  der  Gleichung 
a8  -  ßy  =  -\-  \ 

genügen,  und  trausformiren  die  gegebene  Form  (a,  h,  c)  ver- 
mittels der  Substitution 

X  ==  ax,  +  /i//, ,     ij  =  y.i\  -\-  öi/^. 

Wird  die  so  erhaltene,   der   gegebenen   äcpiivalenle  Form 
mit  (a, ,  hl,  Cj)  bezeichnet,  so  ist  » 

«1  =  aa'  -f-  2hay  -\-  cy-'^ 
&i  =  accß  +  h{ad  +  ßy)  -f-  cyd 
oder,  da  nach  unserer  Annahme 

h  —  h:a  =  ß:ö,  ixUo  aß  =  d  {h  —  b), 
und  ebenso 
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c  :  —  {Ii  -j-  b)  =  ß  :  d,    also    cd  =  —  /i  {h  +  h) 
ist, 

6j  =  ad  {h  —  h)-j-b  (ad  -j-  ßy)  —  ßy  {h  +  h) 

=  h{ad  —  ßy)  =  h- 
Cj  =  aß-  +  2hßd  +  cd^  =  ßd(h  —  h)  +  2hßd  -  ßö{h-^h)  =  0. 

Die  Form  (a,  h,  c)  ist  also  in  die  äquivalente  Form  (a^,  h,  0) 
übergegangen,  wo  «j  den  oben  angegebenen  Werth  hat. 

Liegt  dieser  Werth  von  a^  ausserhalb  der  Grenzen  0  und 
2/i  —  1,  so  unterwerfen  wir  die  Form  («j,  h,  0)  der  neuen 
eigentlichen  Substitution  x^  =  x.,,  y^  =  hx2  -\-  y2,  wo  Je  eine 
vorläufig  unbestimmte  ganze  Zahl  bezeichnet.  Dadurch  er- 
halten wir  eine  dritte  Form  (ci^  -{-  2  hk,  li,  0),  welche  der 
zweiten  und  daher  auch  der  ersten  äquivalent  ist,  und  jetzt 
können  wir  über  die  Zahl  Ic  so  verfügen,  dass 
Q^a,-\-2hl^2h—l 

werde.    Die  auf  diese  Weise  gebildete  Form  {a^,  h,  0),  welche 
wir  offenbar  auch  direkt  aus  der  ersten  durch  die  Substitution 

\x  =  aX2-\-  ß  {lix^  +  y^)  =  («  +  /3/0^2  +  ßy^ 

\y  =  rx2-{-  d (Jcx2  +  y^)  =  (7  +  ^^0^2  +  ^y^ 

erhalten    haben    würden,    wird    hier    eine    reducirte    Form 
genannt. 

Beispiele.  I.  Die  Form  (14,  8,  2)  hat  die  Determinante 
36.     Es  ist  G-  —  8'  =  —  2  .  14,  also 

(6  —  8)  :  14  =  2  :  -  (6  +  8)  =  1  :  (-  7) . 

Wir  setzen  demnach  ß  =  1,  d  =  —  7  und  bestimmen  a 
und  y  durch  die  Gleichung 

—  7  a  —  y  =  \  . 

Es  ergiebt  sich  a=  —  1,  y  =  +  6,  und  da  für  diese 
Werthe  «^  ==  14  —  96  -f-  72  =  —  10  wird,  so  erhalten  wir 
die  der  gegebenen  äquivalente  Form  ( —  10,  6,  0). 

Damit  der  Ausdruck  a^  -\-  2hk  =  —  10  +  12/i;  zwischen 
0  und  1 1  zu  liegen  komme,  muss  Je  =  1  angenommen  werden. 
(14,  8,  2)  ist  also  äquivalent  der  reducirten  Form  (2,  6,  0) 
und  geht  direkt  in  dieselbe  über  durch  die  Substitution 

^  =  2/2,    y  =  —^2  —  "^y-i- 
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IL  Die  Form  (4,  9,  8)  der  Determinaute  49  geht  durch 
die  Substitution  x  =  y^,  y  =  —  a^i  — y^  in  die  äquivalente 
reducirte  Form  (8,  7,  0)  über. 

Anmerkung.  Man  sieht  sofort,  dass  es  für  eine  Deter- 
minante h^  genau  2/t  reducirte  Formen  giebt,  da  der  erste 
Coefficient  jeden  der  Werthe  0,  1,  2,  .  .  .,  2h —  1  liaben  kann. 

§  128.  Aequivalenz  der  Formen  mit  quadra- 
tischer Determinante. 

Lehrsatz.  Zwei  reducirte  Formen  einer  quadra- 
tischen Determinaute  können  nicht  eigentlich  äqui- 
valent sein,  wofern  sie  nicht  identisch  sind. 

Beweis.  Geht  die  reducirte  Form  (a,  h,  0)  durch  die 
eigentliche  Substitution 

x  =  ax^-]r  ßVi,     y  =  yxi  -\-  dy^ 

in  die  äquivalente  reducirte  Form  (a^,  A,  0)  über,  so  bestehen 
die  Gleichungen 

(1)  «1  =  aa^  -f-  2  liay, 

(2)  h   =aaß-i-h{ad  -\-  ßr), 

(3)  0  =aß~  -\-2hßd, 

(4)  ad-ßy=l. 

Durch  (2)  .  ß  —  (3)  .  a  ergiebt  sich  nun. 
—  ßh{aö  —  ßy)  =  ßh 

oder  wegen  (4)  —  ßh  =  ßh,   und   da  Ji.  von  Null  verschieden 
ist,  so  muss  ß  =  0  sein. 

Dann  folgt  aus  (4)  ad  =  1,  also  «  =  d  =  +  1 ,  und 
(1)  geht  über  in 

üy  =  a  -\-  2hy     oder     a^  ^  a  (uiud.  2/t) . 

Da  abvr  jede  der  Zahlen  a,  a^  zwischen  0  und  2h —  1 
liegt,  so  können  dieselben  nicht  für  den  Modul  2/i  congrucnt 
sein,  wofern  sie  nicht  einander  gleich  sind,  und  dann  sind  die 
Formen  (a,  //,  0)  und  {a^,  h,  0)  identisch. 

Es  hat  jetzt  nicht  die  geringste  Schwierigkeit,  zu  ent- 
scheiden, ob  zwei  gegebene  Formen  einer  quadratischen  Deter- 
minante äquivalent  seien  oder  nicht.  Man  brauclit  nänilicli 
nur    für  jede    der   beiden   die   äquivalente    reducirte   Form   zu 
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suchen.  ^Venn  die  beiden  reducirteu  Formen,  die  man  erhält, 
identisch  sind,  so  sind  die  vorgelegten  Formen  äquivalent, 
sonst  nicht. 

Wie  man  durch  Benutzung  der  Form,  welche  einer  der 
beiden  Formen  entgegengesetzt  i.st,  auch  über  etwa  vorhandene 
uneigeutliche  Aequivaleuz  entscheidet,  ist  schon  öfter  dargelegt 
worden. 

Beispiele.  I.  Die  Formen  (13,  17,  16),  (91,  61,  40)  der 
Determinante  81  sind  eigentlich  äquivalent;  denn  beide  führen 
zu  der  reducirten  Form  (7,  9,  0),  in  welche  die  erste  durch 
die  Substitution 

^  =  3^i  +  8?/i,     ?/=  —  öar^  —  13?/i, 
die  zweite  durch  die  Substitution 

^  =  ^i  +  4?/i,    y  =  — 2x^  —  1  y^ 

transformirt  wird. 

II.  Die  Form  (7,  12,  9)  derselben  Determinante  81  geht 
durch  die  Substitution 

x  =  2x^-\-Zy^,     y  =  —  öXy  —  ly^ 

in  die  reducirte  Form  (13,  9,  0)  über,  ist  also  (13,  17,  16) 
nicht  eigentlich  äquivalent. 

Da  jedoch  (7,  —  12,  9),  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  zur 
reducirten  Form  (7,  9,  0)  führt,  also  (13,  17,  16)  eigentlich 
äquivalent  ist,  so  sind  (7,  12,  9)  und  (13,  17,  16)  uneigentlich 
äquivalent. 

§  129.  Transformation  einer  Form  einer  quadra- 
tischen Determinante  in  eine  äquivalente  Form.  — 
Es  seien  F  und  F^  zwei  eigentlich  äquivalente  Formen  einer 
Determinante  W,  so  lassen  sich  zwei  eigentliche  Substitutionen 

(1)  [^^  "*'  "^  ^^'  (2)     [^^  '^'^^  ~^  '^'^' 

ermitteln,  von  denen  die  erste  F,  die  zweite  Fi  in  die  redu- 
cirte Form  cp  tran.sformirt.  Da  nun  umgekehrt  rp  sich  in  F^ 
verwandelt,  wenn  man 

Xj  =       d^x.,  —  ßiyo 


(3) 

.V,  =  —  71  ■->-',  +  «I  y> 
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sotzt,  so  leuchtet  ein,  dass  F  in  Fi  übergelien  wird,  wenn 
man  die  Substitutionen  (1)  und  (3)  nach  einander  oder  direkt 
die  Substitution 


(4) 


y  =  7  (<i>a  —  ßi  y,)  +  d{—Yi  ^'2  +  «1  !/2) 

=  ir^\  -  ^Vi)^,  +  {ä(<i  —  7ßi)y> 

anwendet. 

Auf  ähnliche  Weise  kann  mau  auch  eine  Form  in 
eine  ihr  uneigentlich  äquivalente  transformiren ,  und  wenn 
zwei  Formen  auf  beide  Arten  äquivalent  sind,  zwei  Trans- 
formationen der  einen  in  die  andere  herleiten,  eine  eigentliche 
und  eine  uueigentliche. 

Beispiel.  Die  Form  F=  {8,  15,  13)  geht  durch  die  Sub- 
stitution X  =  y^j  y  =  —  Xi  —  2yi  in  die  reducirte  Form 
(p  ==  (13,  11,  0)  über.  In  dieselbe  Form  (p  verwandelt  sich 
Fl  =  (51,  130,  329)  durch  die  Substitution  x  =  2xi  -}-  Ty^, 
y  =  —  Xi  —  3«/j ;  daher  geht  umgekehrt  q)  in  F^  über,  wenn 
man  Xi  ==  —  dx.^  —  ly.,,  yi  =  x,^  -\-  2y.,  setzt,  und  F  in  2^, 
durch  die  Substitution 

\x  =  yi  =x,  +  2ij., 

\y=--{-  ^x,  —  ly,)~  2(,r,  +  2//,)  =  x,  +  3y,. 

§  130.  Auflösung  der  Gleichung  P  —  h^ii^  =  wr.  — 
In  dem  hier  behandelten  Falle  einer  quadratischen  Deter- 
minante hat  die  PelFsche  Gleichung  nur  die  beiden  Lösungen 
t=^m,  u  =  0.  Dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  au,  es 
gäbe   noch   eine  Lösung   t  =  T,    u  =  ü,   und    es    sei   U  von 

Null  verschieden.     Dann  würde  — »—  =  4   sein,    und 

da  711  in  2h,  also  m^  in  Alt^  aufgeht,  so  müsste  offenbar  auch 

i  T-      . 

— —    eine    ganze    Zahl    sein.     Wir    hätten    also    zwei    ganze 

Zahlen,  deren  Quadrate  die  Differenz  4  lieferten,  und   das  ist 
unmöglich,  wofern  nicht  eine  der  Zahlen  Null  ist. 
Ist  demnach 

X  =  axi  +  /i;y, ,         y  =  yx^  +  dy^ 
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eine  eigentliche  Substitution,  welche  F  in  die  eigentlich  äqui- 
valente Form  1\  transformirt,  so  sind  nach  §  103 

\y  =  -~{±  r»^)  ^1  +  ^  (+  dm)  y, 
oder,  was  dasselbe  ist, 

[y  =  -\-  yxy  +  dy^ 

die  Formeln,  welche  alle  gleichartigen  Substitutionen  ent- 
halten, die  dieses  leisten.  Wenn  also  F  und  F^  nur  auf  eine 
Art  äquivalent  sind,  so  giebt  es  nur  zwei  Transformationen 
der  einen  Form  in  die  andere.  Sind  F  und  F^  auf  beide  Arten 
äquivalent,  so  giebt  es  zwei  eigentliche  und  zwei  uneigentliche 
Transformationen. 

§  131.  Darstellungen  einer  Zahl  M  durch  eine 
Form  {a,  h,  c)  einer  quadratischen  Determinante  /r.  — 

1.  Methode.  Das  oben  für  den  Fall  einer  negativen 
oder  einer  positiven  nichtquadratischen  Determinante  darge- 
legte Verfahren  findet,  wenn  auch  6^  —  ac  eine  Quadratzahl 
ist,  unverändert  Anwendung,  wie  wir  sofort  an  einem  Beispiel 
zeigen  wollen. 

Aufgabe.     Es  soll  die  Gleichung 

8a;- -f  'Jöxy  +  11?/-  =  585 

in  ganzen  Zahlen  gelöst  werden.  Da  585  =  5  .  9  .  13  durch 
die  (^uadratzahl  9  theilbar  ist,  so  werden  möglicherweise 
eigentliche  und  uneigentliche  Darstellungen,  letztere  von  der 
Form  X  =  om,  y  =  3n,  vorhanden  sein. 

1.  Ermittlung  der  uneigentlichen  Darstellungen. 
Setzen  wir  x  =  ^Xi,  y  =  ?>yi,  so  geht  die  vorgelegte  Glei- 
chung über  in 

^x,^  -^2Qx,y,  -f  ll?/,2==65. 

Die  Determinante  der  Form  (8,  13,  11)  ist  81,  und  die 
Congruenz 

1^  =  81  (mod.  G5) 

hat  die  4  Wurzeln  +4,  +9. 
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Die  Formen  (65,  +  4,  1)  führen  zu  keinen  Darstellungen, 
da  sie  der  reducirten  Form  (17,  9,  0)  äquivalent  sind,  während 
(8,  13,  11)  der  reducirten  Form  (11,  9,  0)  äquivalent  ist. 

Dagegen  geht  (65,  +  9,  0)  durch  die  Substitution  x^=x.^, 
2/i  =  — Sa^a  +  y.>  in  (H,  9,  0),  also  (11,  9,  0)  umgekehrt  in 
(65,  9,  0)  über,  wenn  x^  =  Xi,  2/2  =  ^^i  +  ^i  gesetzt  wird. 
Da  nun  (8,  13,  11)  durch  die  Substitution 

Xi  =  y-2i         2/1=— ^2  —  2!/2 
in    (11,  9,  0)    transformirt    wird,    so    wird    (8,    13,    11)    in 
(65,  9,  0)  verwandelt,  wenn  man  erst 

^i=y2,       2/1  =  — ^2  — 2^2 
und  sodann  0^2  =  0^3 ,  2/2  =  ^  ^3  +  2/3  ?  oder  direkt 
Xi  ==       ^  ^3  ~r  2/3 
.!/i  =  -  7^:3  —  2y^ 
setzt. 

Die  Hülfsgieichung  f  —  81n^  =  1  hat  nur  die  Lösungen 
t  ==  -\-  1  j  n  =  0 ,  und  somit  ergeben  sich  die  beiden  Dar- 
stellungen 

^1  =  +  -^  j         2/1  =  +  7  , 
denen  die  uneigentlichen  Darstellungen 

x  =  ±9,        ?/  =  +  21  • 

entsprechen. 

Die  Form  (65,  —  9,  0)  ist  (8,  13,  11)  nicht  eigentlich 
äquivalent,  liefert  also  keine  Darstellung. 

2.  Ermittlung  der  eigentlichen  Darstellungen. 
Die  Congrueuz 

|-  =  81  (mod.  585) 
hat  die  12  Wurzeln 

+  9,     +69,     +126,     +186,     +204,     +264. 

Nun  sind  die  9  Formen 

(585,  +9,  0),  (585,  69,  8),  (585,  +  126,  27),  (585,  —186,59), 
(585,  +204,  71),     (585,  -  264,  119) 

der  Form  (8,  13,  11)  nicht  äquivalent,  liefern  also  keine  Dar- 
stellungen. 
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(585,  —  60,  8)  geht  durch  die  Substitution 

[x^x^     +2?/i 

.y  =  7a;i  +  15^1 
in  (11,  9,  0)    über,    letztere   Form   also   in  erstere   durch   die 
Substitution 


15a;o 


2^2 


.2/1  =  —  '^^2  +  y-2 

und    somit    (8,    13,    11)    in    (585,    —  G9,    8)    durch    die  Sub- 
stitution 

\x  =  —  1  x.,-\-  ?/, 

[y  =  —  X., 

und  dadurch  erhalten  wir  die  beiden  eigentlichen  Darstellungen 
x  =  ±l,  y  =  ±l. 

Ebenso  liefert  die  Form  (585,  186,  59)  die  beiden 
Darstellungen  a;  =  +  119,  ?/  =  +  43 ,  und  die  Form 
(585,  264,  119)  die  beiden  Darstellungen  x=±^2^,  i/=  +  7, 
so  dass  sich  für  die  vorgelegte  Gleichung  im  Ganzen  folgende 
8  Lösungen  ergeben: 


x 

±    9 

+  7 

+  23 

+  119 

y 

+  21 

+  1 

=F    7 

+    43 

2.  Methode.  Bekanntlich  sind  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung ao-  +  2&G3  +  c  =  0,  wenn  V'  —  ac  =  h-  ist,  rational 
und  liefern  die  rationale  Zerlegung 

aco- -j-2bco -\- c  =  a[co—      ^    )  Y"^  +  ~  a")  ' 

und  hieraus   fol<?t,   wenn   co   durch  —  ersetzt    und    beiderseits 

O     y  y 

mit  y^  multiplicirt  wird, 

ax'  +  2hxy  +  cy'  ^  [x ^^«/)  [«^  +  (^'  +  ^)!/]  • 

Wird  nun,  wie  oben  in  §  127,  die  Proportion 
h  —  h  :  a  =  c  :  —  {h  -\-  V) 
aufgestellt    und    das   Verhältniss  li  —  h '.  a,    in    den   kleinsten 
Zahlen  ausgedrückt,  =  ß  :  d  gesetzt,  so  geht  unsere  Zerlegung 
über  in 
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V  ~  d  V  y'^  ~  7  V  ^  ^^''  ~  ^y^  (t  ^  ~  f  V  ' 

SO  dass  sich  endlich,  wenn 

a         ,.  c 

T  =  /'  J=ff 

gesetzt  wird,  wo  f,  g  ganze  Zahlen  sein  werden, 

ax' -{-2hxy -\- cif  =  {ßx  —  ßy){fx  -  (jy) 

ergiebt. 

Jede  Darstellung  von  31  durch  die  vorgelegte  Form 
liefert  also  eine  Zerlegung  von  M  in  zwei  Factoren.  Be- 
zeichnen umgekehrt  d^y  d^,  d.^  .  .  .  alle  Divisoren  von  M  (1 
und  M  nicht  ausgeschlossen  und  jeden  sowohl  positiv,  als 
negativ  genommen),  so  wird  man  offenbar  alle  Darstellungen 
von  M  durch  die  Form  (a,  h,  c)  erhalten,  wenn  man  der  Reihe 
nach 

idx  —  ßy  =  d, 


=  <^2 

setzt  und  für  jedes  dieser  Gleichungspaare  die  Werthe  von 
x  und  y  berechnet.  Lösungen  in  Brüchen  sind  natürlich  zu 
verwerfen. 

Das  Ä;'°  Gleichungspaar  liefert 

d^^g-^M  d^^f—SM 

^^~d,{ög-ßn  '      y  ="  If.ldg  -  ßf)  ' 
und  da 
do  -  ßf=  ^  -  ^  =  -  (h  +  h)  -  {h  ~h)  =  -2h, 

also  von  Null  verschieden  ist,  so  sind  die  für  x,  y  erhaltenen 
Werthe  völlig  bestimmte. 

Beispiel.     Wir    wollen    diese  Methode    auf  die    oben   be- 
handelte Gleichung 

^x"  -\-2Q>xy-\-  11  r  =  585 
anwenden.     Man  erhält  leicht 

8a;2  4-26a;y  +  11/ =  (2a;  +  ^)  (4.1:  +  Wy), 
und  585  hat  die  24  Divisoren 

(+0,   ±3,   (+5),   (+9),   (+13),   +15,  +39,   (+45), 
(+05),   (+117),    +195,   (+585). 
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Die  in  Klammern   (     )   gesetzten  Divisoren  würden  Lösungen 
in  Brüchen  liefern.     Wir  haben   also   nur    die   8   Gleichungs- 


paare 


2x  +  y       =4-      3 
4:»  +  11?/  =  +  195 


+  15 
-f-39 


+  39 

+  15 


+  195 
+      3 


zu  lösen,  welche  die  8  Darstellungen 


X  == 

+    9 

±7 

y  = 

+  21 

±1 

23 


+    7 


+  119 


+    43 


liefern. 

Diese  Methode  verliert  ihre  Anwendbarkeit,  wenn  die 
darzustellende  Zahl  M  =  0,  wenn  also  die  Gleichung 

{8x-ßy){fx-gy)=0 
in  ganzen  Zahlen  zu  lösen  ist.    Die  Werthe  von  x,  y  müssen 
dann  entweder   der  Gleichung   8x  —  ßy  =  0,   oder  der   Glei- 
chung fx  —  gx  =  0  genügen.     Was  nun  die  erstere  betrifft, 
so  sind  /3,  d  prim  zu  einander;  dieselbe  hat  also  die  Lösungen 

(1)  X  =  ßli,        y  ^  ^7j, 

wo  h  jede  (positive  oder  negative)  ganze  Zahl  sein  kann. 

Wenn  ferner  m  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor 
von  f  und  g  bezeichnet,  so  hat  die  zweite  Gleichung  die 
Lösungen 

(2)  x  =  -^]c,  y  =  -L-k 

wo   Je   gleichfalls   jede   ganze    Zahl    sein    kann.     Die   Formeln 
(1)  und  (2)  enthalten  alle  Lösungen  der  vorgelegten  Aufgabe. 
Beispiel.     Die  Gleichung 

8a;-  +  dOxy  +  13y'  =  {2x  +  y)  {Ax  +  13?/)  =  0 
hat  die  Lösungen 

X  =  h  i  X  =  Vdk 

wo  Je  jede  ganze  Zahl  sein  kann. 

§  132.  Darstellung  der  Zahlen  durch  Formen 
der  Determinante  0.  —  Es  sei  die  Determinante  der  Form 
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(a,  b,  c)  gleich  Null,  also  h^  =  ac.  Ferner  sei  m  der  grösste 
gemeiuschaftliclie  Divisor  von  a  und  c  und  zwar  a  =  ma, 
c  =  ))iy^  wo  also  a  und  y  prim  zu  einander  sind.  Da  nun 
Ir  =  nray  ist,  so  muss  ay  eine  (Juadratzahl  sein.  Es  ist 
aber  a  prim  zu  y,  also  muss  sowohl  a,  als  auch  y  eine 
Quadratzahl  sein. 

Dies  vorausgesetzt  ist 

ax^  -\-  2hxij  +  ci/  =  max^  -\-  2myayxy  -\-  myif 
=  m{x'ya-\-yyyf, 
und  darin  ist  m  der  grösste   gemeinschaftliche  Divisor  von  a 
und  Cy  während  )/«,  Y y  ganze  Zahlen  sind. 

Soll  nun  M  durch  die  Form  {a,  h,  c)  dargestellt  werden 
können,  so  muss  M  durch  m  theilbar  und  der  Quotient  eine 
Quadratzahl  sein.  Wird  dieser  Quotient  mit  (f  bezeichnet, 
so  ist 

X  y  a  -\-  y  Yy  =  -\-  q     und    =  —  q 

zu   setzen,    und   es   ergeben   sich    alle   Darstellungen    von    71/, 
indem   mau   alle   ganzzaliligen   Lösungen  dieser    beiden  unbe- 
stimmten   Gleichungen    ersten    Grades    ermittelt,    welche,    da 
]/«  prim  zu  Yy  ist,  stets  lösbar  sind. 
Beispiel.     Die  Gleichung 

12a;- +  36a:y +  27/=  75 

ist  in  ganzen  Zahlen  lösbar,  da  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  3  der  Zahlen  12,  27  (dessen  Quadrat  in  &  =  18  auf- 
geht) in  75  aufgeht  und  als  Quotienten  eine  Quadratzahl^ 
nämlich  25,  liefert.     Durch  Division  mit  3  erhält  man 

4x-  +  12xy  +  9r  =  (2x  +  3yf  =  25; 
es  ist  also 

2x  +  3?/  =  +  5     und     =  —  5 
zu  setzen.     Die  Lösungen  dieser  beiden  Gleichungen 
J  a;=  1  +  3/.-  |a;=  -  1  -  3/; 

l?y=l-  2//         \y---  1+2/.' 

in  denen  k  jede  ganze  Zahl  sein  kann,  enthalten  alle  Dar- 
stellungen von  75  durch  die  Form  (12,   18,  27). 
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§    133.      Auflösung    der     allgemeinen    Gleichung 

zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekannten.  —  Wir  sind  jetzt 

im  Stande,  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  mit  zwei 

Unbekannten,  der  wir  immer  die  Form 

(1)  ax^  4-  2hxij  +  er  -f  2dx  -f  2e^  +  /  =  0 

geben  können,  in  ganzen  Zahlen  aufzulösen. 

Wir  setzen 

x  =  ^-{-  a,     y  =  ri  -\-  ß'^ 

dann  geht  (1)  über  in 

«r-'  +  2hbl  +  cfi'  +  2i(aa  +  hß-i-  d)  +  2ri{ha  -^  cß -\- c) 
+  (aa-  +  2haß  +  cß-  +  2^?«  +  2eß  +  f)  =  0. 
Verfügen  wir  jetzt  über   die  noch  unbestimmten  Grössen 
«,  ß  in  der  Weise,  dass 

aa-\-hß-\'d  =  0, 

ha  -{-  cß-\-  e  =  0 
wird ,  nehmen  also 

cd  —  he        n        «ß  —  hä 
b'-  —  ac^     ^  b-  —  ac 

an ,  so  erhalten  wir  statt  der  Gleichung  (1) 

(2)   r/fc-  +  2/>^;  +  e/r+  ^ {)>-^ -acf  ^-  =  ^ 

oder,   wenn   wir   beiderseits   mit  (&^  —  acf  multipliciren   und 
der  Kürze  wegen 

I  (&2  _  ac)  =  X,  rj  {¥  —  ac)  =  Y, 
Qr  —  ac)  {ae-  —  2hde-\-  cd^)  +  f  {U'  -  acf  =  -  M 
setzen, 
(3J  aX^  +  2hXY-\-cY-^  =  M. 

Die  Gleichung  (3)   in   ganzen  Zahlen  aufzulösen,  ist  oben  für 
alle  Fälle,  die  sich  darbieten  können,  gelehrt  worden. 
Hat  man  X,   Y  bestimmt,  so  liefern  die  Formeln 

/..  X -\- cd  —  he         Y -\- ae  —  hd 

die  entsprechenden  Werthe  von  x,  y. 

Wie  man  sofort  sieht,   sind  X,    Y  ganze  Zahlen,  sobald 
X,  y  ganze  Zahlen  sind;   daher   wird  jede  Lösung  von  (1)  in 
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ganzen  Zahlen   auch  durch   die  Formeln  (4)   geliefert  werden. 
Dagegen  können  diese  Formeln   auch   gebrochene  AVerthe  für 
X,  y  geben,  die  dann  natürlich  zu  verwerfen  sind. 
1.  Beispiel.     Es  soll  die  Gleichung 

'dx'  +  Axy  +  2y-  —  2x-\-  \0y  -  28  =  0 

in  ganzen  Zahlen  aufgelöst  werden.     Die  oben  dargelegte  Sub- 
stitution führt  zu  der  neuen  Gleichung 

3X-  +  4Xr+ 272  =  300. 

Die   Determinante   der  Form   (3,   2,  2)   ist   —  2.     Wir  lösen 
also  zunächst  die  Congruenz 

i^  =  —  2  (med.  306  =  2  •  3=^  •  17) ; 

dieselbe  hat  die  4  Wurzeln  +58,  +112,  die  wir  einzeln  zu 
prüfen  haben. 

1.    Darstellungen,    die   zur  Wurzel    +  58   gehören. 

Reihe  der  benachbarten  Formen: 
(3,  2,  2),  (2,  0,  1),  (1,  3,  11),  (11,  -  58,  300),  (306,  58,  11). 


1  =  1 

h  =  3 

h 

=  —  5 

K=o 

0 

—  1 

-3 

16 

3 

•  1 

1 

2 

—  11. 

-2 

Da  w  =  1 ,   also   — ^-^  >  4  ist,   so   ergeben   sich  nur  die 
beiden  Darstellungen: 

X=  + 16,   r==+  11. 
2.    Darstellungen,  die  zu  —  58  gehören. 
Formenreihe: 
(3,  2,  2),  (2,  0,  1),  (1,  -3,  11),  (11,  58,  306), 
(306,  —58,  11). 


Ä,   =  1 

Ä2  =  -3 

h,  =  ^    \  =  0 

0 

—  1 

3             16 

^3 

1 

1 

—  4        —21 

4 

Darstellungen:    X  =  +  16,  Y  = -\-  21. 
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3.    Darstellungeu,  die  zu  -|-  112  gehören. 
Formenreihe : 
(3,  2,  2),  (2,  0,  1),  (1,  -1,  3),  (3,  -  11,  41), 
(41,  —  112,  306),  (306,  112,  41). 


\  =  \ 

7i,  =  — 1 

/.3=-4 

Ä4=-3 

\  =  Q 

0 

—  1 

1 

-3 

-      8 

3 

1 

1 

-2 

7 

—  19 

—  7 

Darstellungen:    Z  =  +  8,   r=  +  19. 

4.    Darstellungen,  die  zu  —  112  gehören. 

Formenreihe: 

(3,  2,  2),  (2,  0,  1),  (1,  1,  3),  (3,  11,  41),  (41,  112,  306), 
(306,  —  112,  41). 


A.  =  1 

K  =  1 

7.3  =  4 

A4  =  3 

K  =  o 

0 

-  1 

—  1 

-3 

—  8 

3 

1 

1 

0 

—  1 

-3 

1 

Darstellungen:    J(  =  +  8,   Y  =  +  3. 

5.    Uneigentliche  Darstellungen.     Setzen  wir 

x  =  3X',  r=3r, 

so  erhalten  wir,  indem  wir  den  Factor  9  beiderseits  fortlassen, 
3X'2  +  4X'  r  -  +  2  r  "=  34  . 
Die  Congruenz 

^2  =  _  2  (mod.  34) 

hat  die  beiden  Wurzeln  +  10. 

Der  ersten  Wurzel  entspricht  die  Formenreilie 

(3,  2,  2),  (2,  0,  1),  (1,  1,  3),  (3,  -  10,  34),  (34,  10,  3). 


Ä,  =  1   Ä,  =  1 

7^3  =  —  3    7*4  =  0 

0            —  1 

-1                4 

1 

1            1 

0           -  1 

0 

Darstellungen:    X'  =  +  4,   Y'  =  '-\-  \  , 
also  X=  +  12,   r=  +  3. 
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Der  zweiten  Wurzel  eutspriclit  die  Formenreilie 
(3,  2,  2),  (2,  0,  1),  (1,  -  1,  3j,  (3,  10,  34),  (34,  -  10,  3). 


K  =  1 

1l,  =  -\ 

/<,  =  3 

lh  =  0 

0 

—  1 

1 

4 

—  1 

1 

1 

-2 

-  7 

2 

Darstellungen:   X'  =  +  4,  F  ==  +  7, 
also 

X=4:  12,  r=  4=21. 

Nachdem    wir    so    X,     Y   bestimmt    haben,    liefern    die 
Formeln  (4),  die  für  die  vorliegende  Gleichung  in 

X  —  12  Y  +  17 

^  =     _  2     .   !/  =  -^^ 

übergehen,  die  entsprechenden  Werthe  von  a:,  y.     Man  erhält 
die  12  Lösungen: 


X 

—  2 

14 

2 

14 

2 

10 

9 

10 

y 

-3 

-  14 

+  2 

-  19 

1 

—  18 

—  10 

—  7 

X 

0 

12  0 

12 

y 

—  7 

—  10  2 

1 

—  10 

2.  Beispiel.     Die  Gleichung 

x'  +  2xy  —  by-  +  4a;  —  lOv/  —  13  =  0 

geht  über  in 

X^  -\-2XY  -  5r-  =  318, 
wo 


X  = 


X  —  5 


Y  —1 
6 


6  '  y 

ist.     Zunächst  haben  wir  die  Hülfsgleichim« 


zu  lösen. 


e  -  0«'^=  1 
(1,  2,  -2),  (-2,  2,  1),  I  (1,  2,  -  2) 


9 

1  '  r 
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also 


und 


a=l,  /3  =  4,  y  =  2,  6=9, 


2  T 


u     0 


10  .  5  -  1  =  49 


10  .  2  -  0  =  20 


10  .  49  —  5  =  485 


10  .  20  —  2  =  198 


wo  jede  Colonue  4  Lösungen  darstellt. 
Nun  hat  die  Congruenz 

|2  =  6(möd.  318) 
die  beiden  Wurzeln  +18. 

1.    Darstellungen,  die  zu  -|-  18  gehören. 
Formenreihe: 
(1,  1,-5),  (-5,  -  1,  1),  (1,  -  18,  318),  (318,  18,  1). 


0 

—  19 

0 

0 

—    1 

19 

1 

1 

0 

—    1 

0 

Darstellungen:    X  =  19^  —  24«,  Y  =  —  ^  +  18^t, 


also 


y 


19i  — 24t6  — 5 
6 

—  «  +  18  m  — 


=  3^ 


=  3  ^^ 


1  + 


<+i 


1  - 


«  +  1 


6  -  -  -  g 

Ganze  Werthe  von  x,  y  liefern  also  nur  diejenigen  Lö- 
sungen der  Pell'schen  Gleichung,  bei  denen  ^  +  1  durch  6 
theilbar  ist,  also  z.  B. 


t 

—  1 

+  5 

+    5 

—    49 

-49 

u 

0 

+  2 

—    2 

+    20 

—  20 

X 

—  4 

+  7 

+  23 

—  236 

-  76 

y 

-  1 

+  4 

—    8 

+    07 

—  53 

•  •  • 

2.  Darstellungen,  die  zu  —  18  gehören. 
Formenreihe : 
(1,  1,  -  5),  (-  5,  -  1,  Ij,  (1,  18,  318),  (318,  -  18,  1) 
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0 

17 

0 

0 

-  1 

-  17 

i 

1 

0 

-  1 

0 

also 


DarstellunL^en:    iX=  —  llt  -\-  \2u 
Y=—      t—lSu, 


{  X 


V 


—  17«  +  12«  — 

6 

—  <  —  18  tt  —  7 


i  =  _  3^_|_2w—  1  +  'ii 


=  -  3m  -  1 


f +  1 

G 


Hinsichtlich    der  gauzeii   Werthe   von  x,   y  gilt   dieselbe 
Bemerkung  wie  oben.     Man  erhält  z.  B.  die  Tabelle 


t 

—  1 

+  ö 

+  5 

—  49 

-49 

H 

0 

+  2 

-2 

+  20 

—  20 

X 

+  2 

—  19 

—  11 

+  178 

+  98 

y 

—  1 

-  8 

+  4 

—  5o 

+  07 
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1892. 


Yov  Y  e  d  e. 


Die  irrationalen  Zahlen  haben  stets  das  Interesse  der 
Mathematiker  in  hervorragender  Weise  in  Anspruch  genommen. 
Theils  mussten  diese  ihre  Bemühungen  darauf  richten,  eine 
genaue  und  widerspruchsfreie  Fassung  des  Begriö's  derselben 
zu  geben,  in  welcher  ihr  eigentliches  Wesen  zum  Ausdruck 
kommt,  und  so  ihre  Einführung  in  die  Rechnung  fest  zu  be- 
gründen; theils  reizte  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  der  Ir- 
rationalzahlen, auf  welche  Algebra  und  höhere  Analysis  führten, 
zu  der  Frage,  in  welcher  Weise  sie  unter  einander  verbunden 
und  wieder  von  einander  unterschieden  sind,  und  wie  eine  jede 
einzelne  Gattung  derselben  in  eigenthümlicher  Weise  zu  kenn- 
zeichnen, kurz,  welches  die  eigentliche  arithmetische  Natur 
der  einzelnen  Irrationalzahlen  sei. 

In  beiden  Beziehungen  sind  gerade  in  neuerer  Zeit  die 
Irrationalzahlen  wieder  vorzüglicher  Gegenstand  der  Betrach- 
tung geworden.  Die  feinere  Ausbildung  des  Funktionsbegriffes 
und  anderer  damit  zusammenhangender  fundamentaler  Funkte 
der  Differenzial-  und  Integral-Rechnung  auf  der  einen,  die 
strengere  Begründung  der  Lehre  von  den  complexeu  Grössen 
und  ihrer  Funktionen  auf  der  anderen  Seite  sind  Anlass  ge- 
worden, dass  die  Mathematiker  der  Neuzeit  wie  auf  den 
Zahlenbegritf  überhaupt,  so  insbesondere  auch  auf  eine  an- 
gemessene Definition  der  Irrationalzahlen  mit  Vorliebe  wieder 
ihre  Aufmerksamkeit  gerichtet  haben.  Vor  allen  war  es  hier 
Herr  Weierstrass,  der  in  seinen  Vorlesungen  über  Funk- 
tionentheorie in  systematischer  Weise  sich  darüber  verbreitete; 
von  seinen  Gedanken  hat  einer  seiner  Schüler,  Herr  Kossak 
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(im  Programm  des  Friedrich-Werder.scheii  Gymmisiums  zu 
Berlin,  1872)  eine  ausführliche  Darstellung  gegeben.  Nach 
ihm  seien  hier  nur  erwähnt  die  Arbeiten  von  E.  Heine 
(Journal  für  die  r.  u.  a.  Mathematik  Bd.  74,  pag.  172)=^=),  von 
Herrn  Dedekiud  (Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen,  Braun- 
schweig 1872,  und:  Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen? 
ebendas.  1888),  sowie  die  Abhandlung  von  Herrn  Kronecker 
über  den  Zahlbegritf  (im  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  M.   101.  Bd.). 

Aber  auch  in  der  zweitgenannten  Richtung  hat  die  neueste 
Zeit  einige  epochemachende  Untersuchungen  und  Ergebnisse 
zu  verzeichnen.  Nachdem  es  bereits  Liouville  gelungen  war, 
zu  beweisen,  dass  es  Irrationellen  giebt,  welche  auf  keine 
Weise  als  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  aufgefasst  werden 
können,  war  es  in  hohem  Grade  interessant  zu  entscheiden, 
ob  die  überall  in  der  Analysis  auftretenden  beiden,  durch  c 
und  Jt  bezeichneten  Zahlen  zu  diesen  nicht  algebraischen  Irra- 
tionalzahlen zu  rechnen  sind.  Es  ist  das  Verdienst  des  Herrn 
Hermite,  auf  sehr  genialem  Wege  nachgewiesen  zu  haben, 
dass  die  Zahl  e  eine  trausceudente  Zahl  ist;  und  weiter  bauend 
auf  den  von  ihm  gegebenen  Grundlagen  erreichte  Herr  Linde- 
rn an  n  den  gleichen  Nachweis  auch  für  die  Ludolph'sche  Zahl  n, 
und  bewies  damit  zugleich,  dass  die  Quadratur  des  Kreises  eine 
Unmöglichkeit  sei.  Da  hiermit  die  Untersuchungen  über  die 
Natur  der  Irrationalzahlen  in  einem  der  interessantesten  Punkte 
zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gelangt  sind,  hat  der  Verfasser 
dieses  Buches  es  für  zeitgemäss  und  erwünscht  erachtet,  die 
wichtig.sten  Untersuchungen,  welche  bisher  in  der  angegebenen 
Richtung  geführt  worden  sind,  für  einen  grösseren  mathe- 
matischen Leserkreis  im  Zusammenhange  darzustellen,  indem 
er  eine  Vorlesung,  die  er  zu  wiederholten  Malen  über  diesen 
Gegenstand  gehalten,  weiter  ausführte;  wobei  er,  um  den 
Inhalt    des  Buches    möglichst    weiten  Kreisen    zugänglich    zu 

*)  Vgl.  dazu  G.  Cantor's  Abb.  in  Matb.  Annalen  Bd.  5  pag.  123, 
oder  seine  Manuigfaltigkeitslebre,  Leipz.  1883,  pag.  21.  Den  Standpunkt 
dieser  Arbeiten  babe  icb  im  wesentlicbcn  zu  dem  meinigen  gemacbt 
trotz  der  Kritik,  welcbe  die  Aufblitze  von  llligens,  Matb.  Ann.  Bd.  33 
u.  36  an  ibm  üben;  die  Begründung  dafür  muss  icb  für  eine  andere 
Stelle  mir  vorbebalten. 
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machen,  das  Mass  der  Vorkemitnisse  thunlichst  zu  beschränken 
bemüht  gewesen  ist. 

Nachdem  dabei  die  Irrationalzahlen,  im  wesentlichen  nach 
Heine's  Gesichtspunkten,  begrijfflich  festgestellt  sind,  wobei 
eine  grossere  Anschaulichkeit  erreicht  sein  dürfte  durch  Ein- 
führung des  Begriffes  „zweier  gegen  einander  convergirender 
Werthreiheu",  werden  einige  Fuudamentalsätze  von  algebra- 
ischen Zahlen  hergeleitet,  welche  auf  ihre  allgemeinste  De- 
finition sich  beziehen.  Nach  dem  Grade  der  Gleichung,  durch 
welche  sie  bestimmt  sind,  können  sie  unterschieden  werden  in 
quadratische,  kubische  Irrationellen  u.  s.  w.,  und  es  fragt  sich, 
welche  rein  arithmetischen  Kennzeichen  dieser  algebraischen 
Eintheiluug  adäquat  sind.  Dasjenige  für  die  quadratischen 
Irrationellen  ist  seit  längerer  Zeit  schon  bekannt  und  besteht 
darin,  dass  sie  und  nur  sie  allein  in  periodische  Ketteubrüche 
entwickelbar  sind;  für  die  Irrationellen  höheren  Grades  fehlt 
jedoch  noch  jedes  ähnliche  Kennzeichen,  und  nur  ein  erster 
Schritt,  zu  einem  solchen  zu  gelangen,  darf  in  einer  Arbeit 
von  Jacobi  über  Kettenbruchalgorithmen  erblickt  werden. 
Im  Folgenden  wird  nun  zunächst  jenes  arithmetische  Kenn- 
zeichen der  quadratischen  Irrationellen  nach  Lagrange' sehen 
Gesichtspunkten  hergeleitet,  nachdem  zuvor  die  elementare 
Grundlage  der  Herleituug,  die  Theorie  der  Kettenbrüche,  zur 
Vorbereitung  auf  Jacobi' s  Arbeit,  mittels  eines  Algorithmus 
entwickelt  worden,  von  welchem  der  Jacobi' sehe  nur  eine 
einfache  Verallgemeinerung  ist.  Dann  folgt  Liouville's 
Nachweis  von  dem  Vorhandensein  nicht  algebraischer  Irratio- 
nellen und  eine  kurze  Uebersicht  der  Hauptarbeiten,  durch 
welche  Lambert,  Legendre  und  Liouville  über  die  Natur 
der  Zahlen  e  und  n  Licht  zu  verbreiten  gesucht  haben.  Aus- 
führlich stellen  wir  darauf  die  Her  mite' sehen  Arbeiten  über 
•die  Zahl  e,  wie  sie  sich  finden  im  Journal  für  die  r.  u.  a. 
Mathematik  Bd.  76  pag.  303  und  342  und  in  der  Schrift  Sur 
la  fonction  exponentielle,  Paris  1874,  in  ihrem  Zusammen- 
hange dar,  und  geben  dann  einen  Theil  der  Lindemann- 
schen  Untersuchung  über  die  Ludolph'sche  Zahl,  soweit  es 
erforderlich  ist,  um  von  ihrem  Gang  und  Charakter  eine  ge- 
nügende Vorstellung  zu   bilden;   statt  sie  im  Ganzen   zu   ent- 
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wickeln,  ziehen  wir  es  vor,  den  Nachweis  für  die  Transcendeuz 
der  Zahl  n  auf  dem  einfacheren  AV^ege  zu  erbringen,  welchen 
Herr  Weierstrass  uns  gelehrt  hat.  Konnte  soweit  von 
Untersuchungen  berichtet  werden,  welche  zu  endgiltigen  Er- 
aebnissen  sefülirt  haben  und  als  abgeschlossen  zu  betrachten 
sind,  so  giebt  eine  letzte  Vorlesung  Kenntniss  von  den 
Kettenbruchalgorithmen  von  Jacobi  und  von  den  wenigen, 
noch  unzureichenden  Resultaten,  zu  denen  der  Versuch,  Kenn- 
zeichen ähnlich  dem  für  die  quadratischen  Irrationellen  ge- 
fundenen auch  für  die  kubischen  zu  ermitteln,  bisher  geführt, 
und  bei  welchen  die  Erforschung  der  Natur  der  Irrational- 
zahlen ihren  einstweiligen  Abschluss  gefunden  hat. 

Weimar,  28.  November  1891. 
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Erste  Vorlesung. 

Definition  der  Irrationalzahlen. 

1.    Es  ist  bekannt,  dass  die  Arithmetik  ihren  Ausgangs- 
punkt  von   den   positiven   ganzen   Zahlen   nimmt,    welche   die 
sogenannte  natürliche  Zahlenreihe 
1     9    ^,    4-    !=(    ß 

bilden,  dass  diese  jedoch  keineswegs  ausreichen,  um  alle  arith- 
metischen Aufgaben  zu  lösen.  Man  muss  vielmehr  zu  diesem 
Zwecke  zu  den  positiven  noch  die  negativen  ganzen  Zahlen, 
zu  den  ganzen  Zahlen  die  gebrochenen  hinzunehmen,  und  er- 
hält so  die  Cresammtheit  der  rationalen  Zahlen,  welche  all- 
gemein als  Verhältnisse  zweier  ganzen  Zahlen  dargestellt 
werden  können.  Aber  auch  mit  den  rationalen  Zahlen  kommt 
man  noch  nicht  aus.  Fragen  wir  z.  B.  nach  der  Bedingung, 
unter  welcher  die  Gleichung 
(1)  x'  =  D, 

wenn  D  eine  positive  Zahl  ist,  eine  rationale  Wurzel  hat,  so 
kann  diese  Wurzel  entweder  eine  ganze  Zahl  x  =  n  sein,  und 
folglich    müsste    dann    D    das    Quadrat    einer    ganzen    Zahl, 

D  =  U',  sein-,   oder  x  ist  eine  gebrochene  Zahl,  .«  =  — ;  dann 

kann  dieser  Bruch  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht,  also 
2),  q  als  zwei  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  an- 
genommen werden,  während  q  von  1  verschieden  ist.  Aus  der 
Gleichung  (1)  ergäbe  sich  dann 

2^2  =  ])q% 

und  folglich  müsste  jede  in  q  aufgehende  Primzahl  auch  in  |) 
enthalten   sein,   gegen   die  Voraussetzung.     Hiernach  kommen 
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wir  zu  dem  Schlüsse:  Weuu  D  nicht  das  Quadrat  einer 
ganzen  Zahl  ist,  so  giebt  es  keine  rationale  Zahl, 
welche  die  Gleichung  (1)  befriedigt;  im  entgegen- 
gesetzten Falle  ist  die  rationale  Wurzel  eine  ganz- 
zahlige, nämlich,  wenn  D  ==  n-  ist,  x  =  -\-  n. 

Wir  haben  uns  zum  Beweise  dieses  bekannten  Elementar- 
satzes auf  ein  arithmetisches  Princip  betreffend  die  Theilbar- 
keit  der  ganzen  Zahlen  gestützt.  Mau  kann  aber  dasselbe 
auch  ohne  dieses  Princip  nachweisen*),  wenn  man  sich  eines 
Ausdruckes  bedient,  den  wir  hier  sogleich  anführen  wollen, 
da  wir  auch  später  von  ihm  wieder  Gebrauch  zu  machen 
haben.     Dies  ist  der  Ausdruck 

x'  -  Bf, 
eine  sogenannte  quadratische  Form,  Derselbe  hat  die  funda- 
mentale Eigenschaft,  dass  er,  mit  einem  Ausdrucke  gleicher 
Gestalt  multiplicirt,  sich  wiederherstellt,  d.  h.  wieder  in  die 
gleiche  Gestalt  gebracht  werden  kann.  Es  besteht  nämlich 
folgende  Identität: 

(2)  {x^-Dif)'{x'^—Bij'^)  =  {xx—Dyy'f—D-{xii'-x'y)-. 

Angenommen  nun,  D  sei  keine  Quadratzahl,  es  existire 
aber  gleichwohl  eine  rationale  Zahl,  deren  Quadrat  gleich  D 
ist,  so  gäbe  es  auch  zwei  positive  ganze  Zahlen  x),  q,  für 
welche 

(3)  p^  —  Dq^  =  0 

ist;  unter  allen  solchen  Systemen  sei  j),  q  dasjenige,  bei 
welchem  q  am  kleinsten  ist.  Nun  kann  man  eine  positive 
ganze  Zahl  k  so  wählen,  dass 

1c'<D<  {k  +  1)^ 
folglich 

(4)  1^q<P<ß  +  l)q 
ist,  und  demnach  die  Zahlen 

2)  —  Jcq 

j)^  —  hpq  =  Dq^  —  ^PQ.t 
endlich  auch 


*)  Dedekind,  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen,  Braunschweig  1872, 
pag.  20. 
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Bq  —  hp 
positiv  sind.     Setzt  man  dann  in  der  Formel  (2) 
X  =2),    y  =  q,    x'  =  1,    y'  =\, 
so  liefert  sie  folgende  Beziehung: 

(r  -  Dq')  .  {h'  -D)  =  {pJc  -  Dqf  -D-ip-  qhf, 
oder  auch  wegen  (3): 

p'^  —  Dq'^  =  0, 
wenn  unter  p',  q'  die  beiden  positiven  ganzen  Zahlen 
p'  =  I)q—  pl,     q'  =  p  —  qh 

verstanden  werden,  von  welchen  nach  der  zweiten  der  Un- 
gleichheiten (4)  q'  <C  q  ist,  was  der  Bedeutung  von  q  wider- 
streitet. 

2.    Der  soeben   auf  zwiefache  Weise   bewiesene   Satz  ist 
nur   der   einfachste  Specialfall   eines   weit  allgemeinereu.     Um 
letzteren  einfach  aussprechen  zu  können,  betrachten  wir  irgend 
eine  algebraische  Gleichung  von  beliebigem  Grade: 
ax"'  +  ayX""-^  +  a^x""-^  + h  «m  =  0, 

in  welcher  die  Coefficienten  ganze  Zahlen  oder,  indem  wir 
den  höchsten  immer  gleich  1  voraussetzen  wollen,  die  Gleichung 

(5)  a;"*  +  Ä^x"'-'^  +  A^x"^-^  -\ \-  Ä„^  =  0, 

in  welcher  die  Coefficienten  rationale  Zahlen  sind.  Die  Wurzel 
jeder  solchen  Gleichung  werden  wir  mit  Kronecker  kurz 
eine  algebraische  Zahl  und,  wenn  sämmtliche  Coefficienten 
ganzzahlig  sind,  eine  ganze  algebraische  Zahl  nennen. 
Der  Satz,  den  wir  meinen,  lautet  dann  einfach  so:  Eine 
ganze   algebraische  Zahl   ist   eine   gewöhnliche  ganze 

OD  OD 

Zahl,   wenn   sie  rational  ist.     Denn,  ist  x  =  -  eine  ra- 

tionale  Lösung  der  Gleichung  (5),  wobei  wieder  2),  q  als  zwei 
ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  vorausgesetzt  werden 
dürfen,  so  giebt  die  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  Glei- 
chung (5)  sofort  folgende  Beziehung: 

pm  =  —  q  [A,p'^-^  +  ^gp'»-^  .q-] \-  A„.q"'-'], 

d.  h.  p"^  gleich  einem  Vielfachen  von  g,  und  demnach  wäre  p 
durch  jeden  in  q  enthaltenen  Primfaktor  theilbar,  was  der  An- 
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nähme  über  p,  q  widerstreitet,  es  sei  denn  q  =  \,  also  :/;  =  j) 
eine  ganze  Zahl. 

Hieraus  schliessen  wir  zugleich,  dass  eine  Gleichung 
von  der  Art  wie  (5)  mit  gahzzahligeu  Coefficienten, 
welche  keine  ganze  Wurzel  hat,  auch  keine  rationale 
Wurzel  haben  kann. 

3.  Wenn  nun  eine  gegebene  Gleichung  dieser  Art  durch 
keine  rationalen  Werthe  befriedigt  wird,  so  stehen  wir  vor 
der  Wahl,  entweder  zu  erklären,  dass  sie  keine  Lösuug  zu- 
lasse, oder  ihre  Lösung  zu  ermöglichen,  indem  wir  neue  Zahlen 
schaffen  und  einführen,  welche  dazu  geeignet  sind,  nämlich  die 
irrationalen.  Man  stösst  bekanntlich  in  der  Anwendung 
überall,  schon  bei  den  einfachsten  Aufgaben,  auf  Fälle,  welche 
die  Zulassung  solcher  Zahlen  gebieterisch  fordern.  Man  denke 
nur  an  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Katheten  gleich 
2  und  3  Längeneinheiten  sind,  so  wird  die  Länge  x  der  Hypo- 
tenuse durch  die  Gleichung 

a;2  =^  4  +  9  ==  13 

bestimmt;  obwohl  also  die  Hypotenuse  selbst  eine  völlig 
bestimmte  Grösse  ist,  kann  doch  ihr  Werth  so  lauge  nicht 
ansegeben  werden,  als  man  sich  auf  die  Betrachtung  rationaler 
Zahlen  beschränkt.  Aber  die  Anwendbarkeit  eines  Begriffes 
kann  im  Grunde  nicht  als  eine  ausreichend'  wissenschaftliche 
Begründung  desselben  angesehen  werden,  man  muss  vielmehr 
zeigen,  dass  die  Definition  des  Begriffes  von  einem  ganz  be- 
stimmten, vernünftigen  Sinne  und  so  der  Begriff  in  sich  selbst 
begründet  ist.  Und  so  haben  wir  also  zu  fragen:  Hat  es 
einen  Sinn,  eine  Zahl  x  durch  die  Bedingung  z.  B.  zu  defi- 
niren,  dass  x^  =  13  sei,  uud  welches  ist  dieser  Sinn?*) 

Eine  rationale  Zahl  x  giebt  es,  wie  wir  wissen,  nicht, 
die  der  Gleichung  genügte;  zunächst  aber  giebt  es  unter  den 
ganzen  Zahlen  zwei,  die  ihr  möglichst  nahe  genügen,  näm- 
lich 3  und  4,  jene  zu  klein,  diese  zu  gross,  denn  ihre  Quadrate 
sind  9  und  16;  desgleichen  unter  den  einstelligen  Decimal- 
brüchen  zwei,   nämlich   3,6   und  3,7,  die   möglichst  nahe   ge- 

*)  Vgl.  zum  Folgenden  E.  Heine,  Die  Elemente  der  Funktionen- 
lehrc,  im  J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  74. 
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nügen,  jene  zu  klein,  diese  zu  gross,  mit  Jeu  Quadraten  12,96 
und  13,G9;  ebenso  zwei  meist  genäherte  Zahlen  unter  den 
zweistelligen  Decimalbrüchen,  3,60  und  3,6i,  etwas  zu  klein 
und  etwas  zu  gross,  mit  den  Quadraten  12,9600  und  13,0321 
u.  s.  w.  Kurz,  es  lassen  sich  zwei  unbegrenzte  Reihen  ratio- 
naler Zahlen  aufstellen: 

j3;      3,6;      3,60-,      3,605;      3,6055;      3,60555;      •   ■    • 
^  "^  [4;     3,7;     3,61;     3,606;     3,6056;     3,60556;     •  •  • 

von  der  Beschaffenheit,  dafs  zwar  die  Quadrate  der  ersteren 
Zahlen  stets  zu  klein,  die  Quadrate  der  letzteren  stets  zu  gross 
sind,  dass  jedoch,  wenn  die  Zahlen  dieser  beiden  Reihen  nach 
einander  für  x  eingesetzt  werden,  die  Gleichung  oc}  =  13  mit 
stets  wachsender  Annäherung  gelöst,  der  begangene  Fehler 
stets  kleiner  wird,  und  verschwindend  klein  werden  würde, 
wenn  man  jede  dieser  beiden  Reihen  ins  Unendliche  fortsetzen 
würde.  Die  beiden  Reihen  haben  zudem  die  Eigenschaft,  dass 
die  erstere  eine  Reihe  wachsender,  die  zweite  eine  Reihe  ab- 
nehmender Zahlen  ist,  und  dafs  der  Unterschied  zwischen  zwei 
entsprechenden  Gliedern  beider  Reihen  unter  jeden  Grad  von 
Kleinheit  herabsinkt,  wenn  man  die  Reihen  weit  genug  fort- 
setzt. Aus  dieser  Ursache  wollen  wir  die  erstere  Reihe  die 
ansteigende,  die  zweite  die  absteigende,  beide  zusammen 
aber  zwei  gegen  einander  convergirende  Zahlenreihen 
nennen. 

Aus  dem  Gesagten  geht  nun  hervor,  dass,  wenn  die 
Gleichung  a;^  =  13  durch  eine  Zahl  gelöst  wird,  diese  stets 
zwischen  den  sich  entsprechenden  Gliedern  der  beiden 
Zahlenreihen  (6)  enthalten  sein  muss,  und  da  die  Glieder 
gegen  einander  convergiren,  d.  h.  schliesslich  sich  um  weniger 
von  einander  unterscheiden,  als  irgend  ein  angebbarer  Werth, 
sich  von  diesen  Gliedern  selbst  um  so  weniger  wird  unter- 
scheiden können.  Wir  dürfen  jene  Zahl  x  dann  also  als  den 
gemeinsamen  Grenzwerth  beider  gegen  einander  con- 
vergirenden  Zahlenreihen  bezeichnen.  Umgekehrt,  wenn 
eine  Zahl  x  existirt,  welche  stets  von  diesen  beiden  Reihen 
umschlossen  wird  und  daher  als  ihr  gemeinsamer  Grenzwerth 
bezeichnet  werden  darf,  so  darf  diese  auch  als  eine  Lösung  der 
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Gleichung  x^  =  13  aufgefasst  werden.  Wir  erkennen  hieraus, 
dass  die  Annahme  einer  Zahl,  welche  der  Gleichung 
ar  =  13  genügt,  gleichbedeutend  ist  mit  der  andern  An- 
nahme, dass  den  beiden  gegen  einander  convergirenden 
Reihen  (6)  eine  Zahl  zugehört,  die  sie  zu  gemeinsamem 
Grenzwerthe  haben. 

4.  Wie  steht  es  nun  mit  der  Berechtigung  dieser 
letzteren  Auffassung? 

Zuerst  wollen  wir  daran  erinnern,  dass  es  ganz  gang 
und  sfäbe  ist,  rationale  Zahlen  als  solche  Grenzwerthe  auf- 
zufassen,  denn  wenn  wir  z.  B.  die  Zahl  \-  durch  den  unend- 
lichen Decimalbruch  0,33333  •  •  •  ersetzen,  so  heisst  das,  genau 
besehen,  nichts  anderes,  als  dass  wir  sie  auffassen  als  den 
gemeinsamen  Grenzwerth  der  beiden  gegen  einander  con- 
vergirenden Zahlenreihen: 

0;     0,3;     0,33;     0,333;     0,3333;     •  •  •     ansteigend, 
1;     0,4;     0,34;     0,334;     0,3334;     •  •  •     absteigend 

zwischen  deren  sich  entsprechenden  Gliedern  ^  stets  enthalten 
bleibt.  In  gleicher  Weise  kaun  man  jede  rationale  Zahl,  und 
zwar  auf  mannigfache  Weise,  als  gemeinsamen  Grenzwerth 
zweier  gegen  einander  convergirenden  Zahlenreihen  auffassen, 
z.  B.  die  Null  als  Grenzwerth  der  beiden  Reihen: 

1; 
-1, 

wenn  m  positiv  ist,  und  je  nachdem  man  für  m  diesen  oder 
jenen  positiven  Werth  wählt,  würde  man  verschiedene  solche 
Bestimmungsweiseu  erhalten. 

Zweitens  ist  uns  aber  die  in  Frage  gestellte  Auffassung 
überhaupt  ganz  geläufig.  Nehmen  wir  irgend  einen  un- 
endlichen Decimalbruch,  z.  B.  denjenigen,  bei  welchem  die 
ersten  Decimalziffern  die  Zahlen  1  bis  0  sind,  auf  welche  sie 
dann  jedesmal  zweifach,  dann  dreifach  wiederholt  folgen  u.  s.  w., 
also: 

0,123456789112233445560778899111222  •  •  • 


1 

2"'' 

1 

1 

1 

1 

1 

2^' 

^'' 

-^n^ 

Definition  der  Irrationalzahlen.  7 

Niemand  von  uns  nimmt  Anstand,  unter  demselben  eine  ganz 
bestimmte  Zahl  zu  verstehen,  obwohl  wir  nicht  wissen,  viel- 
mehr ernstlich  daran  zweifeln  dürfen,  ob  sie  durch  einen  ra- 
tionalen Werth  ausdrückbar  sein  mag;  wir  haben  uns  eben 
daran  gewöhnt,  mit  solchen  unendlichen  Brüchen  den  Sinn 
einer  bestimmten  Zahl  zu  verknüpfen.  Im  Grunde  ist  nun 
aber  dieser  Sinn  des  Decimalbruches  kein  anderer  als  der,  der 
gemeinsame  Grenzwerth  für  die  folgenden  zwei  gegen  ein- 
ander convergireuden  Zahlenreihen  zu  sein: 

0  1 

0,1  0,2 

0,12  0,13 

0,123  0,124 


und  sonach  verbinden  wir  also  aus  Gewohnheit  mit  diesen 
beiden  Zahlenreihen  unbedenklich  die  Vorstellung  einer  be- 
stimmten Zahl  als  ihres  gemeinsamen  Grenzwerthes.  Nun 
betrachten  wir  irgend  zwei  gegen  einander  conver- 
girende  Zahlenreihen 


(7)  , 

von  denen  die  erstere  die  ansteigende,  die  zweite  die  absteigende 
sein  mag,  d.  h.  zwei  Reihen,  in  denen  für  jeden  Werth 
des  Index  i  die  Bedingungen  erfüllt  sind: 

und  die  Differenz  hi  —  ai  mit  wachsendem  Index  un- 
endlich klein  wird.  Offenbar  wäre  es  nur  eine  Verallge- 
meinerung obiger  Auffassung,  wenn  wir  auch  von  diesen  zwei 
gegen  einander  convergireuden  Werthreihen  aussagteu,  dass  sie 
mit  einander  eine  Zahl  als  ihren  gemeinsamen  Grenzwerth  be- 
stimmen. Indessen  dürfen  wir  nicht  übersehen,  dass  solche 
Auffassung  zweierlei  in  sich  schliesst:  1)  die  Annahme,  dass 
beide  Reihen  thatsächlich  eine  gemeinsame  Grenze  haben, 
d.  h,  dass  etwas  existirt,  was  als  gemeinsame  Grenze  beider 
vorgestellt  werden  kann,  und  2)  dass  dies  Existirende  als  eine 
Zahl  betrachtet  werden  darf.  Der  Strenge  der  Arithmetik, 
welche    von    allen  Theilen   der  Mathematik   als   die  „reinste" 
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Wissenschaft  gilt,  entspräche  es  wenig,  wenn  wir  ihre  funda- 
mentalsten Begritfe  auf  Axiome,  wie  die  erste,  weder  erwiesene 
noch  überhaupt  nachweisbare  Annahme  es  wäre,  begründen 
würden.  Wir  stellen  uns  daher  auf  einen  anderen  Standpunkt, 
den  zuerist  Heine  eingenommen  hat.*) 

Wir  stellen  in  der  That  die  Definition  auf:  Die 
beiden  gegen  einander  convergirenden  Zahlenreihen 
(7)  hestimmen  mit  einander  eine  Zahl  oder  es  ent- 
spreche ihnen  eine  Zahl  z.  Aber  wir  ziehen  nicht,  um  sie 
vorzustellen,  den  Begriff  der  Grenze  zu  Hilfe,  sondern  fassen 
sie  —  zunächst  ganz  mit  Heine  —  rein  formell  als  ein 
Zahlzeichen,  indem  wir  darunter  das  Symbol 

verstehen,  auf.  Um  diesen  allgemeineren  Zahlenbegriff  in 
Verbindung  zu  bringen  mit  dem  gewohnten  Begriffe  der  ratio- 
nalen Zahlen,  setzen  wir  ferner  fest,  dass,  so  oft  eine 
rationale  Zahl  z  vorhanden  ist,  welche  stets  zwischen  «,,  hi 
enthalten  bleibt  und  daher  als  gemeinsamer  Grenzwerth  beider 
Reihen  aufgefasst  werden  darf,  diese  Zahl  unter  dem  Sym- 
bole (8)  verstanden  werden  soll.  Und  endlich  nennen 
wir  die  durch  das  Symbol  (8)  definirte  Zahl  z  allgemein  den 
gemeinsamen  Grenzwerth  der  zwei  gegen  einander  con- 
vergirenden Zahlenreihen  (7).  —  Sonach  hätten  wir  die  all- 
gemeineren Zahlen  nach  He  ine's  Vorgange  lediglich  als 
Zahlzeichen  definirt.  Wollen  wir  aber  diesen  formellen 
Zeichen  auch  einen  realen  Sinn  untergelegt  sehen,  so  können 

die  rationalen  Zahlen  uns  dazu  führen.    Eine  solche,   -,  tritt 

zunächst  auch  nur  als  ein  Symbol  oder  als  ein  Zahlzeichen 
auf,  durch  welches  die  rationale  Zahl  als  den  Zahlen  in,  n 
entsprechend  bezeichnet  wird;  es  bedeutet  aber  sodann  das 
Resultat  einer  Reihe  von  Operationen,  welche  an  der  Einheit 
vollzogen  werden  sollen,  und  enthält  demnach  in  sich  den 
Ausdruck  einer  ganz  bestimmten  Forderung,  ohne 
Rücksicht  übrigens  darauf,  ob  oder  wie  diese  Forderung  that- 

*)  A.  a.  0.;  aus  der  Einleitung  seiner  Arbeit  ist  ersichtlich,  dass 
die  Priorität  für  seine  Auffassung  im  Grunde  Herrn  ü.  Cantor  zukommt. 
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sächlich  erfüllbar  ist.  Genau  ebenso  werden  wir  das  unter  (8) 
definirte  Zahlzeichen  oder  die  durch  die  Reihen  (7)  bestimmte 
Zahl  als  den  Ausdruck  einer  bestimmten  Forderung 
auffassen  können,  nämlich  der  Forderung,  die  beiden  gegen 
einander  convergirenden  Zahlenreihen  gleichzeitig  unbegrenzt 
fortzusetzen  oder  zu  durchlaufen. 

Der  eigentliche  Unterschied  zwischen  der  He  ine 'sehen 
Auffassung  der  Zahl  als  das  Zahlzeichen  (8)  und  der  zuvor 
erwähnten  Auffassung  dürfte  dann  so  ausgesprochen  werden 
können:  Während  wir  hier  die  Zahl  als  den  Ausdruck  der 
genannten  Forderung  seihst  definiren,  setzt  jene  Auffassung, 
nach  der  sie  der  gemeinsame  Grenzwerth  beider  Reihen  (7) 
ist,  die  Zahl  als  das  Resultat  der  geforderten  Opera- 
tion, als  dasjenige  fest,  zu  dem  man  gelangen  würde,  wenn 
man  die  Forderung  erfüllte  oder  erfüllen,  nämlich  die  Werth- 
reihen  ins  Unendliche  durchlaufen  könnte.  Diese  Festsetzung 
enthält  aber,  wie  bemerkt,  eine  Behauptung  oder  eine  An- 
nahme, welche  sich  nie  erweisen  lässt,  während  die  Heine' sehe 
von  allem  Hypothetischen  frei  ist. 

5.  Gleichviel  nun,  ob  man  den  allgemeineren  Zahlenbegriff 
in  der  angegebenen  Weise  nur  rein  formell  oder  als  das  Zahl- 
zeichen  (8)  definirt,  oder  den  von  uns  angegebenen  realen 
Sinn  damit  verbinden  will,  eins  bleibt  noch  zu  erörtern,  in- 
wiefern man  nämlich  berechtigt  sei,  das  so  Definirte  als  eine 
Zahl  zu  charakterisiren.  Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  klar 
zu  stellen,  was  bei  der  Erweiterung  des  rationalen  Zahlen- 
begriffes noch   unter  Zahl  verstanden   werden  kann  und  soll. 

Zunächst  dürfen  wir  natürlich  nicht  verlangen,  dass  der 
erweiterte  Zahlenbegriff  unter  die  üblichen  Definitionen  des 
gewöhnlichen  sich  einbegreifen  lasse;  aber  umgekehrt  muss 
die  rationale  Zahl  als  besonderer  Fall  in  dem  erweiterten 
Zahlenbegriffe  enthalten  sein.  Dieser  Forderung  nun  ge- 
nügt der  Heine'sche  allgemeine  Zahlenbegriff,  denn 
es  ist  bemerkt  worden,  dass  jede  rationale  Zahl  als  gemein- 
samer Grenzwerth  zweier  gegen  einander  convergirender  Zahlen- 
reihen aufgefasst  werden  kann.  Bedenken  wir  ferner,  dass  der 
alleinige  Zweck  der  Erweiterung  des  Zahlenbegriffes,  schon 
beim  ersten  Schritte  über  die  positiven  ganzen  Zahlen  hinaus, 
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nur  der  ist,  gewisse  Rechnungen  allgemein  ausführbar  zu 
machen,  die  mit  den  Zahlen  engeren  Siunes  allein  nicht  mög- 
lich sind,  so  darf  das  wesentliche  Merkmal  der  Zahlen 
überhaupt  darin  gesetzt  werden,  dass  sich  mit  ihnen 
rechnen  lässt,  d.  h.  dass  zwei  solche  Elemente  nach  be- 
stimmten Keficeln  wieder  zu  einem  Elemente  derselben  Art 
verknüpft  werden  können.  Die  für  die  engere  Gattung  der 
rationalen  Zahlen  fundamentalen  Regeln  sind  die  vier  Species, 
die  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division,  die  bei 
den  rationalen  Zahlen  in  der  That  (wenigstens  nach  Ausschluss 
der  Null,  welche  nur  uneigentlich  eine  Zahl  ist)  stets  wieder 
eine  rationale  Zahl  liefern. 

Wenn  wir  also  jetzt  den  allgemeineren  ZahlenbegrifF,  wie 
oben,  festsetzen,  so  müssen  wir,  um  das  Definirte  wirklich  als 
Zahl  bezeichnen  zu  dürfen,  Regeln  angeben  können,  wie  zwei 
solche  Zahlen  mit  einander  zu  einer  dritten  verknüpft  werden 
können,  die  als  ihre  Summe,  Differenz,  Produkt  oder  Quotient 
angesehen  werden  darf;  damit  sie  das  darf,  wird  aber  nur 
erforderlich  sein,  dass,  so  oft  die  verknüpften  Zahlen  rational 
sind,  auch  wirklich  ihre  richtige  Summe  u.  s.  w.  nach  jenen 
Regeln  entsteht;  denn  die  für  die  allgemeinere  Gattung  der 
Zahlen  giltigeu  Regeln  müssen  selbstverständlich  auch  für  die 
darin  enthaltene  besondere  Art  richtig  bleiben. 

Wir  werden  uns  bei  dieser  Betrachtung  auf  das  für  unseren 
Zweck,  bei  dem  es  uns  nicht  auf  Vollständigkeit  ankommt. 
Ausreichende  beschränken,  indem  wir  voraussetzen,  dass  die 
Zahlen  beider  gegen  einander  convergirendeu  Zahlenreihen 
sämmtlich  positiv  sind;  die  Zahl  z  wird  dann  auch  als  posi- 
tiver Werth  bezeichnet  werden  dürfen. 

Sei  nun 

^        ^^i,     h.     ß.,     •  •  •     ßn     ■  •  -^ 
oder  kürzer 


^-c;) 


eine  zweite  durch  die  im  Symbol  enthaltenen  zwei  gegen  ein- 
ander convergirendeu  Zahlenreihen,  von  denen  die  obere  die 
an-,  die  untere  die  absteigende  sei,  definirte  positive  Zahl,  so 
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überzeugt  man  sich  zuerst  ohne  Mühe,  dass  dann  auch  sowohl 
die  beiden  Zahlenreihen 


als  auch  die  beiden  Reihen 

'ai  —  ßi,     ai  —  ß.,,     a^  —  ßs, 


(10)  17  7  T. 

\h^  —  a^,     \  —  «2;     ^3 

als  auch  endlich  die  beiden  Reihen 

a^cc^,     a.2cc.2,     a.^a^, 


^^^^  l&./5x,     hß2,     hß„ 

je  zwei  gegen  einander  convergirende  Zahlenreihen  sind.  Um 
dies  z.  B.  von  der  letzten  zu  zeigen,  so  folgt  aus  den  cha- 
rakteristischen Ungleichheiten,  nach  welchen 

'bi  >  &,+i  >  «i+i  >  üi 

ßi  >  ßi  +  i  >  CCi  +  x  >  OCi 

ist,  um  so  mehr  auch 

lißi  >  hj^ißij^i  >  a,-|-i  o:,  +  i  >  üiUi ; 
und   da  hi  —  «,-  und   ßi  —  ai  mit  wachsendem  Index  i  unter 
jeden  Grad  von  Kleinheit  herabsinken  und 

lißi  —  aiUi  =  hi{ßi  —  «,)  +  o^iipi  —  <^0 
gesetzt  werden  kann,  so  gilt  dasselbe  von  hißi  —  a,«/,  weil 
ai,  hi  endlich,  jenes  nämlich  stets  zwischen  a^  und  /3i,  dieses 
zwischen  a^,  \  enthalten  bleiben.  Diesem  zufolge  sind  die 
gedachten  zwei  Zahlenreihen  (11)  gegen  einander  convergirend. 
Hiernach  wollen  wir  nun  die  Grenzwerthe  der  drei  Paare 
gegen  einander  convergirender  Zahlenreihen  (9),  (10),  (11), 
d.  h.  die  —  nach  unserer  Festsetzung  —  ihnen  entsprechenden 
Zahlen  resp.  als  Summe,  Differenz  und  Produkt  der  beiden 
Zahlen  2,  t  definiren,  also  setzen: 


(12) 


füi  -f  a\  füi  —  ß\ 


+  ß^ 


6.    Es   ist  leicht   einzusehen,  dass   diese  Definitionen   der 
Forderung  genügen,  auch  in  dem  Falle  giltig  zu  bleiben,  dass 


12  Erste  Vorlesiing 

die  Zahlen  r  und  ^  rationale  Zahlen  sind.  Denn  liegt  eine 
rationale  Zahl  z  stets  zwischen  o,  und  6,-,  eine  andere  ^  stets 
zwischen  «,  und  ßi,  so  liegen  selbstverständlich  z -\- l,  z  —  t,^ 
zt,  resp.  zwischen  den  sich  entsprechenden  Gliedern  der  gegen 
einander  convergirenden  Zahlenreihen  (0),  (10),  (11),  und 
können  demnach  als  mit  ihren  Grenzwerthen  übereinstimmend 
definirt  werden. 

Bei  der  Differenz 


l 


sind  mehrere  Fälle  möglich.     Aus  den  Ungleichheiten 
hi  —  «/  >  6/+1  —  a,+i  >  «v+i  —  ßi+i  >  üi  —  ßi, 

welche  bei  ihr  bestehen,  folgt  zuerst,  dass,  wenn  Z;,  —  «,  für 
einen  bestimmten  Werth  des  Index  negativ  ist,  es  auch  für 
alle  grösseren  Werthe  desselben  so  bleibt,  und  um  so  mehr 
dann  auch  a,-  —  /3,;  dann  sind  also  die  sämmtlichen  Zahlen  der 
beiden  Zahlenreihen  von  einer  bestimmten  Stelle  an  negativ, 
und  demnach  ist  dann  auch  z  —  ^  als  eine  negative  Zahl 
anzusehen  und  man  nennt  z  <i  t,.  Wird  zweitens  ?>,  —  a, 
niemals  negativ,  so  ist  es  vom  Anfang  an  und  dauernd  posi- 
tiv; ist  dann  gleichzeitig  «,  ^  /3,  wenigstens  von  einer  be- 
stimmten Stelle  an  positiv,  so  Avird  man  auch  z  —  ^  als  eine 
positive  Zahl  anzusehen  haben,  und  man  nennt  ^  >  ^.  Wenn 
dagegen  «,  —  /3,  niemals  positiv  wird,  sondern  dauernd  —  und 
vom  Anbeginn  —  negativ  bleibt,  so  haben  wir  drittens  zwei 
Zahlenreihen,  eine  ansteigende,  aus  negativen  Zahlen  bestehende, 
und  eine  absteigende,  aus  positiven  Zahlen  gebildete  Reihe, 
welche  demnach  die  Null  immer  zwischen  sich  fassen,  und 
welche  ihr  auch  unendlich  nahe  kommen,  weil  der  Unterschied 
zwischen  zwei  sich  entsprechenden  Gliedern  beider  Reihen 
unter  jeden  Grad  von  Kleinheit  herabsinkt.  In  diesem  Falle 
also  wird  der  gemeinsame  Grenzwerth  der  beiden  Zahlenreihen 
die  Null  sein,  man  hat  z  —  t  =  0,  oder  die  beiden  Zahlen 
z,  ^  sind  einander  gleich:  s  ==  ^. 

So  oft  überhaupt  die  Null  als  Grenzwerth  zweier  gegen 
einander  convergirender  Zahlenreihen  dargestellt  wird,  muss 
die  ansteigende  Reihe  aus  negativen,   die  absteigende  Reihe 
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aus  positiven  Zahlen  bestehen,  welche  unter  jeden  Grad  von 
Kleinheit  herabsinken.  Denn,  würde  z.  B.  die  ansteigende 
Reihe  an  einer  bestimmten  Stelle  positiv,  so  würde  sie  dauernd 
es  bleiben  und  sich  von  der  Null  entfernen,  während  die 
absteigende  ihr  nicht  unendlich  nahe  kommt,  da  ihre  Glieder 
über  den  entsprechenden  der  absteigenden  Reihe  bleiben.  Die 
Null  wird  also  nicht  von  den  Reihen  eingeschlossen,  sie  kann 
nicht  ihr  gemeinsamer  Grenzwerth  sein,  der  vielmehr  als  eine 
positive  Zahl  angesehen  werden  muss. 
Setzen  wir  in  der  Differenz  z  —  t, 

ai  —   ß;  ==   —  di,       h;  —   Ki  =  Ei, 

so  sind,  wenn  z  =  t,,  d.  h.  wenn 


/ß:  -  8\  _  (a\ 
V«.  -{-  sj         \ßj 


ist,  dem  Obigen  zufolge  di,  Si  positive  Werthe,  die  mit  wachsen- 
dem Index  i  unendlich  klein  werden,  während  stets  dj  -\-  S; 
>  ß;  —  «;  bleibt,   und    man   erhält  umgekehrt  die  Gleichheit 

für  die  Grenzwerthe  zweier  Paare  gegen  einander  convergirender 
Werthreihen,  von  denen  das  eine  Paar  c^,,  ßi,  das  andere  Paar 
ßi  —  df,  a,  -f-  Si  zu  entsprechenden  Gliedern  der  an-  und  ab- 
steigenden Reihen  hat,  wenn  di,  Si  positive  Werthe  bedeuten, 
welche  mit  wachsendem  i  unendlich  klein  werden, 

7.  Nach  diesen  Bemerkungen  über  die  Null,  über  die 
Gleichheit  zweier  Zahlen,  und  wie  sie,  falls  sie  ungleich  sind, 
nach  der  Grösse  geordnet  zu  denken  sind,  können  wir  uns 
zur  Definition  des  Quotienten  wenden,  die  uns  noch  fehlt. 
Wir  müssen  dabei,  gerade  wie  bei  dem  Quotienten  rationaler 
Zahlen,  voraussetzen,  dass  der  Divisor,  er  sei  ^,  von  Null  ver- 
schieden sei,  d.  h.  also,  dass  die  Zahlen  «,-,  ßi,  welche,  wie 
oben,  positiv  angenommen  werden,  nicht  mit  wachsendem 
Index  unendlich  klein  werden.  Sie  bleiben  demnach,  wie  gross 
i  auch  werde,  jedenfalls  immer  über  einer  gewissen  endlich 
angebbaren  Zahl  y.     Wir  definiren   nun  den  Quotienten 

—  durch  die  Gleichheit: 
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(14) 


a,       Oo       «3 
(i>'     S.'     ^3' 
h,       b.,       h 


und  haben,  um  dies  als  zulässig  zu  erweisen,  ofiFenbar  nur  zu 

zeigen,  dass   die   in   Parenthesen   gesetzten  beiden  Zahlreihen 

gegen   einander   convergirende   sind;   dass   die  Definition   dann 

auch  für  rationale  s,  t  gi^^'g  bleibt,  ersieht  man,  wie  bei  den 

drei  anderen  Operationen,  von  selbst.     Jene  Convergenz  aber 

erkennt  man  daraus, '*dass 

1        1    .  '^,      ^, 

erstens,  weil  &,  >  a,,  ßi  >  a,  also  —  >  3-  ist,   auch  —  >  ^ 

a.         ß.  cc.        ß. 

ist;  dass 

zweitens,    weil    ?>,-l.i  <  &,-,    «,4-1  >  a,-    also     <  —    ist, 

auch  <— ,    die    untere   Reihe   also   eine  absteigende   ist: 

(-+-1  t 

dass  ebenso 

drittens,    weil    a/_f.i>ff,,    ßi^i<Cßi    also    ^ — > -^    ist, 

P/+1       Pi 

auch    ß—^'ßf    clie    obere   Reihe    also    eine   ansteigende   ist; 

P«  +  i       P« 
und  dass  endlich 

viertens   die  Differenz   zweier   sich   entsprechender  Glieder 

mit  wachsendem  Index  i  unendlich  klein  wird,  indem  der 
Nenner  zuletzt  stets  grösser  bleibt  als  y",  während  der  Zähler, 
wie  schon  früher  gezeigt  worden,  gegen  Null  convergirt. 

8.  Nachdem  in  solcher  Weise  die  vier  Species  für  die 
Zahlen  in  erweitertem  Sinne  so  festgestellt  worden  sind,  dass 
sie  auch  giltig  bleiben,  d.  h.  mit  den  gewöhnlichen  vier  Spe- 
cies übereinkommen,  so  oft  die  verknüpften  Elemente  der 
Rechnung  rational  sind,  dürfen  wir  nunmehr,  dem  Gesagten 
zufolge,  das  durch  zwei  gegen  einander  convergirende  Zahlen- 
reihen Definirte  und  als  ihr  geraeinsamer  Grenzwerth  Bezeich- 
nete in  der  That  als  eine  Zahl  auffassen.  Aber,  weil  sie  nur 
in    besonderen  Fällen    rational   ist,    werden  wir   sie   in   den 
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übrigen  Fällen  irrational  nennen  müssen;  die  rationalen  und 
irrationalen  Zahlen,  welche  wir  so  unter  einem  gemeinsamen 
Gesichtspunkte  zusammengefasst  haben,  bilden  mit  einander 
das  Gebiet  aller  reellen  Zahlen. 

Eine  vollständige  Arithmetik  der  reellen  Zahlen  müsste 
nun  noch  zeigen,  dass  die  fundamentalen  Rechnungsregeln, 
welche  für  rationale  Zahlen  gelten,  auch  in  Bestand  bleiben 
für  die  allgemeinere  Zahlengattung,  welche  sie  als  besondere 
Art  umfasst;  z.  B.,  wenn  für  ein  drittes  Paar  gegen  einander 
convergirender  Zahlenreihen  der  Grenzwerth  5  heisst,  etwa 


=(;;)' 


wo  also  a,,  Bj  die  sich  entsprechenden  Glieder  der  an-  und 
absteigenden  Reihe  sind,  so  müsste  der  bekannte  Multiplika- 
tionssatz 

nachweisbar  sein.  Wir  wollen  diesen  Nachweis  z.  B.  für  das 
untere  Vorzeichen  wirklich  erbringen.     Da 

\6;  —  Ui/ 
ist,  liefert  die  Definition  des  Produktes  zunächst 

während 


also  nach  der  Definition  der  Differenz 

(16)  'i-^i  =  kb,-.„J 

ist.      Aber    die    allgemeinen    Glieder    in    dem    Symbole    der 
Formel  (16)  lassen  sich  folgendermassen  schreiben: 

a,a,  —  ßihi  =  {hihi  —  Uihi)  —  hi{ßi  —  «,)  —  (?>.b,-  —  «,a,) 
hihi  —  Uiiki  =  («,a,-  —  /JiQi)  +  ^i{ßi  —  Ki)  +  {hihi  —  «,a,), 

unterscheiden  sich  also  von  denen  des  Symbols  in  der  Formel  (15) 
um  die  Werthe 
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—  di=  —  hi(ß;  —  «/)  -  (bihi  —  «,Q.) 

+  f ,  ==  -f  n,('/3,-  —  «,)  4-  (h.\)i  ~  rt.-a,), 

welche,  die  erstereu  negativ,  die  zweiten  positiv,  mit  wachsen- 
dem i  gegen  Null  convergiren;  das  Symbol  (IG)  hat  mit 
andern  Worten  die  Gestalt: 


\(a.(i,  —  /3,a,)  +  £,/ 


.(«,n,-  —  ßiüi)  +  £,v 

und  bezeichnet  daher,  nach  dem  durch  die  Gleichung  (13) 
ausgesprochenen  Satze,  denselben  Werth,  wie  das  Symbol  (!;")). 

Weiter  wollen  wir  nicht  gehen;  es  kam  uns  nur  darauf 
an,  zu  zeigen,  wie  die  irrationalen  Zahlen  genau  zu  definiren 
sind,  und  ihren  Charakter  als  Zahlen  wissenschaftlich  zu  be- 
gründen. Dies  glauben  wir  durch  das  Gesagte  ausreichend 
geleistet  zu  haben. 

Wir  wollen  nur  noch,  um  auf  unsern  Ausgangspunkt 
zurückzukommen,  bemerken,  dass  durcli  die  von  uns  ein- 
geführten allgemeineren  oder  irrationalen  Zahlen  nun  wirklich 
auch  der  Zweck  erreicht  Avird,  die  Gleichung  x^  =  13  z.  B. 
auflösbar  zu  machen.  Denn  bezeichnet  man  mit  x  die  durch 
die  zwei  gegen  einander  convergirenden  Zahlenreihen  (G)  be- 
stimmte Zahl,  so  ist  der  gegebenen  Definition  des  Produktes 
gemäss  x^  diejenige  Zahl,  welche  den  aus  den  Quadraten  der 
in  (G)  auftretenden  Zahlen  gebildeten  beiden  Reihen  entspricht, 
zwischen  deren  zusammengehörigen  Gliedern  aber,  wie  dort 
bemerkt,  die  rationale  Zahl  13  stets  entlialten  bleibt,  sodass 
auch  sie  als  ihr  gemeinsamer  Grenzwerth  aufzufassen  und 
demnach  x^  ==  13  ist. 


Zweite  Vorlesung. 


lieber  algebraische  Zahlen. 


1.  Wir  kehren  zum  Ausgangspunkte  der  vorigen  Be- 
trachtungen nunmehr  zurück,  um  zu  fragen,  ob  die  von  uns 
eingeführten     irrationalen    Zahlen    geeignet    und    hinreichend 
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sind,  alle  Gleichungen,  wie  die  Gleichung  (5)  voriger  Vor- 
lesung zu  lösen.  Anscheinend  nicht;  denn  z.  B.  kann  man  für 
die  Gleichung 

a;2  +  1  =  0 

weder  einen  ganzen  noch  auch  einen  rationalen  Werth  x  an- 
geben, der  sie  auch  nur  mit  irgend  einer  Annäherung  löste, 
sodass  es  also  offenbar  auch  nicht  gelingen  kann,  mittels 
solcher  unendlich  fortgesetzten  Annäherung  einen  Grenzwerth 
zu  bestimmen,  der  sie  wirklich  erfüllte.  Die  genannte 
Gleichung  hat  keine  reelle  Wurzel.  Es  ist  nun  aber 
das  Verdienst  von  Gauss,  zuerst  den  strengen  Beweis  erbracht 
zu  haben,  dass  jede  algebraische  Gleichung  von  der 
Form 
(1)  x"^ -{- A^x^ -"■-{- A^x"^-^ -\ l-^m  =  0 

wenigstens  dann  eine  Lösung  hat,  Avenn  man  ausser 
den  reellen  Zahlen  auch  die  sogenannten  complexen 
Zahlen  zulässt,  d.  h.  die  Zahlen  von  der  Form  a  -{-  hi, 
worin  i  zur  Abkürzung  steht  für  das  imaginäre  Symbol  ]/ — 1, 
während  a,  h  reelle  Werthe  bedeuten.  Diese  letzteren  lassen 
sich  mit  beliebiger  Annäherung  berechnen,  besser  gesagt,  es 
lassen  sich  für  a  sowohl  wie  für  h  je  zwei  gegen  einander 
convergirende  Zahlenreihen  ermitteln,  wie  sie  im  Vorigen  be- 
trachtet worden  sind,  als  deren  Grenzwerthe  a,  h  anzusehen 
sind.  Die  mehr  oder  weniger  zweckmässigen  Mittel  und  Wege 
hierzu  sind  zuerst  von  Lagrange,  Fourier  und  später  von 
Vielen  gesucht  und  angegeben  worden  und  bilden  den  Gegen- 
stand der  sogenannten  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen. 
Uns  ist  es  nicht  möglich,  näher  hier  darauf  einzugehen,  es 
muss  uns  vielmehr  genügen,  dass  die  Gleichung  (1)  in  solcher 
Weise  stets  gelöst  werden  kann  auf  Grund  der  zuvor  ge- 
gebenen Definition  der  irrationalen  Zahlen;  und  die  somit 
wirklich  vorhandenen  Lösungen  der  Gleichungen  von  jener 
Form  nennen  wir,  wie  schon  gesagt,  algebraische  Zahlen. 
Sie  sind,  wie  unschwer  zu  sehen,  genau  denselben  allgemeinen 
Rechnungsi'egeln  unterworfen  wie  die  reellen  Zahlen;  jedes 
Lehrbuch  über  complexe  Grössen  bringt  darüber  das  noth- 
wendige;    hier    wollen    wir    nur    zwei    allgemeine    Sätze    von 

Bach  manu,  Irrationalzalilon.  2 
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algebraischen  Zahlen  beweisen,  welche  für  die  Erkenntniss  der 
Natur  solcher  Zahlen  von  Wichtigkeit  sind. 

2.  Seien  a,  ß  zwei  algebraische  Zahlen,  nämlich 
tt  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(1)  x^  +  A^x'"-^  +  A,x^'--  H \-  A,n  =  0, 

ß  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(2)  x»  +  B.x''-'  +  B,x"-'  H \-  B„  =  0 

mit  rationalen  Coefficienten,  so  wird  auch  jeder  ra- 
tional aus  ci  und  ß  gebildete  Ausdruck  eine  algebra- 
ische Zahl  sein.  Wir  zeigen  dies  zunächst  für  die 
drei  Ausdrücke  a  -\-  ß,  a  —  ß,  a  •  ß.'*) 

Bezeichnen  wir  hierzu  das  Produkt  mn  kurz  durch  ^9, 
und  mit  «i,  a.^,  «3,  ■  •  •  cop  die  jj  Produkte  aus  jeder  der  Po- 
tenzen 

1,  a,  a-,  ■  ■  •  a"'~^ 

mit  jeder  der  Potenzen 

1,  ß,  ß\---  /3"-S 
welche   also   sämmtlich   die  Form  a"  |3''  haben,   während  ft,  v 
kleiner  sind  als  m,  n  resp.    Nun  sei  oj  irgend  eine  der  Grössen 
a  -\-  ß,  a  —  /3,  0:  •  /3;  dann  lässt  sich  jedes  der  Produkte 

(Ö03l,    CO  «2,    ÖCOy,    •  •  •    GiC3p 

auf  lineare  Weise  durch  die  Grössen  o^,  coo-,  •  •  •  dp,  nämlich 
in  der  Form 

(3)  \ «1  4-  ^'2 «o  +  •  •  •  +  lipCij, 

mit  rationalen  Coefficienten  Z:,-  ausdrücken.  In  der  That  sei 
CO  etwa  der  Ausdruck  a  ■\-  ß,  so  findet  sich 

(4)  («  +  /3)  •  «"/5''  =  «■"  +  '  •  ß'  +  ß"  •  /3'  +  ^ 
und  es  sind  vier  Fälle  möglich: 

entweder  ist  ft  <  ?n — 1,  v<n — 1;  dann  ist  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (4)  die  Summe  zweier  der  Grössen 
(»1,  cjg,  •  •  •  dp,  die  Behauptung  also  erwiesen; 


*)  Dieser  und  der  in  der  folgenden  Nummer  enthaltene  allgemeine 
Satz  und  die  mitgetheilten  Beweise  finden  eich  in  Dedekind,  sur  la 
theorie  des  nombres  entiers  algebrique^,  Paris  1877  (extrait  du  Bulletin 
des  sciences  mathematiques  et  asti-onoraiques  1.  sdrie  t.  XI  et  2.  s^rie 
t.  I)  pag.  60. 
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oder  es  ist  ft  =  w  —  1,  v  <  «  —  1;  dann  gehört  das  zweite 
Glied  rechts  zu  den  Grössen  «,,  das  erste  aber  kann  mittels 
der  Identität 

.     «'"  +  yli«'"-^  +  ^.«"'-2  _j +  ^,„  =  0 

auf  die  Form 

—  Ä^  ■  a«-i/3^  —  A^  -  a'^-^ß' Ä,,,  •  a^ß' 

gebracht,  d.  h.  als  ein  linearer  Ausdruck  mittels  einiger  der 
Grössen  co,-  und  rationalen  Coefficienten  dargestellt  werden, 
womit  wieder  die  Behauptung  erwiesen  ist; 

oder  es  ist  ft  <  m  —  1,  v  =  n  —  1,  dann  führt  die  Identität 
^"  +  BJ'-'  +  B,ß^-'  +  . . .  +  5„  =  0 

zu  dem  gleichen  Ziele; 

oder  endlich  es  ist  ^  =  m  —  1,  v  =  n — 1;  dann  bedarf 
es  nur  der  Anwendung  dieser  beiden  Identitäten,  um  die  Be- 
hauptung als  richtig  zu  beweisen.  Da  nun  die  gleichen  Be- 
trachtungen auch  gelten,  wenn  o  die  Differenz  a  —  ß  oder 
das  Produkt  aß  bedeutet,  so  lassen  sich  in  allen  drei  Fällen 
p  Gleichungen  aufstellen: 

CO  (Dl  =  Ji[ «1    -f-  /i'2  »2    +   •  •  •   +  ^i'p  COp 


deren  sämmtliche  Coefficienten  lil  rational  sind,  und  denen 
man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

0  =  {kl  —  a)  •  (x)i  -\-  li'i Gi>  -\-  •  ■  •  -{-  kpOp 
/rc^  \  ^  =  ^'i'^i  +  (^^'2'  —  «)  •  CJ2  H h  kpCOj, 

(5) 

,  0  =  Jii'coi  +  Zrl'wg  +  •  •  •  +  iK  —  ")  •  ^p- 

Hier  müssen  wir  nun  den  Begriff  einer  Determinante  und  die 
einfachsten  Sätze  über  sie  voraussetzen.  Da  die  Grössen  cj.- 
nicht  sämmtlich  Null  sind,  denn  unter  ihnen  befindet  sich 
auch  das  Produkt  1  •  1,  so  muss,  einem  solchen  Satze  zufolge, 
die  Determinante  der  Gleichungen  (5),  nämlich  der  Ausdruck 

2* 
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Vi  —  a,   /.-.;, 

•  •  • 

Kl,       K2, 

—  CJ 

gleich  Null    sein.     Das    giebt    aber,    wenn   die   Determinante 
entwickelt  wird,  eine  Gleichung  von  der  Form 
(6)  ra^^  +  Ä-.Gj/^-i +  /t,cDP--'H A-^=0, 

deren  Coefficienten  A-,  aus  den  Grössen  Ic]  durch  Additionen, 
Subtraktionen  oder  Multiplikationen  gebildet  siud,  nothwendig 
also,  eben  sowohl  wie  die  Ti]  selbst,  rational  sind.  Mit  andern 
Worten:  co,  d.  h.  jede  der  drei  Grössen  a  -\-  ß,  «  —  ß,  ^ß,  ist 
eine  algebraische  Zahl. 

Nebenbei  wollen  wir  bemerken,  dass,  so  oft  die  Ai  und 
Bi  ganze  Zahlen,  d.  h.  so  oft  a  und  ß  ganze  algebraische 
Zahlen  sind,  auch  die  Coefficienten  Tc]  den  obigen  Erörterungen 
über  die  Produkte  c3G3i  gemäss  ganze  Zahlen  sein  werden. 
In  diesem  Falle  werden  demnach  auch  die  Zahlen  A,-  ganze 
Zahlen  und  a  wird  eine  ganze  algebraische  Zahl  sein. 
So  gewinnt  man  den  Zusatz:  Die  Summe,  die  Differenz 
und  das  Produkt  zweier  ganzen  algebraischen  Zahlen 
ist  wieder  eine  ganze  algebraische  Zahl. 

Gehen  wir  zu  unserm  eigentlichen  Vorhaben  zurück,  so 
können  wir  weiter  bemerken,  dass,  wenn  u  eine  von  0  ver- 
schiedene   algebraische   Zahl    ist,    dasselbe    auch   von 

—  gilt.     Denn  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  (1),  also 

«'»  +  ^i«"«-!  +  ^2«"""^  H h  A<-ia  +  ^m  =  0, 

so  ist 

wo  die  Division  mit  Am  gestattet  war,  weil  Am  nicht  0  sein 
kann,  wenn  es  a  nicht  ist;  d.  h.  —  ist  Wurzel  der  Gleichung 

^       An  An  ^,a 

mit  rationalen  Coefficienten,  w.  z.  b.  w. 
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Verbindet  man  diese  Bemerkung  mit  dem  zuvor  Be- 
wiesenen,   so    leuchtet  ein,    dass   auch  —  eine   algebra- 

ische  Zahl  sein  muss.  Und  da  jeder  aus  a  und  ß  rational 
zusammengesetzte  Ausdruck  entsteht,  indem  man  eine  Anzahl 
Additionen,  Subtraktionen,  Multiplikationen  und  Divisionen  in 
gewisser  Reihenfolge  ausführt,  so  ist  die  Behauptung  hiermit 
erwiesen:  ein  jeder  Ausdruck  dieser  Art  ist  gleichfalls 
eine  algebraische  Zahl. 

3.  Der  zweite  allgemeine  Satz,  den  wir  beweisen  wollen, 
lautet  folgendermassen:  Wenn  co  Wurzel  einer  algebra- 
ischen Gleichung  ist,  deren  Coefficienten  algebra- 
ische Zahlen  sind,  so  ist  co  selbst  eine  algebraische 
Zahl. 

Denn  besteht  die  Identität 

a"  -f-  aco"-'^  +  /3o»-2  _|-  . . .  -|-  y  =  0, 

in  welcher  a,  ß,  -  •  ■  y  algebraische  Zahlen  sind,  der  Art,  dass 
folgende  Identitäten  stattfinden: 

a«  -f  ^i««-!  -\ 1-  A  =  0 

ßbj^B,ß'-^  +  ...  +  B,  =  Q 


in  denen  die  Coefficienten  sämmtlich  rationale  Zahlen  sind, 
und  bezeichnet  mau  das  Produkt  nab  •  ■  ■  c  wieder  zur  Ab- 
kürzung mit  Pj  mit  tOj,  Og,  •  ■  •  cUp  aber  die  sämmtlichen  Pro- 
dukte von  der  Form: 

ö"'  •  a"'  •  /3*'  •  •  •  y"', 

in  denen  die  Exponenten  resp.  kleiner  sind  als  n,  a,  h,  •  ■  •  c, 
so  überzeugt  man  sich  ohne  Mühe  genau  wie  bei  dem  Be- 
weise des  vorigen  Satzes,  indem  man  nur  die  obigen  Identi- 
täten verwendet,  dass  die  p  Produkte 

sämmtlich  auf  die  Form 

gebracht  werden  können,  während  die  hi  durch  Additionen, 
Subtraktionen    und    Multiplikationen    aus    den   yl,,  Bi,  •  •  •  d 
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entstehen  und  demnach  rational  sind.  Das  giebt  wieder 
p  Gleichungen  von  der  Gestalt  (5)  und  als  Folgerung  eine 
Gleichung  von  der  Form  (6),  welche  eben  zeigt,  dass  a  eine 
algebraische  Zahl  ist. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  a,  ß,  ■  ■  •  7  sämmtlich 
ganze  algebraische  Zahlen  sind,  sind  die  Coefficienten  Ai, 
Bi,  •  •  •  Ci  sämmtlich  ganze  Zahlen;  dem  eben  Gesagten 
zufolge  werden  dann  auch  sämmtliche  Coefficienten  in  den 
Gleichungen  (5)  ganze  Zahlen  sein,  und,  wie  im  vorigen 
Satze,  dasselbe  auch  gelten  von  den  Coefficienten  der  Glei- 
chung (6).  Hieraus  schliesst  man  den  Zusatz:  Die  Wurzel 
einer  Gleichung,  deren  Coefficienten  ganze  algebra- 
ische Zahlen  sind,  ist  selbst  eine  ganze  algebraische 
Zahl. 

Aus  dem  zweiten  der  hier  bewiesenen  allgemeinen  Sätze 
geht  hervor,  dass  eine  Zahl  durch  die  Bestimmung,  Wurzel 
einer  Gleichung  zu  sein,  deren  Coefficienten  algebraische 
Zahlen  sind,  nicht  allgemeiner  definirt  ist,  als  durch  die  Be- 
stimmung, einer  Gleichung  zu  genügen  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten; diese  letztere  Definition  umfasst  vielmehr  die  erstere 
und  kann  als  die  allgemeinste  Definition  algebra- 
ischer Zahlen  angesehen  werden. 

4.  Hier  lässt  sich  nun  sogleich  die  Frage  aufwerfen,  ob 
die  sämmtlichen  möglichen  Irrationalzahlen,  wie  sie  in  voriger 
Vorlesung  eingeführt  worden  sind  und  wir  sie  in  dieser  Vor- 
lesung nach  Gauss  noch  durch  die  complexen  Zahlen  ergänzt 
haben,  unter  diese  Definition  mit  einbegriffen  sind,  oder  ob 
es,  mit  andern  Worten,  auch  uichtalgebraische  Zahlen 
giebt,  welche  dann  als  transcendente  Zahlen  bezeichnet 
werden  könnten? 

Aber  eine  andere  Frage  liegt  fast  noch  näher.  Bleiben 
wir  bei  den  algebraischen  Zahlen,  so  können  wir  ihre  Ge- 
sammtheit  eintheileu  nach  dem  Grade  der  Gleichung,  durch 
welche  sie  definirt  sind,  und  können  so  Irrationellen  ver- 
schiedener Grade,  quadratische,  kubische,  biquadra- 
tische  u.  s.  w.  Irrationellen  unterscheiden.  Das  ist  aber 
ein  algebraischer  Gesichtspunkt  und  Unterschied,  und  es 
entsteht  die  Frage,  welche  rein  arithmetischen  Unterschiede 
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finden  statt  zwischen  diesen  Irrationellen  verschiedener  Grade? 
welches  sind  die  arithmetischen  Kennzeichen,  durch 
welche  die  Irrationellen  der  verschiedenen  Grade  sich 
von  einander  scheiden  und  einzeln  erkennbar  sind? 

Die  erste  dieser  beiden  Fragen  ist  bereits  von  der  Wissen- 
schaft vollkommen  befriedigend  beantwortet  und  von  Liou- 
ville  der  Nachweis  geliefert  worden,  dass  es  in  der  That 
auch  transcendente  Zahlen  giebt.  In  dieser  Hinsicht 
forderten  besonders  zwei  Zahlen  die  Untersuchung  der  Mathe- 
matiker heraus,  die  beiden,  gewöhnlich  mit  e  und  n  bezeich- 
neten Zahlen,  d.  i.  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmen- 
systemes  und  die  Ludolph'sche  Zahl,  welche  den  Umfang  eines 
Kreises  vom  Durchmesser  1  misst.  In  neuester  Zeit  erst  ist 
es  den  Bemühungen  von  Hermite  und  von  Lindemann  ge- 
lungen, diese  höchst  anziehende,  wichtige  Frage  zu  lösen: 
Die  Zahlen  c  und  n  sind  transcendent. 

Sehr  weit  entfernt  scheint  man  dagegen  noch  von  der 
Lösung  der  zweiten  Frage  zu  sein.  Schon  seit  geraumer  Zeit 
zwar  kennt  man  ein  arithmetisches  Kennzeichen  für  die  qua- 
dratischen Irratiouellen,  auch  haben  andere  Untersuchungen 
die  Vermuthung  eines  ähnlichen  Kennzeichens  auch  für  Irra- 
tionellen höheren  Grades,  wenigstens  für  die  kubischen,  sehr 
wahrscheinlich  gemacht;  aber  noch  hat  man  im  Grunde  ihre 
verschiedene  Natur  sehr  wenig  zu  erforschen  vermocht.  Wenn 
wir  dennoch  mit  der  zweiten  Frage  beginnen,  so  geschieht  es 
deshalb,  weil  jene  Untersuchungen  sich  auf  Rechnungen  der 
höheren  Analysis  gründen  und  grössere  Vorkenntnisse  er- 
fordern, während  das,  was  über  quadratische  Irrationellen 
herzuleiten  ist,  nur  auf  sehr  einfachen  arithmetischen  Betrach- 
tungen beruht;  die  Besprechung  der  Irrationellen  höherer 
Ordnung  lassen  wir  bis  zum  Schlüsse  der  Vorlesungen. 

Das  Kennzeichen  quadratischer  Irrationellen  ist  auch  im 
Grunde  so  bekannt,  dass  wir  Anstand  nehmen  müssten,  es 
hier  ausführlich  herzuleiten,  wenn  diese  Herleitung  nicht  an 
sich  ein  ausreichendes  Interesse  darböte.  Sie  steht  aber,  wie 
wohl  zuerst  Lagrange  gezeigt  hat*),  im  engsten  Zusammen- 

*)  S.  Additions  zu  Euler,  eMmens  d'Algöbre,  traduits  de  l'alle- 
inand,  avcc  des  notes  et  des  additions,  Peteisb.  et  Paris  1798,  §  II:  me- 
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hange  mit  der  wichtigen  Theorie  der  quadratischen  Formen, 
und  so  werden  wir  sie,  im  Anschluss  an  die  Gedanken  von 
Lagrange,  in  der  Folge  darstellen.  Zugleich  aber  bringen 
wir  ihre  allgemeine,  noch  bekanntere  Grundlage,  die  Theorie 
der  Kettenbrüche,  zu  dem  Zwecke  zur  Darstellung,  einen  Algo- 
rithmus sogleich  in  seiner  einfachsten  Art  zu  lehren,  dessen 
Verallgemeinerung,  wie  sie  zuerst  Jacobi  betrachtet  hat,  die 
richtige  Grundlage  sein  dürfte,  um  über  die  Natur  der  Irra- 
tionellen höheren  Grades  zur  Erkenntniss  zu  kommen. 


Dritte  Vorlesung. 
Die  Ketteubriiche. 

1.    Sind   a,  a^   zwei   positive  Werthe.   so  kann  man  stets 
die  Gleichung  ansetzen: 

worin  p^  das  grösste  in  dem  Verhältnisse  -  enthaltene  Ganze, 

ag  aber  den  Rest  bezeichnet,  welcher  bei  der  Division  von  a 
durch    «1    erübrigt.      Es    ist  demnach  p^^   eine   positive   ganze 

Zahl   oder  Null,  je  nachdem   —   grösser   oder  kleiner  als  die 

Einheit  ist,  und  «g  ^"1  positiver  Werth  kleiner  als  a^.  Wird 
nun  mit  «j,  a^  in  gleicher  Weise  verfahren  und  dieselbe 
Rechnung  weiter  fortgesetzt,  so  ergiebt  sich  eine  Reihe  von 
Gleichungen  wie  folgt: 

a        =  i)o«i       +  «2 


tti-i  =  pi  _  1  a,  +  «1  +  1 
in   welcher  a^,  a^,  «g,   •  •  •   abnehmende   positive  Werthe,  2h} 
Ihj  P:i)  •  •  •  ^^6^  sämmtlich   positive  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

thodes  pour  cl(^terminer  les  nombres   entiers,   qui  donnent  les   minima 
des  formules  ind^terminöes  ä  deux  inconnues. 
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Zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  können  sich  darbieten: 


entweder    ist    das    Verhältniss 


rational    oder    nicht.      Im 


ersteren  Falle  können  wir  es  dem  Verhältnisse  zweier  posi- 
tiven ganzen  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler,  welche  a,  «^ 
heissen  mögen,  gleichsetzen:  ;. 


(2) 


Für  die  ganzen  Zahlen  a,  «j   muss  die  angedeutete  Rechnung 
eine  Reihe  von  Gleichungen  ergeben  von  der  Form: 


(3) 


«1  =  Ih  «2  +   «3 

l  «i-1  =Pi-lC<i 


worin  jetzt  die  Reste  cck  eine  abnehmende  Reihe  ganzer 
Zahlen  bilden,  welche  nothwendig  abbricht,  sodass  ein  Rest 
—  wir  haben  angenommen  «j-f-i  —  der  Null  gleich  wird;  der 
vorhergehende  Rest  a^  muss  dann,  da  er  offenbar  gemeinsamer 
Theiler  von  a,  a^  ist,  nach  der  Voraussetzung  gleich  1  sein. 
Nun    folgt    aus    (2)    die    Gleichheit    der    beiden    Verhältnisse 

— ,   — :  wird  ihr  gemeinsamer  Werth  q  genannt  und  q-ak  =  ük 

gesetzt,  so  ergiebt  sich  aus  (3)  folgende  neue  Reihe  von 
Gleichungen: 


(1') 


«1  =2'l«2   +   «3 

ai  —  2  =Pi-2Cii-i  +  «,- 

welche  für  den  vorliegenden  Fall  den  Algorithmus  (1)  für  die 
Zahlen  a,  a^  darstellen,  da  2h)  Pn  PiJ  '  "  '  ^^^  grössten  Ganzen 
bedeuten,  die  in  den  Verhältnissen  -  =  — ,  -'-==—  ■•• 
enthalten  sind.     Ist  also   —    ein    rationales   Verhältniss, 

so  besteht  der  Algorithmus  (1)  nur  aus  einer  endlichen  An- 
zahl von  Gleichungen  von  der  Form  (1'). 
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Ist  dagegen     -  ein   irrationales   Verhältuiss,    so   ist 

die  Anzahl  der  Gleichungen  (1)  unbeschränkt;  denn  oflenbar 
kann  die  Rechnung  solange  immer  noch  um  eine  Stelle  weiter- 
geführt werden,  als  keine  der  Zahlen  ffj,  a^,  •  •  •  gleich  Null 
wird,  und  dieser  Fall  kann  jetzt  nicht  eintreten;  denn  würde 
z.B.  f/,_f.i  =  0,  80  würde  aus  der  Gleichung  a,_i  =^),_irt,-(-  nj^i 

das    Verhältuiss    und    damit    auch    alle    vorhergehenden 


Verhältnisse  ,    - —  ,  •  •  •   bis   zum  letzten       ,   dies  gegen 

die  Voraussetzung,   rational   werden.     Man   kann  hiernach  in 
diesem  Falle  passend  schreiben: 

«1  =Ä«2  +  «3 
«2=i^2«3  +  «4 


(1") 


Für  einen  rationalen  Werth    -  findet  man  aus  den  Glei- 
chungen  (1')   durch   successives  Fortschaffen   der  Verhältnisse 

— ,  — ,  •  •  •  seine  Entwicklung  in  einen  Kettenbruch: 

a  ,1 

^=i^o  +  ,,-  +  l 

wofür   wir  der  grösseren   Bequemlichkeit  wegen   das   Symbol 

(4)  ^"   =  (Po5  Ih,  Ih,  ■■■  P'-i) 

setzen  wollen.  Dabei  soll  j^^,,  welches  eine  positive  ganze  Zahl 
oder  die  Null  sein  konnte,  während  alle  andern  ^)  wesentlich 
positive  ganze  Zahlen  waren,  das  Anfangsglied,  die  letztern 
die  T  heilnenn  er  genannt  werden,  sodass  der  Satz  gilt: 
Jede  (positive)  rationale  Zahl  kann  in  einen  endlichen 
Ketteilbruch  entwickelt  werden,  dessen  sämmtliche 
Theilneniier  positive  ganze  Zahlen,  dessen  Theil- 
zähler  der  positiven  Einheit  gleich  sind. 

Auch    jede    (positive)    Irrationalzahl    —    kann    aus    den 

Gleichungen   (1")    in   einen  ähnlichen   Ketteubruch   entwickelt 
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werden,  dessen  Gliederzahl  beliebig  gross  gemacht  werden 
kann.  Denn,  bricht  mau  die  Reihe  jener  Gleichungen  bei  der 
Gleichung 

ab,  so  findet  sich  die  Kettenbruchentwicklung: 


a 


a- 


=  iPo;  ih,  ih,  •  •  •  Pi-i, 


welche  sich  von  der  vorigen  nur  darin  unterscheidet,  dass  zu 
den  ganzzahligen  Theilnennern  ein  Schlussnenuer  hinzu- 
tritt, der  eine  Irrationalzahl  ist,  worauf  eben  die  Möglichkeit 
beruht,  die  Entwicklung,  wenn  mau  will,  noch  weiter  fortzu- 
setzen. 

Die  Brüche 

(Po)  =  f '     ^^^o;  Pi)  =Po  +  j^, 

u.  s.  w.,  welche  aus  dem  Kettenbruche  dadurch  entstehen,  dass 
man  ihn  bei  seinen  einzelnen  Gliedern  abbricht,  werden  seine 
aufeinanderfolgenden  (der  erste,  zweite,  dritte  u.  s.  w.)  Nähe- 
ruugsbrüche  genannt. 

2.    Nehmen    wir    —    als    geofeben   au,    so   ist   damit   die 

Scala  der  Zahlen  2h}  Pu  P^^  '  '  '  ebenfalls  bestimmt.  Ver- 
mittelst dieser  Scala  wollen  wir  nun  neben  den  Gleichungen 
(1')  resp.  (1")  folgendes  neue,  nach  demselben  Gesetze  ge- 
bildete System  von  Gleichungen  einführen: 

x^       =  P1OC2       -j-  x^ 


[  Xk-i  =  Ih—iXk  +  x,,^i  . 
Die   Anzahl  h    dieser   Gleichungen    darf  im   Falle   eines   irra- 


a 


tionalen  Verhältnisses  —  beliebig  gross  angenommen  werden, 

kann   dagegen   im   Falle    eines   rationalen    Verhältnisses   nicht 
«rrösser    sein    als    die   Anzahl    der   in   der  Scala   vorhandenen 
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Zahlen  p.  Wir  können  nun  entweder  für  x,  x^  beliebige 
Werthe  wählen,  und  dann  werden  die  nachfolgenden  Grössen 
^2>  ^3;  •  ■  ■  •^'i  +  i  durch  die  Gleichuugen  (X)  mitbestimmt  sein; 
oder  aber  wir  können  auch  Xk,  a^A  +  i  beliebig  wählen,  und 
dann  werden  alle  vorhergehenden  Grössen  x,  Xi,  X2,  •  •  •  Xk—i 
durch  die  Gleichungen  (X)  mitbestimmt  sein.  Um  z.  B.  x 
durch  Xk,  Xk+i  auszudrücken,  hat  man  nur  nöthig,  in  die  erste 
der  Gleichungen  (X)   den  Werth   für  x^  einzusetzen,   wodurch 

^  =  (d^oPi  +  Oa'2  +Pu^'3 

hervorgeht,  darauf  in  diese  Gleichung  für  X2  seinen  Werth  zu 
setzen,  was 

X  =  ÜPoPi  +  l)i^2  +  Po)  •  ^3  +  iPoPi  +0-^4 

ergiebt  u.  s.  f ,  bis  alle  Zwischengrössen  bis  x^—i  einschliess- 
lich fortgeschafft  sind.  Da  bei  diesen  aufeinanderfolgenden 
Substitutionen  nirgends  andere  Rechnungen  auszuführen  sind 
als  Additionen  und  Multiplikationen  mit  den  positiven  ganzen 
Zahlen  2\,  Pi,  P-zi  '  '  ';  ^^  müssen  in  der  auf  solche  Weise 
entstehenden  Gleichung 
(5)  X  =  CkXk  +  dkXkJ^i 

die  Coefficienten  Ck,  (h  nothwendig  positive  ganze  Zahlen 
sein;  und  Gleiches  gilt  von  den  Coefficienten  Ck,  d'k  in  der 
Gleichung 

(5)  x^  =  c'kXk  +  d'kXk^i , 

welche  auf  demselben  Wege  erhalten  wird,  wenn  man  von 
der  zweiten  Formel  des  Systemes  (X)  ausgeht.  Hierbei  ist 
zwar  der  Natur  der  Sache  nach  />•  >  2  vorausgesetzt,  jedoch 
kann  in  den  Formeln  (5)  auch  h  =  \  angenommen  werden, 
wenn  man  dann  nur  den  Coefficienten  die  Werthe 

(6)  q=i?o,     ^^  =  1;     c;  =  l,     d[  =  0 
beigelegt  denkt. 

Den  Formeln  (5)  analog  bestehen  nun  auch  die  folgenden 
beiden,  vorausgesetzt,  dass  /c  >  1  ist: 

X  =  Ck-iXk-i-]r  dk_iXk 


0)  I  '  ,  ^' 

^  '  a;^  =  Ck-\Xk-i  -f-  dk-iXk 
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Aber,  indem  man  in  den  Gleichungen  (5)  für  x^+i  seinen, 
aus  der  letzten  der  Gleichungen  (X)  folgenden  Werth  einsetzt, 
findet  mau  andererseits  die  Formeln: 

cc  =  chXk-i  +  (Ck  — Pk-idk)Xk 
cc^  =  d'kXk-i  +  {c'k  — pk-xdk)Xk, 

welche  mit  den  vorhergehenden  übereinstimmend  sein  müssen 
und  daher  zu  den  Beziehungen 

dk  =  Ck-i,       Ck  =  Pk—idk  +  dk-i , 
d'k  =  Ci'_i ,       c'k  -=  Ih-id'k  +  d'k-x 
hinführen.     Hierin  ist,   der  Herleitung  gemäss,  ^  >  1  voraus- 
zusetzen;   wird    aber   sogar  /c  >  2   angenommen,    so   gestattet 
die  Verbindung  der  vorstehenden   Gleichungen   die  folgenden 
abzuleiten : 

(8)  Ck  =Pk-iCk-i  -f  Ck-2,       Ck  =pk-iCk-i  +  c'k-i, 

welche  zur  allmählichen  Bildung  der  Coefficienten 
Cki  c'k  aus  je  zwei  vorhergehenden  dienen.  Nun  findet 
man  aber  aus  dem  Systeme  (X)  ohne  Mühe,  dass  c^  =PiPo  +  1> 
c.2  =  Pi  ist.     Giebt  man  daher  den  Zeichen  Cq,  Co  die  Werthe 

(9)  Co=l,      Co  =  0, 

so  leuchtet  ein,  dass  das  Bildungsgesetz  für  die  Grössen 
Ck,  c'k,  welches  die  Formeln  (8)  aussprechen,  auch  noch  für 
den  Index  ä;  =  2  bestehen  bleibt. 

Für  die  Unbestimmten  Xk,  Xk-^^i  wollen  wir  nun  die  Werthe 
1, 0  resp.  wählen;  dann  werden  offenbar  nach  den  Gleichungen  (X) 
Xk—iy  Xk—2,  '  •  •  x^,  Xy,  X  positive  ganze  Zahlen  werden  und 
eine  zunehmende  Reihe  bilden,  woraus  von  selbst  folgt,  dass 
Po;  P\j  P2)  '  '  '  ^^®  grössten  Ganzen,  x^,  x^,  •  •  •  die  Reste  sein 
werden,  welche  bei  der  Division  von  x  durch  x^,  von  x-^  durch 
x^  u.  s.  f.  sich  finden,  und  da  unter  den  letztern  der  Rest 
Xk  =•  1  auftritt,  müssen  die  der  gemachten  Annahme  ent- 
sprechenden Werthe  von  x,  x^  relative  Primzahlen,  d.  i.  Zahlen 
ohne  gemeinsamen  Theiler  sein.  Diese  Werthe  sind  aber  nach 
den  Gleichungen  (5)  x  =  Ck,  x^  ==  c*  resp.,  daher  wir  schliessen: 

Die  Zahlen  c^,  Ck  sind  relative  Primzahlen  und 
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d.  h.  Ck  und  q-  sind  Zähler  und  Nenner  des  Z:*®"  Nähe- 
ruugsbriiches   für   den         darstellenden   Kettenbrucb, 

°  Ol 

wenn  dieser  Näheruugsbrueh  auf  seinen  einfachsten 
Ausdruck  als  Quotient  zweier  Zahlen  ohae  gemein- 
samen Theiler  gebracht  gedacht  wird.  Die  Gleichungen 
(8)  enthalten  somit  das  Bildungsgesetz  für  die  Zähler  und 
Nenner  der  aufeinanderfolgenden  Näheriingsbrüche  und  lassen 
sich  in  Worten  ausdrücken  wie  folgt: 

Denkt  man  sich  die  Näherungsbrüche  auf  ihre 
einfachsten  Ausdrücke  gebracht,  so  erhält  man  den 
Zähler  des  h^"^  Näherungsbruches,  wenn  man  den 
(h — 1)**"^  Theilnenner  mit  dem  Zähler  des  vorher- 
gehenden Näherungsbruches  multiplicirt  und  dazu 
den  Zähler  des  zweitvorhergehenden  Näherungs- 
bruches addirt.  Den  Nenner  findet  man  nach  dem- 
selben Gesetze  aus  den  Nennern  der  beiden  vorauf- 
gehenden Näherungsbrüche. 

Unter  diese  Regel  lässt  sich  auch  der  zweite  Näherungs- 
bruch schon  begreifen,  wenn,  dem  Obigen  zufolge,  ein  fictiver 

c  1       . 

Näherungsbruch  der  O*^*'  Ordnung,  -r  =  77,  hinzugedacht  wird, 

dem  natürlich  kein  Werth,  sondern  nur  eine  rein  schematische 
Bedeutung  zukommt. 

3.  Bis  hierher  haben  wir  die  Gleichungen  (X)  durchweg 
benutzt,  um  x  und  x^  durch  die  beiden  letzten  Unbestimmten 
Xk,  Xk-Sf-x  auszudrücken.  Es  ist  aber  schon  bemerkt  worden, 
dass  auch  das  Umgekehrte  möglich  ist.  Schafft  man  zunächst 
Xk  aus  der  vorletzten  Gleichung  durch  Einsetzen  seines  Werthes 
fort,  so  kommt 

Xk^i  =  —pk-iXk-^  +  {pk-iPk-2  +  l)^;*-!. 
Wird  nun  für  Xk—i  sein  Werth  gesetzt,  so  findet  sich 

Xk^l^{lh-iPk-l-\-V)-Xk^-i—{Vk-ii:Pk-2Pk-l  -\-\)-{-lh-i)-Xk-'i 

u.  s.  w.     Schliesslich  crgiebt  sich  eine  Formel 
(10)  Xk^i  =  Mk+i  •  X  -f  nik+i  •  x^ , 

in  welcher  die  Coefficienten  nik^i,  wi+i  positive  oder  nega- 
tive  ganze  Zahlen   sein  müssen,  weil   bei  jenen  aufeinander- 
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folgenden  Substitutionen  niemals  Divisionen  auszuführen  sind; 
und  auf  demselben  Wege  findet  sich 

(10)  Xk  =  nik  '  X  +  m'k  •  x^ . 

Nun  hat  man  aber  umgekehrt  nach  (7): 

x  =  Ck  -Xk  +  Ca— 1  -Xk^i 

Xi  =  Ck  •  Xk  +  c'k-i  •  Xk+i, 
zwei  Gleichungen,  aus  deren  Auflösung  sich 

Xk  = 


c^-l  • 

X  — 

«A- 

-1  ■ 

X, 

Ca- Ca 

— 1  ~ 

-c; 

Ca- 

-1 

-c^- 

x^ 

Ca- 

X, 

SCk+1 

ergiebt.  Die  Vergleichung  der  letzten  Gleichungen,  welche 
dasselbe  sein  müssen  wie  die  Gleichungen  (10),  mit  diesen 
letztgenannten,  beweist,  da  ««a+i,  wl+i  ganze  Zahlen  waren, 
dass  Ck,  Ck  theilbar  sind  durch  Ca-Ca—i  —  Ca'ca-_i;  sie  sind  aber 
relative  Primzahlen,  also  muss 

CkCk-i  —  c'kCk-i  =  +  1 

sein,  um  über  das  Vorzeichen  zu  entscheiden,  ersetzen  wir 
Ca-  und  Ca  durch  ihre  Werthe  (8),  wodurch  die  Recursions- 
formel 

CiCA_i  CA-Ci_i  =  —  (Ca-_iCa-_2  Ck-iCk-2) 

gewonnen  wird.  Wenn  darin  k  in  h  —  1,  Je  —  2,  •  •  •  ver- 
wandelt wird,  in  welcher  Richtung  man  soweit  fortgehen  kann, 
als  die  Gleichungen  (8)  und  (10),  auf  welche  wir  uns  gestützt 
haben,  Geltung  behalten,  d.  h.  bis  k  =  2,  so  entsteht  eine 
Reihe  von  k  —  1  Gleichungen,  deren  Multiplikation 

C^Ca— 1  —  CaCa— 1  =  (—  1)^—^  •  (qco  —  c^^c'l) 
oder  einfacher 

(11)  Ca-C;_i   —  CaCa—i  =  (—  1)^ 

ergiebt. 

Aus   dieser  wichtigen  Gleichung  findet  man  ferner  durch 
Division  mit  Ca-_i  •  Ca- 


(12)  -* ^^^1^  =  - 

Cj,  Ct. 1  C 


c'' 
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tl,  h.  den  Satz:  Der  Unterschied  zwischen  zwei  aufein- 
anderfolgenden Näheruugsbrüchen  ist  ein  Bruch, 
dessen  Zähler  der  positiven  oder  negativen  Einheit 
gleich,  dessen  Nenner  das  Produkt  aus  den  Nennern 
beider  Näherungsbrüche  ist.  Auch  schliesst  man  aus 
der  Formel  (12),  dass  dieser  Unterschied  mit  wachsendem 
Index  /••  fort  und  fort  abnimmt,  wenn  man  bedenkt,  dass  die 
Zähler  und  Nenner  der  Näherungsbrüche  ihrem  Bildungsgesetze 
gemäss  mit  dem  Index  k  zugleich  wachsen. 

Die  soeben  abgeleiteten  Ergebnisse  lassen  den  Grund  für 
die  Wahl  der  Benennung  „Näherungsbrüche"  erkennen.  Ver- 
binden wir  nämlich  die  Gleichungen 

^  =  CkXk  +  C)^-iXk-\-i,         Xy  =  c'kXk  +  cl,-iXkJrl 

mit  den  andern: 

«  =  CkOk  -\-  Ck-ittk+i,       a^  =  c'kttk  -f  Ck-ittk  +  i , 

welche  auf  die  analoge  Weise  aus  den  Gleichungen  (1)  ge- 
wonnen werden,  so   finden   wir  mit  Hilfe  der  Gleichung  (11  j 

(13)  axj^  —  a^x  =  (—  1)*  •  {ükXk+i  —  Ok+iXk) , 

eine  Beziehung,  von  welcher  man  verschiedenen  Gebrauch 
machen  kann.  Gegenwärtig  wollen  wir  darin  Xk  =  1, 
üJt-f-i  =  0  wählen.  Dieser  Wahl  der  letzten  beiden  Un- 
bestimmten entsprechen  aber  die  Werthe  x  =  Ck,  x^  =  c'k, 
und  folglich  liefert  so  die  vorstehende  Gleichung  die  folgende: 

ac'k  —  a^Ck  =  (—  ly-'^  '  ük+i 
oder  auch  diese: 
(U)  ±-''  =  ^IL^mi^+J 

Nun  nehmen  aber  die  Grössen  a,  öTj,  a.,,  ■  •  •  fort  und  fort 
ab,  während  die  Zahlen  Ck,  wie  zuvor  bemerkt,  mit  wachsen- 
dem Iudex  gleichfalls  wachsen.  Daher  ergiebt  sich  der  Satz: 
Die  aufeinanderfolgenden  Näherungsbrüche 
nähern  sich  dem  Werthe  des  Kettenbruches  mehr  und 
mehr,  während  dieser  Werth  stets  ztvischcn  zwei  auf- 
einander folgenden  Näherungsbrüchen  enthalten  bleibt. 
Diejenigen   nämlich,    deren   Index   eine   gerade  Zahl   ist,    sind 
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stets  grösser,  die  antlern  mit  ungeradem  Index  stets  kleiner 
als  der  Werth  des  ganzen  Kettenbruchs. 

Auch  lässt  sich  das  Gesetz  der  Annäherung  aus  der 
Formel  (14)  sogleich  entnehmen.  Da  nämlich  alle  in  dem 
Ausdrucke  a^  =  c^'ajt  -(-  Ck—ittk+i  vorkommenden  Zeichen  posi- 
tive Werthe  bedeuten,  und  «a-i-i  <  %  ist,  so  besteht  offenbar 

die  Ungleichheit  a^  >  Cka/,  >  clcUk+i  oder  — ^^  <  — .    Hiernach 

Ol  c^. 

liefert  die  Gleichung  (14)  das  Ergebniss:  dass  der  Unter- 
schied   zwischen    dem    Kettenbruche    und    seinem    Ä*®"^ 

Näherungsbruche  kleiner  ist  als  -i^\  ein  Satz,  der  auch 

aus  dem  Umstände  geschlossen  werden  kann,  dass  der  Werth 
des  Kettenbruches  immer  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden 
Näherungsbrüchen  enthalten  ist.  Denn,  da  er  demnach  auch 
zwischen  dem  Ic^^"^  und  (Je  -\-  l)**"^  enthalten  ist,  deren  Unter- 
schied numerisch  gleich  —f—, — ,  also  kleiner  als  —y^  ist,  kann 
er  sich  von  jeder  der  beiden  Grenzen  auch  nur  um  eine  Grösse 
<  —TT  unterscheiden. 

Man  kann  übrigens  dies  Ergebniss  auch  in  der  folgenden 

Form  aussprechen:  Der  Unterschied  Ck •  c'k  ist  nume- 

risch    kleiner  als  —, ,   und   unter  dieser  Form  kann  es   zu 


einer  sehr  wichtigen  Anwendung  benutzt  werden,  welche  wir 
hier  kurz  erwähnen  wollen.  In  der  Zahlentheorie  spielt  die 
sogenannte  Pell'sche  Gleichung 

x^  —  Dif=l 

eine  grosse  Rolle.  Es  wird  daselbst  gezeigt,  dass,  wenn  D 
eine  positive,  von  einem  Quadrate  verschiedene  ganze  Zahl 
ist,  die  Pell'sche  Gleichung  unendlich  viele  ganzzahlige  Lö- 
sungen X  =  t,  y  ^=  V'  hat,  welche  sämmtlich  aus  einer  Fun- 
damentalauflösung, derjenigen  Auflösung  nämlich,  für 
welche  x,  y  die  kleinsten  positiven  Werthe  T,  U  besitzen, 
vermittelst  der  Formel 

^4- «]//>  = +  (r+  uyi))" 

B  a  eil  maiin  ,  Irrationalzahlen.  3 
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gefunden  werden,  wenn  man  dem  n  allmälilich  alle  ganz- 
zaliligeu  Wertlie  beilegt,  der  Reihe  nach  sowohl  das  obere 
als  das  untere  Vorzeichen  nimmt  und  jedesmal  die  rationalen 
Theile  sowie  die  irrationalen  Theile  rechts  und  links  gleich- 
setzt. Die  Grundlage  dieses  Nachweises  ist  aber  die  That- 
sache,  dass  es  unendlich  viele  ganze  Zahlen  x,  y  giebt,  für 
welche 

X  —  IiVD  numerisch  <  — 

ist.  Und  diese  Thatsache  wird  durch  den  obigen  Satz  sogleich 
als  richtig  erkannt,  wenn  man  a  =  Yl),  a^  =  \  wählt.  Denn 
die  Zähler  und  Nenner  der  Näherungsbrüche  des  Ketteu- 
bruches  für  ]/l>  bilden  dann  unendlich  viel  Systeme  x  =  Ck, 
y  =  c'k  von  der  angegebenen  Beschaffenheit. 

4.    Im    vorigen    haben  wir   immer  nur  endliche   Ketten- 
brüche betrachtet;  denn  auch  in  dem  Falle  eines  irrationalen 

Verhältnisses  —  dachten  wir  uns  doch  den  Algorithmus  (1") 
a, 

stets  nur  bis  zu  einer  zwar  beliebigen  aber  bestimmten  Stelle 
hin  fortgesetzt.  Nun  werde  jedoch  eine  ganz  beliebige  un- 
endlich fortlaufende  Reihe  positiver  ganzer  Zahlen  Pq,Pi,  2h f  "  ■> 
deren  erste  auch  Null  sein  kann,  als  gegeben  angesehen  und 
der  unendliche  Kettenbruch 

(K)  (i?o;   Ih,  P2>  Ihy   ■  ■  •) 

betrachtet.  Es  fragt  sich  vor  allem,  stellt  ein  solcher  einen 
bestimmten  Werth  vor  oder  nicht?  Bricht  man  ihn  an  einer 
bestimmten  Stelle  j)„  ab,  so  erhält  man  den  endlichen  Werth 

c         ,  ,  c        ,  , 

—,\  die  Frage  ist  demnach,  ob  -7  mit  unendlich  wachsendem 

n  n 

Index  n  gegen  einen  Grenz  werth  convergirt.  Betrachten  wir 
hierzu  die  beiden  unbegrenzten  Zahlenreihen 

£l.      £1.      ...     ^^»+1 

Cg  C^  f2n-|-2 

C.  C4  ^2«-|-2 

Nach  Gleichung  (12)  findet  sich 
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^2n           '-2ra  — 1  ''2»^2k  — 1 

^2«  +  l    ^2n  —   1 

^2n  +  2  ^2n  +  l  1 


^2«  +  2  ^2n  +  l  *^2«  +  2^2/i  +  l 

inic]  hieraus  weiter 


^2»  +  l  ^2n- 


^  ■  (A ^-)  >  0 


Hn+1  '^2n  —  l  ^2n       \''2n— 1  ^2n  + 

^2n  +  2   ^2n  1         /  ^ 1_\       ^  q 

^2n  +  2  ^2«  ^2n  +  l    \^2»  +  2  ^2// 

Diese  Bezieliuugen  kennzeichnen  aber  die  beiden  Zahlenreihen 
als  zwei  positive  gegen  einander  convergirende  Zahlenreihen, 
die  erste  als  wachsende,  die  zweite  als  abnehmende,  und  dem- 
nach bestimmen  sie  eine  gewisse  endliche  positive  Zahl  <x)  als 
ihren  gemeinsamen  Grenzwerth.  Hieraus  seh  Hessen  wir, 
dass  der  unendliche  Kettenbruch  (K)  einen  endlichen 
bestimmten  Werth  co  hat,  und  er  ist  offenbar  grösser 
als  1,  sobald  das  Anfangsglied  ^'o  von  Null  verschie- 
den ist.  Dasselbe  wird  aber  in  gleicher  Weise  gelten  auch 
von  den  aus  (K)  dadurch  entstehenden  Kettenbrüchen,  dass 
man  ein  oder  mehrere  aufeinanderfolgende  Glieder  am  An- 
fange unterdrückt. 

Aus  der  Gleichung 

folgt  sodann  jJq  als  das  grösste  in  —  enthaltene  Ganze,  Setzt 
man  demnach 

«  =  1   •  i>()  +  ^'2  , 

so  ist 

1  ,  1 


und  folglich  2\  das  grösste  in  —  enthaltene  Ganze;  also,  wenn 

■^  =  Ih  n>  +  ^3 
gesetzt  wird,  so  findet  sich 
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1 


=  lh  + 


und  demnach  2h  ^^^  ^^^  grösstc  in  "  enthaltene  Ganze  u.  s.  w. 
Es  ersiebt  sich  mit  anderen  Worten  als  der  dem  Verhältnisse 
Y  entsprechende  Algorithmus  (1)  die  unendliche  Reihe  von 
Gleichungen: 

G>  =   ^   '  Po  +  f^i 


1    =  ^äPl     +  f'i 
«2  =  «3  2^2     +  f'i 


5.  Nach  dieser  allgemeinen  Erörterung  wollen  wir  nun 
eine  Gattung  unendlicher  Kettenbrüche  genauer  betrachten, 
welche  in  arithmetischer  Beziehung  von  besonderem  Interesse 
sind,  die  periodischen  Kettenbrüche.  Nehmen  wir  an, 
in  der  unendlichen  Reihe  von  Gleichungen  (5i)  kehre  von 
einem  bestimmten  Theilnenner  pn  au  stets  dieselbe  Reihe  von 
Theilnennern  j)„,  Pn  +  i,  Pn+2,  •  •  ■  Pn+m-i  wieder,  so  wird 
der  Kettenbruch  ein  periodischer: 

0^;  Pl,   ■■■  Pn-l,  Pn,  Pn+l,   '  '  "  Pn+m-1,  Pn,  P„+l,   '  '  '  P„+m-\,   ■  ' ')  , 

und  jene  Reihe  von  Theilnennern  seine  Periode  genannt. 
Rein  periodisch  lieisst  der  Kettenbruch,  wenn  die  Perio- 
dicität  sogleich  mit  dem  Anfangsgliede  2\}  beginnt;  Nun  tiudet 
man  aus  den  n  ersten  Gleichungen  (Sl) 

(15)  1  '      1    ' 

und  aus  den  folgenden  m  Gleichungen,  nämlich 

0,1  +  1  =  2'>n  +  l<'fn  +  2  +<"';.  +  :; 

ö^/i  +  7rt  — 1  =  2'^n  +  ni  —  lfln  +  m  "f"  «« -|  »,  +  I  , 

nach  demselben  Raisonnement  die  Formeln 

tt/i  =  Cm(fn-\-m  "T   ^'m  — lö^n  +  m+I 

Cln-\-\  =   '  H/  ";i  -f  "1   ~r    ' '»1  —  1  ^«  +  '"  +  1  ) 
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in  welchen  (7„,,  Cm,  •  •  •  ebenso  aus  pn,  Pn+i,  •  •  •  2hi+)u—i,  wie 
Cm,  Cm,  •  ■  •  aus  2h,  2h,  '  •  •  Pm  —  i  zu  bilden  und  folglich  posi- 
tive ganze  Zahlen  sind.     Bemerkt  man  ferner,  dass  — ~  und 

— "  beide  in  denselben  rein  periodischen  Kettenbruch 

^n  +  m  +  l 

(P'n   P"  +  l,    •  •  ■   l^n  +  m-l,  Pn,  Pn+1,    '  "  "  Pn  +  ,n-l,    Pn,    '  '  •) 

sich  entwickeln  lassen,  also  gleichen  Werth  haben,  so  leitet 
mau  durch  Division  der  letzten  beiden  Gleichungen  durch  ein- 
ander die  folgende  her: 

Cm'Ä'-\-  (a:-l  -  Cm)  •  Ä  -  Cm-1  =  0, 

in   welcher  Ä  für  gesetzt  worden  ist.     Diese  lehrt  aber 

den  wichtigen  Satz:  Jeder  rein  periodische  Kettenbruch 
ist  die  positive  Wurzel  einer  Gleichung  zweiten 
Grades  mit  ganzzahligen  Coefficienten,  deren  zweite 
Wurzel  negativ  ist.  Dieser  Zusatz  folgt  nämlich  aus  dem 
Umstände,  dass  der  erste  und  letzte  Coefficient,  Cm,  —  Cm—i, 
entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  das  Produkt  beider  Wurzeln 

aber  bekanntlich  gleich  — ^ — ,  also  negativ  ist. 

m 

Aus  den  Gleichungen  (15)  folgt 

<^  +  <_1 ' 

also 

Ä  = 


Setzt  man  diesen  Werth  für  Ä  in  die  vorige  Gleichung  ein, 
so  ergiebt  sich  für  a  eine  ähnliche  quadratische  Gleichung, 
und  folglich  der  allgemeinere  Satz:  Jeder  periodische 
Kettenbruch  ist  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung 
mit  ganzzahligen  Coefficienten,  oder,  wie  es  früher 
ausgedrückt  worden  ist,  eine  quadratische  Irrationelle, 
eine  algebraische  Zahl  zweiten  Grades. 
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Vierte  Vorlesung. 
Die  quadratischen  Irrationellen. 

1.  Der  in  der  vorigen  Vorlesung  hergeleitete  Satz  er- 
weckt die  Frage,  ob  er  auch  umgekehrt  werden  darf,  ob  näm- 
lich der  Ketteubruch,  in  w^elchen  eine  (positive)  Wurzel  einer 
quadratischen  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coefficienten  ent- 
wickelt werden  kann,  periodisch  ist  oder  nicht.  Die  Beant- 
wortung dieser  Frage  steht  in  engster  Beziehung  zu  der 
Theorie  der  sogenannten  quadratischen  Formen,  insbeson- 
dere zu  dem  Probleme,  die  unbestimmte  Gleichung 

(1)  ax'  -\-  2hxij  -\-  cy-  =  m, 

in  welcher  a,  h,  c,  m  gegebene  ganze  Zahlen  sind,  in  ganzen 
Zahlen  x,  y  aufzulösen.     Wir  wollen  daher  zunächst  hier  ein 
paar  der  einfachsten  Eigenschaften  der  quadratischen  Formen, 
deren  wir  bedürfen  werden,  voraufschicken. 
Ebenso,  wie  bei  der  Gleichung 

a  +  2hs  4-  c/  =  0 

die  Zahl  D  =  h^  —  ac  von  Bedeutung  ist,  insofern  ihr  Vor- 
zeichen über  die  Natur  der  Wurzeln,  ob  sie  reell  sind  oder 
nicht,  entscheidet,  spielt  dieselbe  Zahl  auch  in  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  eine  grosse  Rolle  und  wird  deshalb 
die  Determinante  der  Form  genannt.  Wir  dürfen  uns  für 
unsern  Zweck  auf  die  Annahme  beschränken,  dass  sie  positiv 
und  keine  Quadratzahl  ist. 

1)   Wenn  man  in   der  Form   statt  der  Zahlen  x,  y  zwei 
andere  x' ,  y'  mittels  der  Substitution 

(2)  X  =  ax'  +  ßy'       y  =  yx'  +  dy' 

einführt,  in  welcher  a,  ß,  y,  8  ganze  Zahlen  bedeuten  sollen, 
so  geht  sie  in  eine  andere  quadratische  Form 

a'a-'-  -j-  2b' xy'  -|-  c' y"'^ 

mit  ganzzahligen  Coefficienten  über,  welche  mit  den  ursprüng- 
lichen (I,  h,  c  durch  nachstehende  Gleichungen  verbunden  sind: 
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'a'=  a(xr  -\-2  i  ay  -\-  cy-  =^{aa-\-hy)u-\-{ha-\-cy)y 

(3)  j  h'={cia-\-hy)ß-{-(ha^cy)6  =  {aß-\-hÖ)tt->r(hß-\-c8)y 

Multiplicirt  man  uuii  die  beiden  Ausdrücke  für  V  in  einander 
und  subtraliirt  davon  das  Produkt  a'c,  so  findet  man  die 
Beziehung 

(4)  B'=D'{ad-ßyy 

zwischen  den  Determinanten  der  transformirten  und  der  ur- 
sprünglichen Form.  Hiernach  werden  beide  Determinanten 
einander  gleich  sein,  wenn  der  Modulus  ad  —  ßy  der  Sub- 
stitution (2)  gleich  -\-  1  ist.  In  demselben  Falle  ergiebt  aber 
die  Auflösung  der  Gleichungen  (2)  die  folgenden: 

(5)  ■^x'=  dx  —  ßy,     Jry'=  —  yx-\-ay, 

durch  welche  offenbar  die  transformirte  Form  rückwärts  in 
die  ursprüngliche  übergeht;  und  es  werden  in  diesem  Falle 
nicht  nur  ganzzahligen  Werthen  x',  y'  solche  für  x,  y  ent- 
sprechen, sondern  auch  umgekehrt.  Man  nennt  alsdann  die 
beiden  Formen  einander  äquivalent,  und  zwar  eigentlich 
oder  uneigentlich,  je  nachdem  in  der  Gleichung 

(6)  ad  —  ßy  =  ±l 

das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist;  imd  gewinnt 
mit  Rücksicht  auf  (4)  den  Satz:  Aequivalente  Formen 
haben  gleiche  Determinante. 

2)  Geht  nun  die  Form  ax^  -\-  2hxy  -\-  cy^  durch  die  Sub- 
stitution (2)  in  die  äquivalente  Form  ax'^-\-  2h' x  y'  -\-  c'y''^j 
desgleichen  durch  die  Substitution 

X  =  Ix"  -f  ^y",     y  =  vx"  +  Qy" 

in  die  äquivalente  Form  a"x"^  -\-  2h"x"y"  -j-  c"y"^  über,  so 
wird   offenbar   die   zweite  Form   in   diese   letztere   verwandelt, 
wenn  man  nach   der  Substitution  (5)   die   soeben  bezeichnete 
anwendet,  d.  h.  durch  die  einzige  Substitution 
+  x'=  {81  —  ßv)x"  -f  {d^  —  ßQ)y" 
-\iy'  ={—V^  +  av)x"  -\-  (—  y^i  +  aQ)y'\ 
welche   aus  ihrer  Zusammensetzung  hervorgeht.     Da   für  die 
letztere  aber  ihr  Modulus 
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(dk  -  ßv)  (—  y(i  +  ap)  —  (d\a  -  ß^)  (—  y^.  +  av) 
=  {ad  —  ßy)  •  {Xq  —  /ii^) 

also  gleich  +  1  gefunden  wird,  je  nachdem  die  Aequivaleuzeu 
beide  gleicher  oder  verschiedener  Art  sind,  so  findet  sich  der 
Satz:  Zwei  Formen,  welche  einer  dritten  äquivalent 
sind,  sind  es  auch  unter  einander,  eigentlich  oder 
uneigentlich,  je  nachdem  sie  der  dritten  Form  auf 
gleiche  oder  auf  verschiedene  Art  äquivalent  sind. 

3)  Die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

a  -\-  h^  -{-  C2^  =  0, 
nämlich 

_-b_-VD  _-h  +  VD 

sollen  zugleich  die  Wurzeln  der  quadratischen  Form 

ax^  -\-  2bxy  -\-  ci/ 
heissen,  und  zwar  resp.  die  erste  und  zweite  Wurzel  derselben . 
Geht  nun  diese  B^orm  durch  die  Substitution  (2)  in  eine  äqui- 
valente Form  a  x"-  -\-  2h'x'y'  -{■  c  y"^  mit  den  Wurzeln  Ti,  zl 
über,  so  bestätigt  man  mit  Rücksicht  auf  die  dann  statt- 
findenden Gleichungen  (2),  (4),  (6)  ohne  Mühe  die  Beziehung 

^        cc-i-ßz' 

zwischen  den  gleichnamigen  Wurzeln  beider  Formen, 
wenn  die  Aequivalenz  eine  eigentliche  ist. 

4)  Von  den  Formen,  welche  einer  gegebenen  Form 
eigentlich  äquivalent  sind,  heben  wir  für  das  Folgende  nur 
diejenigen  hervor,  welche,  wenn  d  eine  positive  ganze  Zahl 
bedeutet,  durch  die  Substitution 

(7)  x  =  y',    y  =  —  x'-\-  öy' 

daraus  hervorgehen.  Man  findet  für  die  Coefticienteu  der 
transformirten  Form  alsdann  die  Werthe 

a'=c,     h'=  —  h  -  cd,     c' =  a  -}- 2hd  -{-  cö\ 

Die  besondere  Beziehung  beider  Formen  zu  einander  besteht 
hiernach  ausser  der  Aequivalenz  und  der  aus  ihr  folgenden 
Gleichheit  der  Determinanten  darin,  dass  der  erste  Coefficient 
der  neuen  Form  gleich  dem  letzten  der  ursprünglichen  Form, 
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und  die  Summe  der  mittleren  Coefficienten  durch  deu  gemein- 
samen Coefficienteu  theilbar  ist.  Zwei  äquivalente  Formen 
dieser  Art  sollen  benachbarte  Formen  heissen,  und  zwar 
die  neue  der  ursprünglichen  nach  rechts,  diese  der  neuen 
nach  links  hin  benachbart.  Umgekehrt  sind  zwei  Formen, 
deren  Determinanten  gleich  sind  und  deren  Coefficienten  die 
angegebenen  Eigenschaften  haben,  einander  eigentlich  äqui- 
valent, und  die  eine  geht  durch  eine  Substitution  von  der 
Form  (7),  in  welcher  d  dem  negativ  genommenen  Quotienten 
aus  der  Summe  der  mittleren  und  dem  gemeinsamen  Coeffi- 
cienten gleich  ist,  in  die  andere  über. 

2.    Wir  bezeichen  nun  zur  Abkürzung  mit 

eine  quadratische  Form  mit  den  drei  ganzzahligen  Coefficienten 
Ä(^,  Bq,  Äi  und  nehmen  an,  ihre  Determinante  D  =  Bq^  —  -^o-^i 
sei  positiv  und  keine  Quadratzahl,  von  ihren  Wurzeln 

"o=  -j;^ ;      ^^^0  = ^^ 

aber  sei  die  erstere  positiv.  Wir  können  dieselbe  dann,  da 
sie  irrational  ist,  in  einen  unendlichen  Kettenbruch 

^Q  =  {Po'->  Pi,  P2>  Ps,  •  ••) 
entwickeln  und  wollen  seine  Natur  genauer  untersuchen.     Zu 
diesem    Zwecke    denken    wir    uns    seine    aufeinanderfolgenden 
Näherungsbrüche 

Cq  C^  Cj  Cg 

C/  />''  /»'  f*'    ^  ' 

0  ^1  ''2  ^-S 

wo  also  Cq  ==  1,  Co  =  0,  Ci  =Po,  Ci  ==  1,  u.  s.  w.  ist.  Trans- 
formirt  man  nun  die  Form  {A^,  Bq,  A^)  mittels  nachstehender 
Substitutionen: 

/co,  ci\        /c[,  c'i\        /Cg,  c'z\ 

so  entsteht  eine  Reihe  anderer  quadratischer  Formen 

{A„  B„  A.^,   (A,,  B,,  A,),   {A,,  B,,  Äx),   •  •  •, 
welche,  wegen  der  allgemeinen  Beziehung 

c/c.+i  —  c.c,+i  =  (—  ly+i , 
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der  ursprüiigliclien  Form  abwechseliid  die  erste  iiiieigentlieli, 
die  zweite  eigentlich,  die  dritte  uneigentlich  u.  s.  f.  äquivalent 
sind.  Hieraus  folgen  für  alle  Werthe  i  =  0,  1,  2,  3,  •  •  •  die 
nachstehenden  Beziehungen,  welche  die  Coefficienten  der  auf- 
einanderfolgenden Transforiuirten  finden  lehren: 
Ai+i  =  A^cr-  +  2BQc:Ci  +  A^ci^ 

(0)     2y,+i  =  A^dd+i  +  BQ(c'iCi+i  +  c.c/4.1)  +  A^dd+i 

(10)  B^'  —  A^Ai+,  =  D. 

Nun  geht  offenbar  eine  Form  ax^  -f-  2h:i:y  -\-  ciß  durch 
die  Substitution  x  =  x' ^  y  =  —  y',  deren  Modulus  —  1  ist, 
in  ax'^  —  2hx'y'  -\-  cy"^  über,  welche  also  jener  Form  un- 
eigentlich  äquivalent  ist.     Daher  sind  die  Formen 

{A,  -  ^i,  A),  (^2,  ^2,  A),  (^,  —  ^6,  A),  •  •  ■ 

oder  allgemein  die  Form 

{Ai,  s'Bi,  Ai+i), 
in  welcher  £  statt  —  1  gesetzt  ist,  der  ursprünglich  gegebenen 
Form  und  folglich  auch  unter  einander  sämmtlich  eigentlich 
äquivalent.  Ersetzt  man  aber  die  Zahlen  c,+i,  c,'+i  in  dem 
obigen  Ausdrucke  für  J5,-fi  durch  ihre  Werthe,  nämlich 
PiCi  +  C/_i,  pici  4"  c'i—i  resp.,  so  findet  man  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  für  jedes  2>  0  die  folgende: 

Bi+i=pi-  Ai+i  +  Bi, 
der  man  auch  die  Gestalt 

(11)  8^  ■  Bt  +  f'+^  •  -ß.+i  =  s'+'Pi  ■  ^,+1 

geben  kann,  eine  Gleichung,  aus  welcher  weiter  zu  schliessen 
ist,  dass  die  Formen,  deren  eigentliche  Aequivalenz  wir  soeben 
festgestellt  haben,  eine  Reihe  nach  rechts  hin  benachbarter 
Formen    bilden.     Sie    gehen    daher  allgemein,    die  i'"  in   die 

{i  -\-  1)*"   über  durch   die  Substitution  (       -.',))   diese  Be- 

merkung  liefert  uns  aber  noch  die  nachstehende,  für  jedes 
*  >  0  —  denn  dieselbe  wird  nach  (8)  auch  noch  für  i  =  0 
erfüllt  —  giltige  Gleichung: 

(12)  Ai+.  =  ^  +  1  -pi'  +  2I)\-  'Pi  +  Ai. 
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3.  Sehen  wir  jetzt,  was  aus  diesen  Beziehungen  sich 
schliessen  liisst.  Im  Ausdrucke  (8)  für  Ai+i  ist  der  Faktor 
Ci  —  SIqC'i  nach  der  Natur  der  aufeinanderfolgenden  Näherungs- 
brüche abwechselnd  positiv  und  negativ,  wenn  i  alle  ganz- 
zahligen Werthe  durchläuft.  Wenn  daher  der  dritte  Faktor 
Ci  —  Slöci  von  einem  bestimmten  Werthe  des  Iudex  i  an 
dauernd  dasselbe  Vorzeichen  beibehält,  so  wird  von  dieser 
Stelle  an  ^,  +  i  bei  wachsendem  Index  abwechselnd  das  eine 
und   das  andere  Vorzeichen   erhalten.     Dies   tritt   aber  in  der 

c- 
That  ein.    Denn,  da  —  —  SIq  mit  wachsendem  Index  i  gegen 

Null  convergirt,  wird  es  von  einem  hinreichend  grossen  Index 
i  =  Je  an  stets  numerisch  kleiner  bleiben  als  ü^  —  ßo,  und 
folglich  wird  dann 

d  —  c'i^Q  +  (i^o  —  ßo)c;  =  Ci  —  c/ßo 

dasselbe   Vorzeichen    haben    und    für   jeden    grösseren  Werth 
von  i  behalten,  wie  ^^  —  SI'q. 
Hiernach  werden 

-4^4-1,    Ak^2,    Ak-\-z,    ■  ■  ' 

abwechselndes  Vorzeichen  haben,  und  es  ist  leicht 
zu  sehen,  dass  allgemein  £^"+*  •  ^4^+/,  positiv  ist.  Denn 
in  der  Formel 

hat  nach  der  Annahme  der  letzte  Faktor  dasselbe  Vorzeichen 
wie  ßß  —  Slö,  d.  h.  aber,  da 

o  o'  _  ^VD 

iCiQ  i4o  _  J^ 

ist,  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  Aj^,  und  folglich  muss 
Ak+h  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  wie  der  Aus- 
druck Ck-\./,  —  i  —  Ck+h— 1^0}  ^-  ^'  positiv  oder  negativ  sein,  je- 
nachdem  Je  -\-  h  gerade  oder  ungerade  ist. 

Bezeichnen  hiernach  Slk+h,  ^k+h  die  erste  und  zweite 
Wurzel  der  quadratischen  Form 

{Ak  +  h,     E^  +  ''Bk^U,     A+A  +  l), 

so  sind  für  jedes  positive  h  diese  beiden  Wurzeln  nothwendig 
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vou  entgegeugesetztem  Vorzeichen,  da  -^a  +  a,  -^h+/,  \  i  es  sind. 
Man  tindet  aber 

^k+h  +  l 

das  übereiustioimende  Vorzeichen  der  Grössen 

muss    nothwendig   das  ihrer  Summe   sein  und   ergiebt  sich 

so  als  das  Vorzeichen  von  — ^ ,  d.h.  von  £''+''  +  ^Äk^,,  +  i, 

^A+A  +  i 

also  als  das  positive. 

Nun  bestellen  aber  zwischen  den  gleichnamigen  Wurzeln 

zweier  aufeinanderfolgenden  Formen  nach  No.  1,  3)  die  beiden 

Gleichungen 


(13) 


ii^k+h-i  —  o 

^k+h 


'^^■-^A— 1  = 


^k+h 


s'+'Sl. 


Schreiben  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  in  der  Art: 

"k+h 

so  lehrt  sie,  dass  6''+''~'^  Slk+h  —  i^  l>k+h—i  sein  muss,  gleich- 
zeitig aber  <i2'^k+h—i  +  1;  denn  sonst  wäre    .  ,  ^ grösser 

und  folglich  s''+'' ilk+h  kleiner  als  Eins,  und  es  ergäbe  sich, 
wenn  man  um  eine  Stelle  weiter  ginge,  aus  der  Formel 

in  welcher  jedenfalls  k  -\-  h^  0,  also  ih+i,  >  1  ist,  für 
i''+''  +  ^ Slk+h^i  ein  negativer  Werth,  gegen  das  zuvor  Be- 
wiesene, Hieraus  folgt,  dass,  sobald  /i  >  1  ist,  2^k+/t—i 
das  grösste  in  £*+''-^ -Q^+a-i  enthaltene  Ganze  ist. 

Schreibt    man    ferner    die   zweite   Gleichung  (13)  in  der 
foli'eudeu  Form: 
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SO    lehrt    sie    zunächst    für    jedes    /^  >  1,    dass 


'^  2h+''  —  i  ist.    Wird  aber  sogar  /^  >  2  vorausgesetzt,  so  kann 
,  ^ nicht  zugleich  auch  grösser  sein  als  ^)i-4./,_i  -f-  1, 

denn    sonst    würde    £^+''ßi.|./,_i    grösser,    also 


kleiner  sein  als  die  Einheit,  und  wenn  man  um  eine  Stelle 
weiter  zurückginge,  würde  aus  der  analogen  Formel 

*  ^^k+h  —  1 

gegen  das  zuvor  Bewiesene  für  e'^'^''^'^ilk+h—2  ein  negativer 
Werth  hervorgehen,  da  .solange  jedenfalls  Ic  -\-  h  —  2  >  0, 
also  px-i-/,  — 2  >  1    bleibt.     Für   A  >  2   ist  demnach  pk+h  —  i 

die    grösste    ganze    Zahl,    welche    in    -rrmir ~    ent- 

halten  ist. 

4.  Nach  diesen  Vorbereitungen  kehren  wir  zur  Glei- 
chung (10)  zurück.  Weil  die  Zahlen  Ä^j^h,  ^t+A  +  i  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben,  sobald  A  >  1  ist,  lehrt  jene 
Gleichung,  wenn  man  i  =  Je  -\-  h  darin  setzt,  dass  weder  die 
Zahlen  AkJ^n  die  endliche  Grenze  D,  noch  die  Zahlen  Bk-^-h 
die  endliche  Grenze  ]/5  überschreiten,  dass  mithin  diesen 
ganzen  Zahlen  nur  eine  endliche  Menge  verschiedener  Werthe 
zukommen  kann.  Es  wird  daher  nothwendig  geschehen 
müssen,  dass  in  der  fortlaufenden  Reihe  benachbarter  Formen 
endlich  einmal  die  Coefficienten  einer  derselben  mit  den  Coeffi- 
cienten  einer  früheren  übereinstimmen,  und  zwar  wird  dies 
wegen  des  wechselnden  Vorzeichens  der  äusseren  Coefficienten 
nach  einer  geraden  Anzahl  zwischenliegender  Formen  ein- 
treten müssen.     Sei  also,  indem  der  Kürze  wegen  li  •\-  h  =  n 

gesetzt     wird,     An  =  An  +  2r,    -B«  =  i?„+2r,    A„  +  l  =  An-\-2r+l. 

Dann  ist  auch  ü„  =  iß„_^2,.,  und,  da  pn,  Pn-\-2r  die  grössten 
in    «"ßrt,    5''+-''ü„4-2r    resp.    enthaltenen    Ganzen    sind,    auch 
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X>n  =  Pn-\-2r-  Daher  folgt  nun  nach  der  Gleichung  (11) 
J5„+i  =  ^„+2r+i,  sowie  endlich  nach  der  Gleichung  (12) 
auch  ^„  +  2  =  ^n  +  2r4-2,  d.  h.  die  beiden,  in  der  Reihe  äqui- 
valenter Formen  auf  jene  beiden  bezüglich  folgenden  Formen 
sind  wieder  identisch;  und  hieraus  schliesst  man  in  Fort- 
setzung derselben  Ueberlegungen,  dass  von  der  Form  (^„+2r, 
£'»+2rj5^^2^^  ^„+2r+i)  ab  die  sämmthchen  auf  {An,  s^Bn, 
A„^i)  folgenden  Formen  sich  wiederholen,  dass  also  mit 
andern  Worten  von  der  Form  (An,  £"J?«,  ^«  +  i)  an  die 
o-anze  Reihe  benachbarter  Formen  aus  einer  unendlich  oft 
wiederholten  Periode  von  2r  Formen  besteht.  Da  dasselbe 
alsdann  bezüglich  der  Reihe  p,,,  iJ«+i,  Pn+2,  •  •  •  gelten  muss, 
iindet  sich  auf  solche  Weise  offenbar  zunächst  der  Satz  be- 
wiesen: Hat  eine  cjuadratische  Gleichung  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten  und  einer  Determinante,  welche 
keine  quadratische  Zahl*)  ist,  eine  positive  Wurzel, 
so  ist  die  Kettenbruchentwi"cklung  dieser  Wurzel 
periodisch  —  die  genaue  Umkehrung  des  am  Schlüsse  der 
vorigen  Vorlesung  erhalteneu  Ergebnisses;  denn  es  ist  von 
selbst  einleuchtend,  dass  die  in  diesem  Ergebnisse  vorkom- 
mende ciuadratische  Gleichung  zur  Determinante  keine  (posi- 
tive) Quadratzahl  haben  kann.,  weil  sonst  die  Wurzeln  der 
Gleichung  rational  würden,  also  nur  eine  endliche,  keine 
periodische  d.  h.  unendliche  Kettenbruchentwicklung  zulassen 
würden. 

Es  scheint  zwar,  als  sei  im  Vorigen  dieser  Satz  nur  für 
die  erste  Wurzel  H^  bewiesen.  Indessen,  wenn  Slö  gleichfalls 
positiv  ist,  kann  genau  dieselbe  Betrachtung  auch  für  diese 
zweite  Wurzel  angestellt  werden  und  führt  zu  demselben  Er- 
gebnisse. Die  leichten  Veränderungen,  welche  dabei  eintreten, 
sind  nur  die,  dass  s^+''Ak+>,  negativ,  £^+''.ßi.+/,,  e''+''  +  ^Sli:+h 
positiv  werden;  es  findet  sich  dagegen,  dass  alle  weiteren 
Schlüsse  ihre  Giltigkeit  behalten,  wenn  mau  durchweg  die 
ersten  und  zweiten  Wurzeln  ihre  Rolle  tauschen  lässt. 


*)  Es  ist  hier  nicht  nöthig,  ansclrücklich  diese  Zahl  als  positiv 
vorausznsefzen,  weil  diose  Voraussetzung  schon  in  derjenigen  einer  posi- 
tiven also  reellen  Wurzel  der  Gleichung  mit  einbegriffen  ist. 
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5.  Beachtet  man  weiter,  dass  auch  Sin  =  '^«+2/-  sein 
wird,    so    folgt,    weil   p„—i,    Pn+2r-i    die    in    den    Werthen 

— r-, — ,    — :  „    ,  , bez.     enthaltenen    grössten    Ganzen 

^  ^■^n         ^  ^^,1  +  2  r 

sind,  auch  die  Gleichheit  dieser  beiden  Zahlen,  hieraus  aber 
mittels  der  Beziehung  (11)  die  Gleichheit  jB„_i  =  Bn+2r—i, 
und  endlich  nach  der  Gleichung  (12)  auch  Än  —  i  =  Än  +  2r—i, 
d.  h.  die  Periode  der  benachbarten  Formen  kann  auch  weiter 
nach  links  hin  fortgesetzt  werden.  Indessen  ist  dieser  Fort- 
setzung eine  gewisse  Schranke  gesetzt  durch  den  Umstand, 
dass  das  bei  dieser  Überlegung  benutzte  Endergebniss  der 
No.  4  nur  für  7i  >  2  gilt.  Infolge  davon  wird  also  jedenfalls 
sich  erschliessen  lassen,  dass  die  Periodicität  in  der  Reihe  der 
quadratischen  Formen  schon  von  der  Form  (Äk-f2,  s^'^^Bk.{-2, 
Ak+i)  und  entsprechend  die  des  Kettenbruches  vom  Theil- 
nenner  2)k+2  an  stattfindet.  Wenn  jedoch  schon  Äk  und  Ak+i 
entgegengesetztes  Vorzeichen  hätten,  so  würde,  wenn  /i;  >  0 
ist,  die  Fortsetzung  der  Periode  noch  um  ein  Glied  weiter 
nach  links  hin  möglich  sein,  diese  selbst  also  schon  mit  der 
Form  {Ak+i,  s^'+^Bk+i,  Ak+2)  bez.  mit  dem  Theilnenner 
2h+i  ihren  Anfang  nehmen.  Ist  A;  =  0,  so  ist,  um  den  gleichen 
Schluss  ziehen  zu  dürfen,  die  Voraussetzung  nothwendig,  dass 
Pq  positiv  ist.  Denn  er  beruht  wesentlich  auf  dem  Umstände, 
dass  pk+h—2  von  Null  verschieden  ist,  und  dies  ist  für  Je  =  0, 
7i  =  2  eben  nur  unter  jener  Voraussetzung  der  Fall, 

6.  Dies  vorausgeschickt,  wollen  wir  nun  unsere  bisherigen 
Betrachtungen  specialisiren,  indem  wir  bezüglich  der  Form 
(^„,  Bf^j  A^  annehmen,  nicht  nur,  dass  die  erste  Wurzel  ß^ 
positiv,  sondern  auch,  dass  die  zweite  Wurzel  SIq  negativ  sei. 
Diese  Annahme  erfordert,  dass  A^,  A^  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  nämlich  Aq  positiv,  A^  negativ  sei,  und  hat 
zur  Folge,  dass  in  dem  Ausdrucke  (8)  für  Aij^x  der  letzte 
Faktor  für  jeden  Werth  des  Index  i  positiv  ist,  sodass  Z;  =  0 
angenommen  werden  kann.  Nach  der  zuletzt  gemachten  Vor- 
bemerkung wird  also  die  Periodicität  des  Kettenbruchs  für  Sl^ 
sicherlich  schon  von  dem  Theilnenner  p^  an  stattfinden,  wenn 
Pq  positiv,  d.  h.  ß^  >  1  ist.  Ist  gleichzeitig  ßo  numerisch 
kleiner  als  Eins,  so  findet  man  aus  der  Beziehung 
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(lass  77T>i'o>  ^^^^   auch  <  i>o  +  1   ist;   es   ergiebt   sich  also 

auch  noch  2^0   ^^^  ^^^^  grösste  in  ttv    enthaltene  ganze  Zahl, 

was  hinreicht,  um  die  Periodicität  wieder  noch  einen  Schritt 
weiter  nach  links  zu  schieben,  sodass  sie  mit  dem  Aufangs- 
gliede  2^0  beginnt.  So  findet  sich  demnach  der  Satz:  Hat 
eine  quadratische  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cieuten  irrationale  Wurzelu,  eine  positive,  welche 
grösser  als  Eins,  eine  negative,  welche  kleiner  als 
Eins  ist,  so  ist  die  Kettenbruchentwicklung  für  die 
erstere  rein  periodisch. 

Betrachten  wir  insbesondere  den  Fall,  in  welchem  ^„  =  1, 
I?Q  =  0,  -4j  =  —  D  ist,  während  wieder  D  positiv  und  von 
einer    Quadratzahl    verschieden    vorausgesetzt     wird,     so    ist 

il,.  =  — r^ ,     ißo  =  — ^^  ;     die     besonderen     Voraussetzungen, 

^      Yd  YD 

welche  soeben  gemacht  worden  sind,  finden  sich  also  erfüllt 
bis  auf  den  hier  verschwindenden  Werth  von  2^0-  Infolge  davon 
wird  die  Kettenbruchentwicklung  für  Sl^  nur  von  dem  Theil- 
neuner  2h  ^^  periodisch  sein;  man  kann  aber  das  Ergebniss 
offenbar  in  der  folgenden  Weise  aussprechen:  Die  Quadrat- 
wurzel aus  einer  positiven,  nicht  quadratischen  Zahl 
D  kann  in  einen  Kettenbruch 

Oll  Ih,  2h,  Ih,  •••) 

entwickelt  werden,  welcher  von  dem  ersten  Theil- 
nenner  an  periodisch  ist. 

Abgesehen  von  den  besonderen  Sätzen,  welche  wir  zuletzt 
ausgesprochen  haben,  ist  das  Ilauptergebniss  unserer  Unter- 
suchung über  periodische  Kettenbrüche  in  dem  Umstände 
zu  erblicken,  dass  die  Eigenschaft,  in  einen  solchen 
Kettenbruch  entwickelt  werden  zu  können,  den  durch 
quadratische  Gleichungen  bestimmten  algebraischen  Irratio- 
nellen charakteristisch  ist,  insofern  diese  Irrationellen 
solche  Entwicklung  zulassen,  aber  auch  nur  sie  allein.     Wir 
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haben  deDinach  in  der  genannten  Eigenschaft  ein 
wichtiges  arithmetisches  Kennzeichen  der  quadra- 
tischen Irrationellen  gefunden. 


Fünfte  Vorlesimg. 

A'orliaudeiiseiu  transceiidenter  Zalileii.  —  Geschichtliches 
ül^r  die  Zahlen  e  und  7t. 

1.  Die  Frage,  ob  auch  für  die  Wurzeln  von  Gleichungen 
mit  ganzzahligeu  Coefficienten,  deren  Grad  höher  ist  als  der 
zweite,  ein  ähnliches  arithmetisches  Kennzeichen  vorhanden 
ist,  als  wir  zuletzt  für  die  quadratischen  Irrationellen  gefunden 
haben,  ist,  wie  schon  bemerkt,  noch  eine  offene  und  wir  lassen 
ihre  nähere  Besprechung  bis  auf  eine  spätere  Stelle.  Hier 
treten  wir  dagegen  nun  der  Frage  näher,  ob  es  auch  ausser 
den  algebraischen  Zahlen  noch  andere,  ob  es  auch  trans- 
cendente  Zahlen  giebt.  Durch  eine  sehr  schöne  und  ein- 
fache Untersuchung*),  welche  allein  die  Betrachtung  der  oben 
untersuchten  Kettenbrüche  erfordert,  hat  Liouville  den 
strengen  Nachweis  geliefert,  dass  in  der  That  trans- 
cendente  Zahlen  vorhanden  sind.  Das  Wesentliche  seiner 
Betrachtuug  ist  Folgendes: 

Mau  nennt  eine  Gleichung 

(1)     X''  -\-  A^x"-'^  +  ^2^"~^  H h  -^^n-lX  -\-  An  =  0 

mit  rationalen  Coefficienten  irreduktibel,  wenn  der  Ausdruck 
w**^"  Grades  zur  Linken  nicht  in  Faktoren  geringeren  Grades 
mit    gleichfalls    rationalen    Coefficienten    zerlegbar    ist.     Eine 

solche  Gleichuno;  kann  keine  rationale  Wurzel  —  haben,  weil 
o  q  ; 

sonst  iener  Ausdruck  den   rationalen   Faktor  x  —  —  besässe. 
J  q 

Auch   müssen   alle  ihre  Wurzeln  ungleich  sein,   denn  andern- 

*)  Journal  v.  Liouville,  Bd.  16:  sur  des  claases  tres  ötendues  de 
quantites  dont  la  valeur  n'est  ni  algebrique  ni  meme  reductible  ä  des 
irrationelles  algebriques. 

liaclimaun,  Irratiuualzahlen.  4 
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falls  würde  bekanntHcb  jeuec  Ausdruck  mit  dem  abgeleiteten 
Ausdrucke 

,ta;n-i  _|_  (^n—i)AiX"--  +  ■•■  +  An-i  =  0 

einen  gemeinsamen,  also  einen  rationalen  Faktor  haben,  gegen 
die  Voraussetzung.    Durch  Fortschaffen  der  etwa  in  den  Coeffi- 
cienten  auftretenden  Nenner  lässt  sich  der  Gleichung  (1)  diese 
Form  geben: 
(2)     ax"  +  a^x''-^  +  «o^"""^  +  •••  +  ctn-iX  -{-  a„  =  0, 

in  welcher  sämmtliche  Coefficienten  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Wir  bezeichnen  ihre  Wurzeln  mit  Xq,  a;, ,  x.^,  •••  x„—t,  die 
nach  dem  soeben  Bemerkten  ungleich  sind,  und  nehmen  an, 
dass  Xq  reell  und  positiv  sei.  Diese  Zahl  Xq  entwickeln  wir 
in  einen  unendlichen  Kettenbruch 

^0  =  iPo'i  Pi,  Ih,  Ih  '  •  •), 
dessen  aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche 
^0       £i_      £2^      £3^ 

Cq  Cj  Cg  C3 

sein  mögen;  diese  bilden  also  eine  rationale  Zahlenreihe, 
welche  a:^,  zum  Grenzwerthe  hat.  Der  Ausdruck  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  (2)  kann,  in  Faktoren  zerlegt,  folgender- 
massen  geschrieben  werden: 

a{x  Xq)  (x  —  Xi)  (X  —  X.^  ••'  (X  —  Xn-l), 

und  folglich  erhält  man,  wenn  für  x  gesetzt  wird  —7,  nach- 
folgende  Gleichung: 

^  er 

Der  Zähler    des    rechtsstehenden   Bruches    ist   jedenfalls   eine 

gewisse    ganze   Zahl,    welche    von    der   Null   verschieden   sein 

muss,  denn  sonst  hätte  die  irreduktible  Gleichung  (2)  die  ra- 

c- 
tionale  Wurzel  -A.     Wird  dieselbe  mit  C  bezeichnet,  so  folgt 
c. 

aus  der  vorigen  Gleichung  diese  neue: 
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(3)    ''-.-x,=  " 


c- 


'   \c;      V  \c;      -/      \c'.      «-V 


Wächst  nun  i  über  jede  Grenze   hinaus,  so  nähert  sich 
das  Produkt 

ohne  Ende  der  endlichen,  von  Null  verschiedeneu  Grenze 

^  y^o        "^1/  v^o        '^2)  '  '  '  \P^o        "''" — 1/ 
und   bleibt  demnach  für  jedes  i  sicher  numerisch  kleiner  als 
eine  gewisse  endliche  Zahl  Z;;  weil  zugleich  C  als  ganze  Zahl 
mindestens    gleich   +  1   ist,    wird   die   rechte   Seite   der   Glei- 
chung (3)  numerisch  stets  grösser  sein  als  — — .     Wenn  man 

andererseits  in  der  Gleichung  (14)  der  3.  Vorlesung  h  ==  i 
setzt,  und  versteht  unter  a,  «^  die  Werthe  x^,  1  resp.,  ersetzt 
ferner  auf  ihrer  rechten  Seite  Cj  durch  seinen  Ausdruck 
cla,-  -f-  Ci—iüi-^-i,  so  nimmt  mit  ihrer  Hilfe  die  linke  Seite 
der  Gleichung  (3)  folgende  Gestalt  an: 

-^  —  ^0  —  (—    )  •  c;(c.'a.  +  c;_i«,  +  i)  ' 

und  demnach  gilt  im  numerischen  Sinne  nachstehende  Un- 
gleichheit: 


aus.  welcher 
also  umsomehr 


a, 

P > 


'n  —  l  > 


<7i;  •  c'i 


n  — 1 


und  wieder  umsomehr  die  Ungleichheit 

(4)  2}i<Jc-cr~^ 

hervorgeht.     Also : 

Die  Theilnenuer  eines  Kettenbruches,  in  welchen 

eine  positive  Wurzel  einer  ganzzahligen  irreduktibeln 

4* 
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algebraischen  Gleichung  «*""  Grades  entwickelt  werden 
kann,  sind  der  Bedingung  unterworfen,  dass  sie  das 
Produkt  aus  einer  gewissen  endlichen  Constante  /••  in 
die  (i7  —  2)*®  Potenz  des  Nenners  des  nächstvorher- 
gehenden Näherungsbruches  nicht  überschreiten. 

2.  Bildet  man  demnach  einen  Kettenbruch,  für  welchen 
die  Bedingung  (4)  nicht  erfüllbar  ist,  wie  gross  man  auch  die 
Constante  Ic  wühle,  so  kann  der  durch  diesen  Kettenbruch 
dargestellte  Werth  nicht  die  Wurzel  einer  irreduktibeln  Glei- 
chung  w*""  Grades  mit  ganzzahligen  Coefficienten  sein;  ebenso- 
wenig aber  die  Wurzel  einer  solchen  Gleichung  geringeren 
Grades  m,  denn  sonst  müsste  ja  bei  einem  gewissen  Werthc 
der  Constanten  Je  die  Ungleichheit  ^),  < /^  •  c,'"'~  ,  umsomehr 
also  auch  die  Ungleichheit  (4)  erfüllt  sein. 

Wenn  endlich  der  Kettenbruch  derartig  gebildet  wird, 
dass  die  Bedingung  (4)  nicht  erfüllbar  ist,  wie  gross  mtin 
nicht  allein  Ic,  sondern  auch  n  wähle,  so  kann  der  Werth 
des  Bruches  nicht  die  Wurzel  einer  irreduktibeln  Gleichung 
beliebig  hohen  Grades  von  der  Form  (2)  sein,  solange  ihre 
Coefficienten  ganzzahlig  sind.  Er  kann  infolge  davon  auch 
überhaupt  nicht  Wurzel  irgend  einer  ganzzahiigen  algebra- 
ischen Gleichung  von  der  Form  (2)  sein,  und  wäre  demnach 
dann  eine  transcendeute  Zahl;  denn  hiesse  die  Gleichung: 
f(x)  =  0,  so  wäre  sie  entweder  irreduktibel,  oder  im  entgegen- 
gesetzten Falle  Hesse  sich  der  Ausdruck  zur  Linken  in  ein 
Produkt 

von  rationalen  irreduktibeln  Faktoren  zerlegen,  und  der  Ketten- 
brucli  wäre  dann  Wurzel  einer  der  irreduktibeln  ganzzahiigen 
Gleichungen  der  Form  (2): 

FM^O,     F,(x)  =  0,     ■  ■  ■ 

welche  aus  der  Gleichsetzung  jener  Faktoren  mit  Null  und 
Fortschaffung  der  etwaigen  Nenner  in  den  Coefficienten  ent- 
stehen, was  er  nicht  sein  kann. 

Ein  Kettenbruch  von  der  angegebenen  Beschaffenheit 
lässt  sich  aber  in  der  That  bilden.  Wenn  man  z.  B.  jedesmal 
aus   den   vorhergehenden  Theilnennern  den  folgenden  pi  nach 
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dem  Gesetze  bestimmt,  da^s  pi  =  c/'  sein  soll,  so  wird,  wie 
gross  zunächst  auch  n  gewählt  werde,  der  wachsende  Index  i 
endlich  >  n  werden  und  dann  pi  >  cP  •  c,'"""  bleiben;  da  aber 
d  mit  wachsendem  Index  i  über  jede  Grösse  hinaus  wächst, 
wird  endlich,  wie  gross  auch  Ic  gewählt  werde,  c/^  >  k  und 
Pi  >  Ic  ■  Ci"~''  bleiben,  der  Kettenbruch  also  auf  keine  Weise 
der  Ungleichheit  (4)  genügen. 

Hiermit  ist  also  in  völlig  strenger  und  sehr  ein- 
facher Weise  der  Beweis  für  das  Vorhandensein  trans- 
cendenter  Zahlen  geliefert. 

3.  Nachdem  dies  aber  festgestellt  ist,  entsteht  nun  eine 
engere  Frage  von  dem  höchsten  Interesse:  ob  nämlich  die 
beiden  so  wichtigen,  überall  in  der  höheren  Analysis  auf- 
tretenden Zahlen: 

e  =  2,7182818284  •  •  • 
7t  =  3,14159265  •  •  • , 

die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmensystems  und  die 
Ludolph'sche  Zahl,  die  den  Umfang  eines  Kreises  vom  Durch- 
messer 1  misst,  zu  den  algebraischen  oder  zu  den  trans- 
cendenten  Zahlen  gehören.  Lambert*),  der  bekannte  Ber- 
liner Akademiker  aus  der  Zeit  Friedrichs  des  Grossen,  hat  in 
dieser  Hinsicht  bereits  bewiesen,  dass  die  Zahl  tc  wenigstens 
nicht  rational  sein  könne,  sowie  dass  die  Zahl  e  nicht  nur, 
sondern  auch  jede  ihrer  Potenzen  mit  rationalem  Exponenten 
irrational  sein  müsse.  Sein  Beweis  lässt  allerdings  in  mehr 
als  einer  Beziehung  zu  wünschen,  doch  hat  Legendre  in 
seinen  elemens  de  geometrie  in  der  4.  Anmerkung,  ausgehend 
von  derselben  Grundlage  wie  Lambert,  einen  einfachen  Be- 
weis von  wünschenswertherer  Strenge  geliefert,  der  ihm  zu- 
gleich noch  das  Mittel  gew;ährte,  zu  zeigen,  dass  auch  tc^  keine 
rationale  Zahl,  d.  i.  7t  ,niclit  die  Quadratwurzel  aus  einer 
solchen  sein  könne.  Fügen  wir  hier  hinzu,  dass  bezüglich  der 
Zahl  e  Liouville**)  etwas  ähnliches,  sogar  umfassenderes 
nachgewiesen  hat,  nämlich,  dass  weder  e  selbst  noch  auch  e^ 


*)  Lambert,  radra.  de  Tacad.  do  Berlin,  ITiJl,  pag.  265. 
**)  Liouvillc's  Journal  de  Mathdmatiqucs ,  t.  5,  pag.  192. 
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Wurzel  einer  ganzzaliligen  quadratischen  (jieichuug  sein  kann, 
so  liabeu  wir  im  wesentlichen  alles  angeführt,  was  bis  in  die 
neue  Zeit  hinein  mit  Bezug  auf  unsere  Frage  geleistet  worden 
war.  Erst  im  Jahre  1874  gelang  es  Herrn  Her  mite,  auf 
hikhst  geniale  Weise  und  unter  Anwendung  höherer  ana- 
lytischer Hilfsmittel,  den  strengen  Nachweis  zu  führen,  dass 
die  Zahl  c  eine  transcendente  Zahl  ist.*)  Auf  seiner  Grund- 
lat'e  weiter  bauend,  fand  darauf  Herr  Linde  mann**)  im 
Jahre  1882  dasselbe  Ergebniss  für  die  Zahl  7i\  sein  nicht 
ganz  leichter  Beweis  ist  später  von  Herrn  Weierstrass***) 
durch  einfachere  Betrachtungen  ersetzt  worden. 

Obwohl  hiernach  die  früheren  Untersuchungen  durch  die 
zuletzt  genannten  allgemeinen  Erkenntnisse  überholt  und  über- 
flüssig gemacht  worden  sind,  theilen  wir  der  Vollständigkeit 
wesen  sie  zunächst  hier  in  der  Kürze  mit. 

4.  Die  Grundlage  der  Untersuchungen  von  Lambert 
und  Legend re  ist  ein  gewisser  unendlicher  Kettenbruch, 
welchen  wir  daher  zuerst  herleiten  müssen.  Er  ist  zwar  nicht 
von  derselben  Art,  wie  die  in  der  3.  Vorlesung  behandelten 
Kettenbrüche,  doch  sehen  wir  hier  von  der  näheren  Be- 
sprechung solcher  allgemeineren  Kettenbrüche  und  der  Gesetze, 
denen  sie  unterliegen,  ab,  weil  wir  die  darzustellenden  Be- 
trachtungen nicht  zum  Zwecke  des  theoretischen  Aufbaues, 
sondern  ausschliesslich  ihres  geschichtlichen  Interesses  wegen 
entwickeln. 

Setzen  wir 

^>\^)  —  ^  -t  ^U   "T  ^(s  +  1)  1  •  2  ~r  .(2  4-  1)  (»-  -l-  2)  1  •  2  ■  3  "T"       ' 
so  bestätigt  sich  ohne  Mühe  die  Beziehung 

und  hieraus,  wenn 


*)  Seine  Untersuchung  ist   von  ihm  herausgegeben  in  der  Sehrift: 
Sur  la  fonction  exjioncuticlle,  Paris  1874. 

**)  In  den  Mathematischen  Annalen  Bd.  2U,  pag.  213. 
**■*)  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1885,  p.  1U67. 
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gesetzt  wird,  folgende  Gleichung: 

Ulis  welcher  sogleich  diese  Kettenbruchentwicklung  hervorgeht: 

^  ^;  +  1  +  -    y 


Wird  nun  ^  =  ^  und  y  =  ^  gewählt,  so  findet  sich 


iß         /      I    1\         X  (x     .        x^        .  x^  ,  \ 

i  •  ^'(^  +  1)  =  2  (t  +  1.2.3  +  lT2T3T4r5  +  '  "   ) 


2  2 

und  demnach  aus  (5)  und  (6)  die  Gleichung 


(7) 


e^  _|_  ß-^         i     r    ^  1  +  a^ 


o; 

2 

1 

,t2 

¥ 

+ 

x 

3 

a;2 

¥ 

+ 

4 

3  +  «=* 


5  + 


1  + 


Aus  dieser  Gleichung  geht  durch  den  Übergang  zum  Imagi- 
nären, indem  nämlich  x  verwandelt  wird  in  x^ —  1  —  ein 
Verfahren,  dessen  Zulässigkeit  freilich  erst  gerechtfertigt 
werden  müsste  —  mit  Hilfe  der  bekannten  Formel  der  Aua- 
lysis 

1  e*'  -  e-^' 
tang  X  =  —  — -. r 

worin  i  =^  ]/ —  1,  die  neue  Gleichung  hervor: 


(8)  tang  X  = 


X 


l  —  x^ 


■6  —  X'     

5  —  •. 

Dies     sind     die     beiden    von    Lambert    gegebenen 
Kettenbrüche,  an  welche  wir  nun  anzuknüpfen  haben. 
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5.     Betrachten     wir     niimlich    einen    unendlichen 

Kettenbruch 

rn 

n  -\-m' '_ 

/Q\  n'  +  vi" 


n'"  +  . . 

in  welchem  sowohl  die  einzelnen  Zähler  ni,  m\  m" ,  ■  ■  ■ 
als  auch  die  einzelnen  Nenner  n,  ii ,  n" ,  •  ■  ■  ganze 
Zahlen  sind,  deren  letztere  offenbar,  indem  man  den 
jedesmaligen  Zähler  mit  passendem  Vorzeichen  nimmt, 
positiv  vorausgesetzt  werden  dürfen,  so  wird  der 
Werth    des    Kettenbruchs    wesentlich    irrational    sein 

müssen,  sobald  die  einzelnen  iJrucne  — ,  —r,  —-^.  •  •  • 
numerisch  kleiner  sind  als  Eins. 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  bemerke  man  zunächst, 
dass    der    Kettenbruch    keinenfalls    grösser    als    Eins    werden 

kann.  Denn,  da  —  numerisch  kleiner  als  Eins  sein  soll,  so 
ist  der  numerische  Werth  von  m  kleiner  als  n  —  1:  Ji  +  , 
aber  ist  sicher  >  w  —  1 ,   also   ,   numerisch  kleiner  als 

+     7)1 
—T 
n 

Eins.     Dasselbe  gilt  aus  ähnlichen  Gründen  von  dem  Bruche 

77-,    fülKlich    ist    n  -\ ^7    grösser    als    n  —  1    und 

n  H 7,-  n  H ,> 

n  n 

m 

demnach    **         ,— ; — -r,    numerisch   unter   der   Einheit,   u.  s.  f.: 
n  -\-  m 

n" 
wie  weit  der  Kettenbruch  auch  fortgesetzt  werde,  er  wird 
niemals  die  Einheit  übertreffen.  Das  Gleiche  wird  aber 
auch  von  denjenigen  I^ettenbrüchen  gelten,  welche  aus  dem 
vorigen  hervorgehn,  wenn  man  einen  oder  mehrere  der  Brüche 
am  Anfange  desselben  unterdrückt. 

Auch    der   Einheit   gleich   sein    kaini   der   ins   Unendliche 
fortgesetzte  Kettenbruch,  resp.  die  letztgenannten  Theile  des- 
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selben,  nur  in   einem   einzigen   Falle.     Soll   nämlich,   wo   zur 
Abkürzung:  o  für  den  Kettenbruch 


n' -\-  m' 


n"  -\~  m"' 


+  m  =  w  +  (o  nothwenilig,  dass  a  =  —  1  also  n  =  -\-  m  -{- 1 
sei;  dann  müsste,  unter  co'  den  Kettenbruch 


n" -{-  m'" 

n'"  -\-  • .  _ 

verstanden,  —7—, — ;  =  —  1,   ni'  ==  —  n'  —  a'  sein.     Hieraus 

folgt  aber  nothwendig  a'  =  —  1  also  n'  =  —  m'  -f-  1  u.  s.  f., 
sodass  der  Kettenbruch  a  nur  dann  die  Einheit  zum  Grenz- 
werthe  haben  kann,  wenn  er  die  Gestalt  hat: 


+  »i  4-  1  +  ^'^ ' 


m'  -\-  1  -j-  m" 


m"  +  1  -(-  m'" 


Da  jedoch  die  Kettenbrüche,  welche  wir  hier  zu  betrachten 
haben  werden,  diese  Gestalt  nicht  besitzen,  dürfen  wir  von 
diesem  Ausnahmefalle  absehn  und  dann  sagen:  Der  Ketten- 
bruch (9)  und  die  daraus  durch  Unterdrückung  von  1,  2, 
3,  •  •  •  Brüchen  am  Anfange  hergeleiteten  Kettenbrüche  sind 
sämmtlich  numerisch  kleiner  als  Eins. 

Wollte   man  nun   gegen   die  Behauptung  des  Satzes   an- 
nehmen, der  Kettenbruch  (9)  sei  rational,  nämlich  gleich  — : 

b  m 

a         n  -\-  m' 


n'  -\-  m" 


n"  + 


so    bestimme    man   Werthe   c,  d,  e,  •  •  ■    durch    nachstehende 
Gleichungen: 


58  ^  Fiiiil'te   Vorlesung 

c  in' 

b  «'+  »i 


n"  4-  »»" 

■' 

« 

'+• 

m 

n"  -j-  7»'" 

c 

u.  s.  w.  Dem  ebeu  Gesagten  zufolge  bildeu  die  VVerthe  h,  c, 
d,  e,  ■  ■  •  eine  unbegrenzte  Reihe  abnehmender  Werthe. 
Ferner  aber  finden  sicli  aus  den  Gleichungen 

h  m  c 


a  ,    c  ^       b  ,   ,    d 

n  +  -^-  «  +  - 


u.  s.  w. 


die  folgenden: 

c  =  ma  —  nl)f     d  =  m'h  —  n'c,     c  =  m"c  --  n"d,     •  •  • 

aus  welchen  sich  c,  d,  e,  •  •  ■  als  ganze  Zahlen  ergeben.  Man 
gelangt  also  zu  einer  unbegrenzten  Reihe  numerisch  ab- 
nehmender ganzzahliger  Werthe,  welche  nicht  möglich  ist, 
und  damit  ist  die  Behauptung  erwiesen. 

Dieselbe  Behauptung  bleibt  auch  richtig,  wenn 
der  Kettenbruch  (9)  nicht  vom  Aufauge,  sondern  erst 
von  einer  späteren  Stelle  an  die  Bedingungen  des 
vorigen  Satzes  erfüllt.    Erfüllt  er  sie  z.  B.  erst  vom  Gliede 

—y7T  an,  so  würde  der  Kettenbruch 

a  = 


nach  dem  vorigen  Satze  irrational  sein,  und  daher  auch,  wie 
leicht  zu  sehen,  der  Bruch 


n'  -f-  m" 


n"  -\-  CO 
d.  h.   der  ganze  Kettenbruch  (0),  nicht  rational  sein  können. 
G.    Nachdem  diese  Hilfsbetracht uug  zu  Ende  geführt  ist, 
wollen   wir  nun  annehmen,  in  den  Kettenbrüchen  (7)  und  (S) 

werde  unter  x  ein  rationaler  Werth  --  verstanden.    Sie  werden 

'I 


Vorhandensein  transcendenter  Zahlen  etc.  59 

dann   offenbar  von  einer  gewissen  Stelle  au  die  Bedingungen 
des  Hilfssatzes  erfüllen,  da  die  Brüche 

p'^  p"  p'^ 


1 .  2" '      3  •  2" '      5  •  g-" 

von  einer  bestimmten  Stelle  an  kleiner  als  Eins  bleiben.  Hier- 
aus schliessen  wir  dann  also  sogleich,  dass  weder  (f  noch 
tang  X  gleichzeitig  mit  x  rational  sein  können,  oder  anders 
ausgedrückt:  Jede  Potenz  von  e  mit  rationalem  Ex- 
ponenten ist  irrational.  Desgleichen  ist  die  Tan- 
gente jedes  rationalen  Bogens  irrational. 

Da   nun   für  ^  =  y  gefunden  wird  tang  x  =  tang  -j  =  1 

also  gleich  einer  rationalen  Zahl,  so  kann  j  und  folglich  auch 

TT  nicht  einer  rationalen  Zahl  gleich  sein.  Wir  schliessen 
demnach:  Die  Zahl  7t  ist  irrational. 

Diesen  Lambert'schen  Sätzen  konnte  Legendre,  wie 
schon  bemerkt,  vermittelst  seines  Hilfssatzes  noch  einen 
weiteren  hinzufügen.  Die  Gleichung  (8)  giebt  nämlicb,  wenn 
X  =  n  gesetzt  wird,  die  folgende: 

0  =  " . 


5  —  ••• 

welche  nicht  anders  bestehen  kann,  als  wenn  der  die  Zahl  n 
theilende  Ausdruck  unendlich  gross  und  folglich 

B  —  n' 


5  —  Ä^ 


0 


7  _  ... 

ist.  Demnach  kann  jr^  keine  rationale  Zahl  sein,  denn 
sonst  wäre  der  Kettenbruch  von  der  Art  des  Kettenbruches  (9) 
und  könnte  demnach  nicht  den  rationalen  Werth  0  haben,  den 
er  doch  besitzt. 

7.  Die  Irrationalität  der  Zahl  c  selbst  kann  übrigens 
weit  einfacher  mittels  der  bekannten,  diese  Zahl  definirenden 
Reihe 

e  ==  2  -I-  ^  4 ^      -I ^ !-  •  •  • 
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nachgewiesen  werden-  doch  scheint  dieselbe  nicht  geeignet,  um 
auch  das  allgemeinere  Ergebniss  von  Lambert  daraus  zu 
gewinnen.  Dagegen  hat  Liouville  sie  benutzt,  um  zu  zeigen, 
dass  weder  e  selbst,  noch  auch  (?  Wurzel  einer  ganzzahligen 
quadratischen  Gleichung  sein  kann. 
Aus  der  Reihe 

findet  man  zunächst  ohne  Mühe,  wenn  man  sie  nicht  ins  Un- 
endliche fortsetzt,  sondern  nach  der  n**="  Potenz  abbricht, 
fol sende  Gleichung: 


f^""  —  ^  -\-  1  +i.2~^'"'l-2-3---m~'""'i-2 


(10) 


@x 


"'~l-2-3---w«+l— a;' 

in   welcher  ®  einen  positiven   echten  Bruch   bezeichnet.     Für 
X  =  \  liefert  diese  Formel  den  Werth  von  c  unter  der  Form: 


(11) 


^  "T  1-2  "'    1-2-3  "^  ^  1.2-3---WI  "■  ■"  l-2-'3--n 

1  0 


'    l-2-3---n    «' 

wobei  n  eine  beliebig  grosse  Zahl  bedeutet.  Wäre  demnach 
e  eine  rationale  Zahl,  so  dürfte  man  unter  n  auch  den  Nenner 

des    möglichst    gekürzten   Bruches    e  =  —  verstehen,    und   er- 

hielte  sodann  aus  der  vorigen  Gleichung,  indem  man  sie  mit 
1  •  2  •  3  •  •  •  n  multiplicirt  und  die  so  entstehenden  ganzzahligen 
Bestandtheile    sämmtlich    nach    links    schafft,    eine   Gleichung 

von  der  Form:  N=-,   in  welcher  links  eine  ganze  Zahl  N, 

rechts  aber  ein  echter  Bruch  steht,  was  widersinnig  ist.  Die 
Zahl  e  ist  daher  jedenfalls  irrational. 

Nun   setze   man   ferner  in   (10)  a;  =  —  1    und    bezeichne 
—  1  mit  €,  so  kommt 

,-1  =  1  +  ,  +  ^;;  +  ...  +  ^^- 

"i     1.2.3'-  -n  *  n  +  2' 
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wobei  wieder  &'  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet, 
welcher  aber  mit  &  in  der  Gleichung  (11)  nicht  dasselbe  zu 
sein  braucht.  Nehmen  wir  nun  au,  e  sei  Wurzel  einer  qua- 
dratischen Gleichung 

ax^  —  hx  -\-  c  =  0 
mit  ganzzahligen  Coefficienten  «,  h,  c,  so  dürfen  wir  zuvörderst 
den    ersten    der    Coefficienten    als    positiv    voraussetzen,    und 
müssten  dann  also 

ae^  —  I)c  -\-  c  =  0 
oder  auch 

ae  -{-  ce~^  =  h 

haben,  eine  Gleichung,  welche  nach  Einsetzung  der  Reihen  (11) 
und  (12)  für  e  und  e~^  folgende  Gestalt  erhält: 

«(i  +  i  +  r^  +  -  +  r^|^) 
+  4'i  +  *  +  ri  +  -  +  rT^7^) 

1_ 0  i"  +  ^ 0'      _ 

'    "  '  1  •  2  •  3  •  •  •  w  '  ri  '^  ^  '  1-2-3-  ■    n'  n  -\-  2 

Hieraus  folgt  aber  durch  Multiplikatiou  mit  1  ■  2  •  3  •  •  •  n  und, 
wenn  die  ganzzahligen  Bestandtheile  darauf  nach  rechts  ge- 
schafft werden,  • 

a h  c£«+i  •  — --  ==  N , 

n     '  n  -f-  2  ' 

unter  N  eine  gewisse  ganze  Zahl  verstanden.  Nun  liess  sich 
n  zunächst  so  wählen,  dass  C£"  +  ^  positiv  wird.  Hierzu  ist  ja 
nur  nöthig,  n  gerade  oder  ungerade  zu  wählen,  jenachdem  c 
negativ  oder  positiv  ist.  Ferner  aber  gilt  unsere  Betrachtung, 
wie  grofs  diese  so  gewählte  Zahl  n  auch  sei;  mit  wachsendem 
n  wird  aber  endlich  der  positive  Ausdruck  links  kleiner  als 
die  Einheit,  während  die  Zahl  N  rechts  immer  eine  ganze 
Zahl  bleibt;  dies  ist  ein  Widerspruch  und  folglich  kann  c 
nicht  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  mit 
gauzzahligen  Coefficienten  sein. 

Dasselbe  gilt  nun  aber  auch  für  e^.  Um  dies  zu  er- 
weisen, erinnern  wir  zuerst  an  eine  bekannte  Formel  der 
Zahlentheorie.     Bezeichnet  E(x)  das  grösste  Ganze,  welches  in 
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dem  positiven  Wertbc  x  enthalten  ist,  und  m  eine  positive 
ganze  Zahl,  so  giebt  die  Summe 

fortgesetzt,  bis  sie  von  selber  abbricht,  die  Anzahl  an,  wie  oft 
der  Faktor  2  in  dem  Produkte  1  •  2  •  3  •  •  •  ?w  enthalten  ist. 
Insbesondere  findet  sich  hiernach,  wenn  m  =  2'  ist,  der  Werth 
jener  Summe  oder  diese  Anzahl  gleich 

2'-i  +  2'-2-| [-2+1 

d.  i.  2'  —  1  d.  i. 

m  —  1, 

und  wenn  m  =  2'  +  1  ist,  gleich  2'  —  1  d.  i. 

ni  —  2. 

Allgemein  aber  ist  jene  Summe  selbstverständlich  kleiner  als 
die  unendliche  Reihe 

deren  Werth  m  ist.     Hebt  man  demnach  im  Bruche 

2"' 


1  •  2  •  3  .  •  • »» 
nach  Möglichkeit  den  Faktor  2  «aus  Zähler  und  Nenner   her- 
aus,   so   bleibt  im  Zähler   eine  Potenz   von  2,   etwa  2"'"  mit 
positivem   Exponenten    Um,    welcher    speciell   in   den   beiden 
hervorgehobenen  Fällen  den  Werth  1  bez.  2  haben  wird;  der 

2"'" 
SO   vereinfachte  Bruch  möge  —  genannt  werden.     Ist  n  >  in 

1  m 

und  setzt  man,  in  gleicher  Weise  vereinfacht, 

2"  2"» 

so  wird  der  Nenner  p^  offenbar  alle  in  p,n  verbliebeneu,  näm- 
lich ungeraden  Faktoren  ebenfalls  enthalten,  also  durch  jt^, 
theilbar  sein  müssen. 

Dies  vorausgescbickt,  wollen  wir  nun  die  Annahme  unter- 
suchen, dass  e^  Wurzel  der  Gleichung 

ax^  —  hx  -^  c  =  0 
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mit  ganzzahligeu  Coefficienten  sei.     Man  müsste  dann 

haben,    oder    nach    Einsetzen    der    Werthe    von    c^    und    e~^, 
nämlicli 

e2  =  1  4-  Ji  J \ - I 1 ^ 

2^ 2(9 

'    1.  2-3-  --w  '  n  —  1 
oder 


,  ,  1,2  2"'«     ,  .     2"^«  2"«         20 


und 


,     ,     2e     ,              ,     2"m-  £"'    ,              ,     2"»f' 
=  1  H — , — r  *  *  ■  H r  ■  ■  ■  H 

2"n  £»  +  1         20' 


+ 


folgende  Gleichung: 


«(i  +  f  +  -  +  t  +  -  +  ff) 


2**»        2  0       ,  2"»£"+^       2  0' 


+  a  • +  C 


=  h. 


Pn       »*  —   1  Pn  ^  +  ^ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  pn,  so  werden  alle 
Glieder  der  in  a  und  in  c  multiiDlicirten  Klammern  ganze 
Zahlen,  und  wenn  man  dann  alle  ganzzahligen  Bestandtheilc 
nach  rechts  schafft,  entsteht  folgende  Gleichung: 

(13)  a  •  2"«  .  -^  +  c  .  2"«  .  S-+'  ■  ^-  =  iV, 

^     ■'  n—  1'  n  -\-  6  ' 

unter  N  eine  gewisse  ganze  Zahl  verstanden.  Wir  dürfen 
hierbei  wieder  unter  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ver- 
stehen, jenachdem  c  negativ  oder  positiv  ist,  wodurch  alsdann 
die  beiden  Glieder  zur  Linken  wesentlich  positiv  werden.  Dies 
mag  z.  B.  in  der  Weise  bewirkt  werden,  dass  wir  n  =  2' 
wählen,  wenn  c  negativ,  n  =  2'  -\-  1,  wenn  c  positiv  ist.  Dem 
entsprechend  würde  dann  der  Werth  der  linken  Seite  durch 
den  Ausdruck 
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gegeben.  Wir  dürfen  aber  endlich  bei  unserer  Betrachtung 
das  so  gewählte  n  beliebig  gross  annehmen,  und  werden  dies 
bei  der  bereits  getroffenen  Wahl  von  n  in  beiden  Fällen  ein- 
fach dadurch  erreichen,  dass  wir  den  Exponenten  i  hinreichend 
gross  wählen.  Da  hierbei  mit  dem  unendlich  wachsenden  n 
die  Ausdrücke  (14)  unendlich  abnehmen  werden,  sinken  sie 
schliesslich,  ohne  Null  zu  sein,  unter  die  Einheit  herab, 
während  N  eine  ganze  Zahl  bleibt.  Die  Gleichung  (13)  er- 
giebt  dann  einen  Widerspruch,  und  folglich  ist  damit  der 
Beweis  der  Behauptung  erbracht. 


Sechste  Vorlesung. 
Herniite's  Unfersnchnug  der  Zalil  e. 

1.  Die  in  der  vorigen  Vorlesung  entwickelten,  die  Zahlen 
e  und  71  betreffenden  Sätze  sind  nur  ganz  besondere  Fälle  des 
allgemeinen  Ergebnisses,  welches  für  die  Zahl  c  von  Her- 
mite*),  für  die  Zahl  7t  von  Lindemann  festgestellt  worden 
ist,  dass  nämlich  jede  dieser  beiden  Zahlen  eine  trans- 
cendente  Zahl  ist.  Wir  werden  zunächst  hier  versuchen, 
von  den  Hermite'schen  Betrachtungen,  welche  auch  deneji 
von  Lindemaun  zum  Grunde  liegen,  eine  zusammenhängende 
Darstellung  zu  geben. 

Versteht  man  unter  A  die  Funktion  sin  x  oder  in  be- 
kannter Reihenform 

T  ~  1  •  2  •  3  "l     1    2-3-4-5  ~~  ■  "  ' 
kürzer,  mit  Anwendung  des  Summenzeichens, 


*)  Ausser  der  schon  genannten  Schrift  Sur  la  fouctioii  cxponentielle 
kommen  hier  auch  noch  in  Betracht  die  beiden  kleinen  Abhandlungen 
im  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik  Bd.  76  pag.  303  u.  342. 
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k  =  » 


(u  ^-^,..: 


(_   1)*   .    ;t"+l 


k  =  0 


3---{2k-{-  1) 


und  bildet  hieraus  die  unbegrenzte  Reihe  von  Grössen  Äi, 
^2?  ^3j  •  •  •  nach  dem  Gesetze,  welches  die  Formeln  aus- 
drücken: 

X  .r 

Aj  ==  I  xÄdx ,      A.,^\  xA^  dx ,     •  •  • 

Ü  ü 

allgemein 

X 

(2)  A„=  j  xAn-idx, 

0 

so  findet  sich  vermittelst  der  für  A  gegebenen  Reihen- 
entwicklung (1)  ohne  Mühe 


(S)4„  ==,,=,.+.  ,V^_i^ 


'  X  dx^  -  X    dx  ^ 


^  1-2-3---2Z;     (2Ä;4-l)(2i--]-3)---(2Ä;  +  2«-{-l)' 
Wird  andererseits  %  = gesetzt  und  hieraus  die  Reihe 

X       ^ 

der  Grössen  ^j,  %^,  ?(o,  ■  •  •  durch  die  Gleichungen 

allgemein 

(4)  «„  =  _••'?.- 

^    '  o;       dx 

hergeleitet,  so  ergiebt  sich  gleichfalls  unschwer 

C5)    9(   =  V tli)" .  .         ^^'' 

W;     -'»       ^  ^2k  -f  1)  {2k  +  2)  •  •  •  (2A;  +  2«  +  1)      1  -  2  •  3  •  •  •  2Ä; ' 

d.  h.  es  ist 

(6)  %.=     ^" 


X 


,2«  +  l 


folglich  auch 

_  A. 


(7)  5U+x=     "+^ 


Wird  nun  in  (4)  n  -j-  1  statt  «,  darauf  die  Werthe  (6)  und 
(7)  eingesetzt  und  die  aus  der  Definitionsgleichung  (2)  hervor- 
gehende Beziehung 

Bacliniaun,  Irratioualzjhlen.  5 
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-j- -  =  XAn—l 

ax 
beachtet,  so  findet  sich  folgende  interessante  Recursionsforiuel : 
(8)  ^„+x  =  i2n  +  1V1„  —  x'  ■  An-u 

Die   hieraus   für  n  =  \,  2,  3,  •••   entstehenden   Gleichungen: 
^2  =  3-4i  —  ic- J. 

A^  =  1A.^  —  x^A., 


können  folgendermassen  geschrieben  werden: 
X- A   o  ^* 


und   liefern  daher  durch   allmähliches   Einsetzen   den   Ketten- 
bruch 

X^A    g  ^' 


Ay  6  —  Ä» 


7  __  .  .  . 
Aber  aus  ^  =  sin  a;  folgt  sogleich 

A^  =  I  xA  dx  =  sin  x  —  x  cos  x, 

0 

folglich  ist 

sin  X  —  X  cos  X        x^ 


sin  X 

~  3  -a* 

5  —  a;* 

7  —  • 

und  hieraus 

i.                 ^ 

3  —  a;'^ 

5  —  a;" 

7 
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So  sind  wir  zunächst  auf  anderem  Wege  zu  dem 
Kettenbruclie  zurückgeführt  worden,  welchen  für 
tang  o;  schon  Lambert  angegeben  hatte. 

2,  Aber  wir  wollen  uns  nun  genauer  mit  dem  Ausdrucke 
An  beschäftigen.  Man  kann  statt  desselben  einen  zweiten  von 
ganz  anderer  Gestalt  aufstellen,  wenn  man  die  Integrationen 
in  den  Definitionsgleichuugen  ohne  die  Reihenentwicklung  für 
sin  X,  mit  Anwendung  vielmehr  der  partiellen  Integration  aus- 
führt.    Man  findet  so  zunächst 

X 

Ai=  \  X  sin  X  dx  =  sin  x  —  x  cos  x 

0 

X 

A.^  =  j  xAi  dx  =  (3  —  x^)  sin  x  —  ox  cos  x 

0 

X 

A^  =  f  xA.>dx  =  (15  —  6x^)  sina;  —  (15a;  —  x^)  cosa; 

0 

u.  s.  w.  Es  stellt  sich  hiernach  für  A„  die  allgemeine 
Form  heraus: 

(9)  An  =  iIj{x)  •  sinic  -f  x{^)  '  cosa;, 

wo  ^(ic)  eine  gerade  ganze  Punktion  vom  «*""  bez. 
[n  —  1)*^"*  Grade  ist,  jenachdem  n  gerade  oder  un- 
gerade, x{x)  eine  ungerade  ganze  Funktion  vom 
(n  —  ly^^  oder  v}^^  Grade  je  nach  den  beiden  unter- 
schiedenen Fällen  ist-,  die  Coefficienten  dieser  Funk- 
tionen sind  ganze  Zahlen.  Wir  wollen  vor  allen  Dingen 
das  Induktionsgesetz  bestätigen. 

Dazu  bemerken   wir   zuerst  die  leicht  durch  partielle  In- 
tegration zu  erhaltenden  Formeln 

/  (p(x)  s'mxdx  =  sina;  •  0'(x)  —  cosa:  •  0(x) 

I  (p{x)cosxdx  =  sina;  •  0{x)  -\-  cosa;  •  ^'{x), 

in  welchen  zur  Abkürzung 

0(x)  =  (p(x)  —  (p"(x)  -\-  (p^^Hoo)  —  ■•■ 
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gesetzt  ist.  Die  Funktionen  ^{x),  0'{x)  in  diesen  Formeln 
sind  ganze  Funktionen  von  gleichem,  bezw.  um  1  geringeren 
Grade  wie  die  Funktion  (p{x).  Bei  der  Integration  von  0  bis 
X  giebt  die  erste  Formel  die  folgende: 

X 

I  (p(x)  sin  xdx  =  sin  x  •  0'(x)  —  cos  x  ■  ^(x)  -{-  ^(0) , 

0 

also,  so  oft  ^(0)  Null  ist,  was  z.  B.  eintrifft,  wenn  g>{x)  und 
folglich  seine  Ableitungen  gerader  Ordnung  also  auch  ^(x) 
ungerade  Funktionen  von  x  sind, 

X 

(lU)  /  q){x')  sin  xdx  =  sina;  •  ^'{x)  —  cosa:  •  0(x)  . 

0 

Ebenso  ergiebt  die  zweite  Formel,  wenn  (p{x)  und  folglich 
seine  Ableitungen  gerader  Ordnung  gerade  Funktionen,  ^'(.-r) 
also  eine  ungerade  Funktion  von  x  ist, 

X 

(11)         /  q){x)  cos  xdx  =  sina;  •  ^(x)  -\-  cosa;  •  0'(x)  . 

0 

Nehmen  wir  nunmehr  an,  das  für  A„  ausgesprochene 
Gesetz  sei  bis  zu  einem  bestimmten  Index  n  hin  bestätigt,  so 
würde  sich  finden 

X  X 

An-\-\  =  f  xAn  dx  =  /  (xiIj(x)  slii  X  -(-  ^'^C'")  COS a")  dx . 

Ist  nun  zuerst  n  eine  gerade  Zahl,  so  wäre  t^'(.r)  eine 
gerade  Funktion  vom  n*®"*,  demnach  xtpix)  eine  ungerade 
Funktion  vom  (w -f-  1)*®°  Grade,  und  %{x)  eine  ungerade 
Funktion  {n — l)**"^,  demnach  xx{x)  eine  gerade  Funktion 
«*^°  Grades.  In  Anwendung  der  Hilfsformeln  (10)  und  (11) 
erhielte  man  also  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

X 

I  x^(x)  sin  xdx  =  sina;  •  W'(x)  —  cosa;  •  Wl^x) 

0 

X 

I  •rx{x)  cos  xdx  =  sin  a:  •  A"(a:)  +  cosa'  •  X'(x)] 
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^(x),  X(x)  bedeuten  dabei,  was  aus  ^(a;)  entsteht,  wenn 
bezw.  x^p{x)  und  xx(x)  für  q)(x)  gesetzt  werden.  W(x)  muss 
daher  eine  ganzzahlige  ungerade  Funktion  (n  -j-  1)*®°  und 
demnach  W(x)  eine  gerade  Funktion  l^*''"  Grades,  X(x)  eine 
ganzzahlige  gerade  Funktion  «*''"  Grades,  demnach  X\x)  eine 
ungerade  Funktion  (n  —  1)*^'*  Grades  sein.  Zieht  man  daher 
zusammen: 

A„+t  =  sina;  •  {W\x)  +  X(x))  —  cosa;  •  (^i<"(ic)  —  X  (x)) , 

so  ist  nun,  wo  der  Index  n  -{-  1  eine  ungerade  Zahl  ist,  der 
sin  X  in  eine  gerade  Funktion  w'®'',  der  cos  x  in  eine  ungerade 
Funktion  (n  -f-  1)*®"^  Grades  multiplicirt,  das  Induktionsgesetz 
also  um  einen  Schritt  weiter  bestätigt.  Da  dasselbe  Ver- 
fahren auch  in  dem  Falle  eines  ungeraden  n  anwendbar  ist 
und  zum  Ziele  führt,  ist  also  der  allgemeine  Nachweis  ge- 
führt, dass  das  bezüglich  An  aufgestellte  Gesetz  ohne  Aus- 
nahme giltig  ist. 

3.  Nun  kann  man  leicht  den  ersten  Ausdruck  (o)  für 
A„  in  die  Gestalt  eines  bestimmten  Integrales  überführen. 
In  der  That  giebt  die  partielle  Integration  zunächst  folgende 
Reduktionsformel : 

1  1 

(12)  J(i  -  0^y .  z^^^cu  =  ^,^7^  •/(!  -  ^r  •  ^^(^-^)^^, 

0  0 

durch  deren  wiederholte  Anwendung  die  Gleichung  hervor- 
geht: 


j{\-^y-  z-hh 


(13) 


'■^■^■■■^^^-^)  Jil-zJ^dz. 


(2m  +  3)  (2ot  4-  5)  •  •  •  (2w  4-  2Ä  4-  1) 

0 

Es  ist  aber 

11  1 

J{].-s^ydz=j(i-zy-^ds—Jz'{i-z'y-'dz, 

0  0  0 

und   die   Hilfsformel  (12)   liefert,    wenn  darin  n  —  1    statt  n 
und  k  =  1  gesetzt  wird, 
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1  1 

0  0 

hiernach  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 
1  1 

0  0 

und  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  in 
1 
/  *  ...      ,  2  •  4  •  6  ■  •  ■  2  n 


Demnach    erhält   man    die    Formel   (13)   in   folgender   Gestalt: 

/c  —  1)  •  2  . 4  ■  6 
(2n  +  2A:-f  ly 


fu)  j'n  _  .^).  .,»<;.=.  lili|^- «■  ^  ■*"■■  ^» 


Betrachten  wir  nun  da.s  Integral 

/  (1  —  z^Y  •  cos  xz  dz 

0 

und  ersetzen  darin  cos  xz  durch  seine  bekannte  Reihe 

^  ~  Tr2     '     1-2-3-4  1-2-3-4-5-6  "•     '  '  ' 

oder  kürzer,  mit  Anwendung  des  Summenzeichens, 

=2"T 


(—if  ■  X^'^Z 

cosxz —   ^■ 


2-3  •••  2Ä; 

0  ~ 


sodass  das  Integral  die  Gestalt  annimmt: 

1 

0  0 

so   findet   mau   sogleich   bei  Anwendung   der  Formel  (14)  die 
Beziehung: 
1 

/  (1  —  2*)  •  COS  xe  dz 

0 

(— l)*a;^*  2-4-6  •••2n         


=2^:^ 


3  •••  2/.-     (2Ä;+l)(2fc  +  3)  ■••  (2A;  +  2n+  1)  ' 
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d.  h,  nach  (B)  und  (9)  folgende  Gleichung: 

(15)  ^(a;)sina;  -f  x(po)cosx  =  2~4  ■  -  ■  2n  '  I  ^^  — s'-ycosxzch. 

0 

Hierin  hat,  wenn  wir  n  als  gerade  Zahl  voraussetzen,  x(x) 
die  Bedeutung  einer  ungeraden  Funktion  vom  Grade  n  —  1, 
also  die  Gestalt 

wenn  unter  X(x^)  eine  ganze  und  ganzzahlige  Funktion  des 
Grades  —  —  1  von  x'^  verstanden  wird, 

4.  Aus  der  so  nach  Hermite  gegebenen  Gleichung  (15) 
lassen  sich  mit  Leichtigkeit  die  Sätze  wieder  finden,  welche 
Lambert  und  Legend re  bezüglich  der  Zahl  n  aus  anderer 
Quelle  hergeleitet  haben:  dass  nämlich  weder  jr  selbst 
noch  7C^  rational  sein  kann. 

Denn  setzt  man 

X{x^)  =  Äx"-^  +  ^1^;«-'^  H 1-  Än_ 

2  ~ 

und  nimmt  zunächst  an,  Jt  sei  rational,  jt  =  — ,  so  ersieht 
die  Gleichung  (15),  wenn  darin  x  =  %  gesetzt  wird, 

0 

oder 

0 

wenn  N  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Wäre  dagegen  tc'^  eine 
rationale  Zahl,  7C^  =  —,   so   fände  man  auf  demselben  Wege: 


K       1  •  2  •  3  •  •  •  «  ^    ^  -'  ' 


(17)  N'  =  ^^     ^^ 

0 

wo  auch  N'  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 
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Das  Integral  ist  <  1,  da  die  Funktion  unter  dem  Integral- 
zeiclien  dauernd  numerisch  unter  1  bleibt;  dass  es  nicht  0 
ist,  lässt  sich  einsehen,  weim  man  es  zerlegt  in 

/  (1  —  S'-^y  •  cos  Ttsds!  +   /  (1  -     S-)"  ■  cos  TlZlh] 

infolge   des   bekannten  Mittelwerthsatzes   aus  der  Theorie  der 
bestimmten  Integrale  lässt  sich  das  erste  setzen  gleich 


(1  —  ^-j"  •  /  cos  nzih  =  (1  —  t^)"  ■  ^ , 

0 

das  zweite  gleich 

1 

(1  -  e'-)»  •  /  cos  nzch  =  —  (1  —  g'7'  ■  -^ 


wo  ^  zwischen  0  und  ^,  ^'  zwischen  ^-  und  1  liegt;  da  hier- 
nach 1  —  S^  >  1  —  t'^  ist,  kann  das  ganze  Integral  nicht  ver- 
schwinden. Die  Gleichungen  (16)  und  (17),  in  welchen  die 
(gerade)  Zahl  n  beliebig  gross  gedacht  werden  kann,  werden 
aber  schliesslich  unmöglich,  wenn  sie  hinreichend  gross  ge- 
dacht   wird.      Denn    bekanntlich    nähert    sich    der    Ausdruck 

a;" 

,   wie   gross  der  bestimmte  Werth  von  x  auch  sei, 


12-3    ' • n 

mit  unendlich  wachsendem  n  der  Null;  für  ein  hinreichend 
grosses  n  werden  demnach  die  Faktoren  vor  dem  Integrale 
in  den  Formeln  (16)  und  (17)  beliebig  kloin  sein,  bei  wachsen- 
dem n  wird  daher  ein  Augenblick  eintreten,  wo  die  rechten 
Seiten  dieser  Formeln,  ohne  zu  verschwinden,  unter  die  Ein- 
heit herabsinken,  also  keiner  ganzen  Zahl  gleich  sein  können. 
Die  Annahmen  sind  demnach  unzulässig. 

5.  Im  Vorigen  haben  wir  nur  die  ersten  Schritte  auf 
dem  von  Herrn ite  eröffneten  Wege  gethan  und  wollen  nun- 
mehr denselben  weiter  verfolgen. 

Aus  jeder  der  Grössen  An  bilden  wir  unbegrenzt  viele 
andere  Ä'n,  A'^,  A',',',  •  •  ■,  indem  wir  detiniren: 
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X  X  X 

A,[=^JÄ„dx,      Än=JÄ;,(lx,      An'  =  I  A'n'dx,     ■  •  • 

U  ü  u 

Wählen   wir  hierbei   zuerst  für  An   den  Ausdruck  (3)  in  Ge- 
stalt einer  Reihe: 

0^                                                                                                         fc    14-2A-  +  2« 
J      _  V  - SZL}].± ^_  , 

^«  ~~^,   (2A-  +  1)  (2Ä;  +  3)  •  ■  •  (2/j  +  2«  +  1)        1  •  2  •  3  •  •  •  2/i;     ' 

so  findet  sich  ohne  Schwierigkeit 

i   _  '^i^  {2k  +  2)  (2/;  +  4)  •  •  •  (2fc  +  2w)  ■  (-  if^^k  +  2n+^ 

oder,  wenn  man  setzt 

n^^       %'   —^  (2/c  +  2)(2fc  +  4)..-  (2/c  +  2n)  •(-!/•  a;"'- 

/t  =  0 

(19)  4  =  /"+'■+' -sii. 


Aus  der  Formel  (18)  ergiebt  sich,  wenn  darin  n  +  1  statt  n 
gesetzt  wird, 

^r'         =  V  (-2^  +  '^)  r2Ä:  +  4)  •  •  •  (2A;  +  2>t  +  2)  •  (-  xfx^"" 
vl„  +  i       ^   1  .  2  •  3  •  •  •  (2^•  4-  2n  +  i  +  1)  (27i;  +  2«  +  i  +  3) ' 

Andererseits    findet    sich,    wenn   5(L   nach   x   differenzirt   wird, 
wobei  das  /c  =  0  entsprechende  Glied  verschwindet, 

'^,  ^  '^  2/.- (2/.- +  2)  ••■  (2Ä;  +  2^)-  {-\fx^^-^ 
dx         ^  1-2-3  •••  (2it4-2w4-i4- 1) 

oder,   wenn   der  Summationsbuchstabe  k   durch  A'  -|-  1  ersetzt 
wird, 

_  ^  _  '^  (2A;  -f  2)  (2fc  +  4)  • '  •  {2k  +  2ot  +  2)  •  (-  l)*^a!^*+^ 
~    dx        ^      1-2.3  •••  (2fc+2«  +  i+ l)(2/^  +  2u  +  t  +  3)    ' 

Durch   Vergleichung    mit  %i  +  i   erhält  man  sogleich   die   Be- 
ziehung 

21'       -        '     '''" 
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welche  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (10),  die  für  jedes  n 
besteht,  leicht  in  die  Form 

An  +  l  =  (2W  +  /  +  \)An  —  X-   -J^ 

gebracht   werden  kann.     Nach  den  Definitionsgleichungen  für 

die   Grössen   Ä,i    ist  aber   -r—  =  Ä„     ,    also   nimmt  die  vor- 
stehende Gleichung  folgende  Gestalt  an: 
(20)  X+i  =  (2n  +  i  +  \)Än  -x-A\-\ 

Diese  eigenthümliche  Recursionsformel,  welche 
gestattet,  die  Grössen  A  höherer  Ordnung,  d.  h.  mit 
grösseren  Indices,  aus  denen  geringerer  Ordnung  zu 
berechnen,  verdient  an  sich  volle  Aufmerksamkeit. 
Beschränken  wir  uns  z.  B.  auf  den  Index  «'  ^  1,  so  würde  sie 
lauten: 

^;+i  =  (2w  +  2)^;  —  xAn 

und  würde  dazu  dienen,  vermittelst  der  Grössen  A,  A^,  A^,  ■■■ 
allmählich  die  Grössen  A'\,  A^,  A3,  ■  •  •  aus  A'  zu  berechnen. 
Hier  jedoch  wollen  wir  den  Gang  dieser  Rechnung  nicht 
weiter  verfolgen,  sondern  an  die  Definition  der  Grössen  A'„ 
wieder  anknüpfen.     Es  war 

X 

-Aji  =^    f   Ji-n  UX  '^ 
U 

dies  giebt,   wenn  für  An  jetzt  der  Ausdruck  (0)  gesetzt  wird, 

X 

An  =  f  itix)  shix  -\-  x{^)  cosx)dx. 
0 

Aehnlich  den  Hilfsformeln  (10)  und  (11)  findet  man 

An  =  (W(x)  +  X{x))  sina;  +  {X'(x)  —  W(x))  cosa; 
^^^^  +  W{0)-  X\0), 

wenn 

W(x)  =  t{x)  -  t"ix)  +  t"'Xx) 

Xix)  =  xix)  —  x"(x)  +  x""{^) 


Hermite's  Untersuchung  der  Zahl  e.  75 

gesetzt  wird.  Wenn  nun  n  gerade  ist,  so  ist,  wie  gefunden 
worden,  i^ix)  und  also  auch  W{x)  eine  gerade  Funktion  n**"*", 
lix)  und  daher  auch  X{x)  eine  ungerade  Funktion  (w  —  1)*^° 
Grades;  daher  wird  der  Faktor  von  sin  x  zur  Rechten  in  (21) 
in  diesem  Falle  eine  ungerade  Funktion  (?^  —  1)*""  Grades, 
der  Faktor  von  cos  a;  eine  gerade  Funktion  n^^"^  Grades  sein. 
Ist  im  Gegentheil  n  ungerade,  so  findet  sich  in  gleicher  Weise 
der  Faktor  von  sin  ic  als  eine  ungerade  Funktion  w*®'',  der 
von  cos  X  als  eine  gerade  Funktion  (n  —  1)*"''  Grades. 
Endlich  ist  ^(0)  —  -X'(O)  eine  gewisse  Konstante,  welche  G 
heisse.     Setzt  man 

X'{x)  ~  W{x)  =  ttix),       ^'(x)  +  X(x)  --=  xii^), 
so    verhalten    sich    t^i(a;),    Xi(^)    »^"^    entsprechend    den    mit 
ip{x),  x{x)  bezeichneten  beiden  Funktionen,  und  man  hat 

A'n  =  ^i(a?)  cosa;  +  Xi{x)  sin  x  -{-  C. 
Eine  neue  Integration  liefert 

X 

An  =  /  {ti  OO  cos  o;  +  Xi  (^)  sin  ^)  (^^  +  Cx 

0 

=  iXi{x)  +  W^{x))  sin:»  +  {Wi{x)  —  Xi{x))  cos  3;  +  Cx 

+  X,(0)-  Wi(p). 

Nach  der  angemerkten  Natur  der  Funktionen  tt{^),  Xii^) 
aber  ergiebt  sich  zunächst  Xi(0)  =  0,  W[(0)  =  0,  und  wenn 
man  dann 

Xi{x)  +  W,{x)  =  t^ioo),      'Fi(x)  -  X,(x)  =  X2{^) 
setzt,    so   verhalten   sich   die   Funktionen   ^2(^)7  X2(^)   wieder 
ganz  genau  so,  wie  die  Funktionen  t{x),  x{x)  resp.,  und  die 
vorige  Gleichung  wird: 

An  =  i^-A^)  sin-^-^  +  ;t2(-^')  cosa;  +  Cx. 
In  gleicher  Weise  findet  man  nunmehr  leicht: 

An"  =  ^3(0;)  cosa;  +  Xsix)  sina;  +  -a;-  +  C 

Q 

A'n"  =  ^Jx)  sina;  +  ;t.i(^) cos a;  -|-  —  a;^  +  Cx 

u.  s.  f.  Man  kann  mit  andern  Worten  folgendes  allgemeine 
Ergebniss  aussprechen:  Jenachdcm  i  gerade  oder  un- 
gerade ist,  findet  mau 
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A'„  =  iuix)  sin  X  -f  Xi{x)  cosx  -{-  (piix) 
oder 

Ä,i  =  4>i{x)  cosA"  +  Xi(x)  sina;  -\-  g)i(x) , 

wobei  ^',(rr)  eine  gerade  Funktion  »<*"'»  oder  (n  —  1)'^", 
Xi(x)  eine  ungerade  Funktion  (« — 1)*®°  oder  w*^"  Grades 
bedeutet,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist, 
während  (pi{x)  eine  ganze  Funktion  von  x  ist,  deren 
Grad  gleichzeitig  mit  i — 1  gerade  oder  ungerade  ist. 
6.  Betrachtet  man  nun  irgend  zwei  aufeinanderfolgende 
Glieder  der  Reihe  An,  An,  An,  A'n,  •  •  •,  z.  B.  grösster  Ein- 
fachheit wegen  die  beiden  ersten  Glieder: 

tl){x)  sin  X  -\-   x{x)  cos  x  ^  An 
%^{x)  Bmx  -\-  ti{x)  cos X  =  An  —  C, 

so  lassen  sich  die  so  gebildeten  Gleichungen  nach  den  Grössen 
sin  ic,  cos  a;  auflösen  und  ergeben  im  betrachteten  Falle: 

sin  X  •  E{x^)  =  X  ■  T(x-)  -{-  An-tt  (^)  —  ^»  '  x(^) 

cos  X  •  I{(X^)  =  S{X')  —  An'Xi  (X)  -\-A'n't{x), 

wenn  ip(x)ii}i(x)  —  X{^)Xi{^)>  ^^^  ^^^^  gerade  Funktion  von 
X  vom  Grade  2n  ist,  mit  Ii(x^),  die  gerade  Funktion 
—  C-ip{x)  mit  S{x^)y  die  ungerade  Funktion  C-xipc)  m\ix-T{x^) 
bezeichnet  wird.  Nach  den  für  A^  A»  gegebeneu  Reihen- 
ausdrücken beginnen  die  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ent- 
wickelten, rechts  noch  ausser  den  ersten  Gliedern  stehenden 
Produkte  offenbar  erst  mit  x^"+^  bezw.  a^"+^.  Denkt  mau 
sich  also  die  Produkte  sin  x  •  B(x'),  cos  x  •  R{x^')  gleichfalls 
nach  den  steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt,  und  vernach- 
lässigt alle  Potenzen,  welche  die  vom  Grade  2n  übersteigen, 
so  müssen  die  Entwicklungen  mit  den  ganzen  Funktionen 
X  ■  T{x^),  S{x^),  deren  Grade  höchstens  gleich  n  sind,  bezw. 
übereinstimmen.  Diesen  Umstand  wollen  wir  hinfort  kurz  in 
der  Weise  ausdrücken,  dass  wir  sagen:  sin  a;,  cos  o;  seien 
bis     auf    Potenzen     vom     Grade     2n    den    rationalen 

Brüchen    »/W,  ^t^  ^^'^'  gleich,   welche  demnach  als 

Näherungsbrüche  mit  demselben  Nenner  bezeichnet 
werden   können. 
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Setzt  man   hierin,    was   wir   uns   einmal  erlauben  wollen 
wie  Lambert,  ohne  die  Berechtigung  dazu  näher  zu  erläutern, 

.    statt  X,  und  benutzt  die  Formel 


cos  -r  -\-  i  •  sin  —  =  e^ , 

so  entsteht  aus  den  Gleichungen 

_  x^x^  _  S{x^) 

sin  X  —   j^^^,^  •  •  •,     cosa;  —  _^^^,,^  •  •  •, 

mit  denen  wir  jenen  Umstand  ausdrücken,  sogleich  auch  die 
folgende: 

Si-x'')-\-x-Ti-x'-) 

oder  kürzer 

fiX    i i     .    .    , 

^  Nix) 

worin  M{x),  N{x)  zwei  ganze  Funktionen  von  x,  der  Nenner 
insbesondere  eine  gerade  Funktion  von  x  vom  Grade  2«  ist; 
mau  findet  also  auch  für  die  Exponentialfunktion  (f 
eine  bis  zu  demselben  Grade  reichende  Annäherung 
mittels  einer  rational  gebrochenen  Funktion. 

7.  Wenn  wir  von  der  besonderen  BeschaflFenheit  der 
Funktionen  Mix),  N(x)  absehen,  können  wir  ganz  im  all- 
gemeinen sagen:  Die  vorhergehenden  Betrachtungen  haben  die 
Möglichkeit  erwiesen,  der  Funktion  c*  sich  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  durch  einen  rationalen  Bruch  anzunähern.  Dass 
solche  Annäherung  sogar  bis  zu  einem  beliebigen  Grade  ^i  hin 
möglich  ist,  davon  kann  man  sich  leicht  a  priori  überzeugen. 
Setzen  wir  nämlich  die  Gleichung  an: 

_  M{x) 
^         N{x)  ~^ 

mit  Vernachlässigung  von  Potenzeu  vom  Grade  grösser  als  jt, 
d.  h. 

{22)         e  ■  N(x)  —  M{x)  =  £1»"  +  !  +  £,a;."+-  H , 

und  wählen  die  Grade  der  beiden  Funktionen  M{x)  und  N{x) 
gleich  m,  n  resp.  Wird  für  e^  seine  Reihenentwicklung  ein- 
gesetzt und  die  linke  Seite  der  vorigen  Gleichung  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt  gedacht,  so  muss  man, 
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um  der  Gleichung  zu  genügen,  die  Coefficienten  von  ic",  x^, 
x^,  •  ■  -x"  gleich  Null  setzen,  erhält  also  {i  -{-  1  offenbar  homogene 
(Gleichungen  zwischen  den  Coefticieuten  der  ganzen  Funktionen 
M{x)  und  N(x),  deren  Anzahl  gleich 

(m.  +  1)  +  (n  +  1)  =  m  +  «  +  2 

ist.  Werden  daher  7H,  n  so  gewählt,  dass  ihre  Summe 
tji  -\-  n  =  [i  ist,  so  dienen  jene  Bedingungsgleichungen  genau 
zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  der  Coefficienten  und,  wenn 
etwa  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  in  N(x)  angenommea, 
nämlich  gleich  1  gewählt  wird,  zur  Bestimmung  der  Coeffi- 
cienten selbst,  und  die  Möglichkeit  der  Annäherung  ist  da- 
durch erwiesen. 

Aber  man  kann  auch  mit  Hermite,  ausgehend  von  einer 
elementaren  Integralformel,  für  jeden  gegebenen  Grad  ft  Funk- 

M(x) 
tionen  liVT— x  ohne  Schwierigkeit  finden,  welche  die  Annäherung 

N{x)  °  '  ° 

leisten. 

Ist  nämlich  F(3)  eine  Funktion  von  0,  die  wir  für  unsern 
Zweck  sogleich  als  ganze  Funktion  vom  Grade  ^  voraussetzen, 
und  setzt  man  zur  Abkürzung 

(23)        m  +  E^  +  .:.  +  ^'^^^(^, 

so  findet  sich  mittels  partieller  Integration  die  Formel: 

(24)  Je—  •  F(z)  dz  =  -  e—  .'^{z), 

und  folglich,  wenn  zwiselieii  den  Grenzen  t,,  Z  integrirt  wird, 
die  folgende: 

z 
(24a)      je-'^  ■  F{z)dz  =  c-^^  •  ^(^  -  c"^-^  •  g(Z). 

Werden  nun  ^,  Z  als  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung 
F{z)  =  0,  und  zwar  die  erste  als  eine  7i-fache,  die  zweite  als 
eine  /c-fache  Wurzel  vorausgesetzt,  so  verschwinden  für  z  ==  t, 
ausser  der  Funktion  F{z)  auch  ihre  //  —  1  ersten,  für  z  =  Z 
ihre  Je  —  1   (Tsteu   Ableitungen  und   es   findet  sich 
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(25)'  g(Z)  =  ^,      5(0  =  1^. 

wenn  31  (x)  eine  ganze  Funktion  vom  Grade  m  =  (i  —  A;, 
N(x)  eine  ganze  Funktion  vom  Grade  n  =  ^  —  li  bedeutet. 
Hiernach  nimmt  die  Gleiciiung  (24a)  die  Gestalt  an: 

z 


(26)    e->  ■  N(x)  -  c-^^  •  31{x)  ==  a:."+i  .  /  e-^^Z(^) 


<Z^ 


und  liefert,   wenn  insbesondere  ^  =  0  angenommen  Avird,  die 

folgende: 

z 

(27)  e^^  ■  N{x)  -  M{x)  =  ic."+i  •  e^^  •  / e-^-F(^)  c?^ . 

0 

Denkt  man  sich  schliesslich  hierin  statt  e^^  und  e~'^  zur 
Rechten  der  Gleichung  ihre  Reihenentwicklungen  gesetzt  und 
die  ganze  rechte  Seite  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ent- 
wickelt, so  ist  einleuchtend,  dass  die  Entwicklung  mit  x"  +  ^ 
beginnt;  demnach  liefert  vorstehende  Gleichung  eine,  bis  zum 
Grade    (i   reichende   Annäherung  an  die  Funktion  e'^^  durch 

den  Bruch  -^Jr—. 
N{x) 

8.   Z.  B.,  wenn  F{2)  =  rJ'{z  —  1)^  und  //  +  Ä-  =  ^  gewählt 
wird,  ergiebt  sich  aus  (27)  die  besondere  Formel: 

1 

e^  •  N(x)  —  M{x)  =  x"  +  ^  •  e  ■  i  e-=''^''{z  —  \fds, 

0 

oder  noch  specieller,  wenn  It  =  h  also  ^  =  2Jt  ist, 

1 

(28)  e^  .  Nix)  -  M{x)  =  x"'  +  ' -  (f  j  e'^'z^' {z  —  1)''  dz . 

ü 

Die  Funktionen  31{x)  und  N{x)  sind  in  diesem  Falle  leicht 
anüebbar. 
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Aus    Fiz)  =  ^'{s — 1)''    folgt    Dämlich    mittels    des    bi- 
nomischen Satzes 

FU)  =  z^^  —  ^22/.-i  ^  'i(^-^)^2/,-2  _  . . .  _|_  c_  iv- .  z\ 

1  1    *    A 

also  durch  «-malige  Differenzirung, 

F«(^)  =       2h  (2/i  -  1)  •  •  •  (2//  —  /■  +  1)  /^''-' 

—  \  •  (2A—  1)  •  •  •  (2//  -  z)^2/.- '■-  1 
+     •     •     •     • 

+ ''tt2^  ■  ^■^'  +  -)•••  ^^'  -  '■ + '^^  •  (-  iy'+-.?''-'+^' 

+  7  •  (/'  +  1)//  •  ■  ■  (A  -  i  +  2) .  (-  iy'+is''-'+i 
+  //•(//  —  1)  •••  (A  -  i  +  1)  •  (—  \yz''-' . 
Hieraus  findet  sich  i^(')(0)  =  0,  solange  i  <  li  ist;  ferner 
i^(/')(o)  =  (-  ly.  1  .2-3---/^ 

7i^(''+i)(0)  =  (-  l/'+i  •  ^  .  1  •  2  •  3  •  ■  •  (/^  +  1) 
2.KA+2)(o)  =  (_  l)''+2 .  ^'^\~y^-  .  1  .  2  •  •  •  (A  +  2) 

u.  s.  f.,  allgemein  für  r  =  0,  1,  2,  ■  •  •  A 

i?^(/'+')(0)  =  (-  1)''  +  '  .  ^'^^"^^.'g'.^^"/'^^  .  1  .  2  •  3  •  ■  ■  (//  +  ;•)• 

Nach   den  Ausdrücken   für  ^(^),  wo  jetzt   ^  =  0  ist,  ergiebt 
sich  demnach 

Nix)   ^  (-!/'•  1-2  •S.-./t        .        v,_^t     /(     1-2-3. ••(/<  +  !) 

a.2A+I  ^A  +  1  "1     *^         ^/  '    1    ■  ^./,  +  -.'     , 

_U^_lV'  +  2     ^'(^-^)     l-2-3--(A  +  2)     , 

"f"  ^       '>•         ■      1-2      '  a;''+3  "T"  ■  ■  ■ 

,    /       -ly/,     l-2-3---2/^ 

und  folglich 

iV^(a;)  =  (-l/'.  1.2- 3  •••  A -la/' -''•(//+ 1):;^'-'  + 
(29) 

Andererseits   ist  J'( — z)  =  ä' [z -\- X)''   und,    wenn    1  -f- ~ 
statt  z  gesetzt  wird,  Fi^\  ■\- z)  =  ^'{z-\-  1)'',  also 
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woraus  durch  2-malige  DifFerenzirung 

F('X1  +  z)  ==  (—  1)'  •  i^(')(-  z) 
und  für  ^  =  0 

ir(0(i)  =  (_iy.irw(o) 

gefunden    wird.     Nach    den   Ausdrücken    für   (5(^);    wo  jetzt 
Z  =  1  ist,  wird  demnach  gewonnen: 

Mix)   1  .  2  .  3  ■  ■  ■  /t    ,     /t     1  ■  2  .  3  . .  ■  (7t  +  1) 


a; 


h{h—l)     1  .  2  .  3  .  .  .  (/i  +  2)  1  .  2  .  3  ...  27* 

_|_  ...  -f- 


1.2  -pA+s  I  '  .'C^''  +  l         ' 

und  folglich 

3I(x)  =  1  •  2  •  3  • .  •  A  •  Ta;''  +  '-  •  (/i  +  1)  a;''-^  + 

Die  so  für  31{x)  und  JV'(a;)  erhalteneu  Ausdrücke  (29) 
und  (30)  lehren,  dass  nicht  nur  die  Coefficienten  dieser 
beiden  ganzen  Funktionen,  sondern  auch  noch  diejenigen  der 
Funktionen 

ganze   Zahlen    sind;    und   man  findet  zunächst  aus   (28)   die 

Gleichung 

1 

(31)   e-  •  N(a;)  -  M{x)  =  rY^~~li  ■je^'~'^''  ■  ^'  •  (^  —  1)'  •  dz . 

0 

Aus  dieser  aber  lässt  sich  ohne  Mühe  der  nach 
Lambert  und  Legendre  aus  anderer  Quelle  von  uns 
bereits  abgeleitete  Satz,  dass  e^  irrational  sei,  sobald 
der  Exponent  x  eine  rationale  Zahl  ist,  wieder- 
gewinnen.     Denn,    wäre    im    Gegentheil,   wenn   x   rational, 

X  =  —  ist,    (f  eine    rationale   Zahl  -^ ,    so   nähme   die   vorige 

Gleichung,  wie  gross  h  auch  gedacht  wird,  die  Form  an: 

1 

a  ■  N(a;)  —  b-M(x)  =  hx-  ^^—j  J  e^'-'^'  •  z''  {z  —  1)''  lU 

u 
^Achniituu,  Irratioiial/.ahlea.  g 
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oder  auch 

s      1.2.3  ...  h 

WO  31,  N  ganze  Zahlen  bedeuten.  Liuks  steht  demnach  jetzt 
eine  ganze  Zahl.  Eine  solche  Gleichung  ist  aber  nicht  für 
jedes  noch  so  grosse  ]t  möglich;  denn  weil  der  Faktor 


a-N-h-M  =  ^'  ■  r  ,'V       /.  •  Integral , 


GT 


1.2  ...Ji 

und  damit  auch  die  ganze  rechte  Seite  mit  wachsendem  h 
gegen  Null  convergirt,  wird  der  Ausdruck  zur  Rechten  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  h,  ohne  Null  zu  werden,  unter 
die  Einheit  herabsinken,  dann  also  keiner  ganzen  Zahl  mehr 
gleich  sein  können. 


Siebente  Vorlesung. 

(Fortsetzung.) 

1.    Die  zuletzt  angestellten  Betrachtungen  lassen  sich  er- 
heblich verallgemeinern.     Sei  nämlich  jetzt 

(1)  Fi0)  =  {z-  z,Y^  ■  {z  -  z,Y^  •••(.-  ^„)'"» 
und  setzen  wir  noch 

(2)  f{z)  =  {z-Z^{z-Z;)--.(^-Zn) 

und 

(3)  it,  =  niQ  -|-  m^  +  •  •    -f  nin  ■ 

Aus  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  ^(^)  folgt  dann  sogleich 

WO  unter  N{x)  eine  ganze  Funktion  von  x  vom  Grade 
(i  —  7H(j,  unter  Mi(x)  eine  solche  vom  Grade  fi  —  w,,  •  ■  • 
unter  3In(oc)  eine  solche  vom  Grade  ft  —  m,,  zu  verstehen  ist. 
Aus  der  Formel  (2(3)  der  vor.  Vorlesung  werden  wir  also  für 
jeden  Werth  i  =  1,  2,  3,  •  ■  ■  n  die  Gleichung  erhalten: 
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(4)     e-^oa: .  2V'(a;)  —  e-H ^  •  .¥,(a)  =  a>"+^  ■  1  e- ''^Fiz)  dz , 

und  diese  giebt,  weiiu  insbesondere  ^^  =  0  angenommen  wird, 
die  folgenden  Gleichungen: 

0 

e-»^  •  iV(a;)  —  Jlf2(a;)  =  xf'+^  -  j  e^'-^-'^^ F{z)  dz 


dz. 


Da  iu  den  sämmtlichen  rechten  Seiten  derselben,  wenn  sie 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt  gedacht  werden, 
die  niedrigste  Potenz  offenbar  a;"  +  ^  sein  muss,  so  geben 
diese  Gleichungen  eine  gleichzeitige  Annäherung 
desselben  Grades  an  die  n  Exponentialgrössen  e-i"^, 
e^"*,  •  •  •  e^"  vermittelst  der  n  Näherungsbrüche 

^^^  N{x)  '       N(x)  '     '  '  ■      N{x) 

mit  gleichem  Nenner. 

2,  Mit  der  besonderen  Wahl  der  Funktion  F(z),  nämlich 
der  Exponenten  niQ,  m^,  •  ■  ■  nin  werden  natürlich  diese 
Näherungsbrüche  sich  ändern.  Wir  wollen  z.  B.,  indem  wir 
alle  Exponenten  von  gleichem  Werthe  m  nehmen, 

Fizj^^fizyr^ 

wählen;  dieser  Wahl  entspricht  dann  also  ein  ganz  bestimmtes 
System  von  Näherungsbrüchen  (5).  Jedoch  wird  dasselbe  mit 
anderer  Wahl  des  Exponenten  m  jedesmal  ein  anderes  werden, 
ein  anderes  also,  wenn  für  m  allmählich  erst  m  -\-  \,  dann 
m  -\-  2,  ■  •  •  gesetzt  wird.  Es  ist  nun  höchst  beachtens- 
werth,  dass  zwischen  den  Zählern  resp.  Nennern  der 
Näherungsbrüche     dieser    aufeinanderfolgenden     Sy- 
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steme  ein  ähnlicher  Zusammenhang  besteht,  wie  dies 
bei  den  gewöhnlichen  Kettenbrüchen  der  Fall  ist: 
die  Zähler  nämlich  und  die  Nenner  der  späteren  Systeme 
lassen  sich  aus  den  entsprechenden  Zählern  resp.  Nennern  der 
früheren  in  gleichmässiger  Weise  berechnen.  Dieser  Umstand 
beruht  aber  darauf,  dass  —  wenn  wir  hinfort  mit  Rücksicht 
auf  unser  eigentliches  Vorhaben  der  Unbestimmten  x  den 
Werth  1  geben  —  in  der  Reihe  der  Integrale 

/  e— •  •  t\z)  '"ih,      je-'-  fls)'"  +'dz,      je-'-  ({z)'"  +  ^  Js 


die  späteren  in  bestimmter  Weise  aus  den  früheren  berechnet 
werden  können.  Die  eigenthümliche  Art  der  Berech- 
nung, wie  sie  Hermite  nachgewiesen  hat,  ist  folgende: 
Zunächst  ergiebt  sich  durch  partielle  Integration  die 
Richtigkeit  der  Formel 

!'  .*' 

je-'-  f{zY  dz  =  m  ■je-'-  /■(.?)'"-'  •  f\z)  dz , 
welche,  mit  Hilfe  der  bekannten  Differenzialbeziehung 

die  Gestalt  annimmt: 

j  €-=  -({zyäz 
(6) 

=  m  ■  /  e-^ .  ^"^  dz-\ \-m-i  e—  •  ^^''^"'-  dz. 

Wir  wollen,  einer  kurzen  Bezeichnung  halber,  die  einzelnen 
Integrale  zur  Rechten  die  Bestandtheile  des  auf  der  Linken 
stehenden  Integrales  nennen.  Offenbar  wird  mau  nun  aus 
diesem  Integrale  das  folgende  Integral 


le-'-f{zy"+'dz 
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berechnen  können,  wenn   es   möglich  ist,   seine  Bestandtheile 
aus  den  Bestandtheilen  des  Integrales 


/' 


(T'  ■  fipYdz 


zu  finden.  Der  Kern  der  ganzen  Hermite'schen  Betrachtung 
besteht  nun  in  dem  Nachweise,  dass  dieses  der  Fall  ist,  dass 
nämlich  für  jeden  Werth  t,  aus  der  Reihe  z^,  %,  z.,^  .  .  .  Zn 
eine  Gleichung  besteht  von  der  Form: 


/ 


z  —  t 


f^d.. 


CO 

=  ^0  -fe-  ■^ldz  +  .--  +  h.  Je-' 

3.    Um    diesen   Nachweis    zu    führen,    bemerken   wir  zu- 
vörderst, dass  die  Summe 

gesetzt  werden  kann,  wenn  unter  xjj^z)  eine  ganze  Funktion 
vom  Grade  n  verstanden  wird;  aber  auch  umgekehrt  kann  bei 

solcher  Bedeutung   von    ip{z)    der  Bruch    -—■  bekanntlich  in 

Partialbrüche  zerlegt  und  eine  Gleichung  von  der  Form  (8) 
gebildet  werden,  in  welcher  dann  die  Zähler  der  Partialbrüche 
durch  die  Formeln 

^"^        '''  ~  f'M '    '^1  -  f'iz,) '  ■  •  •    '"''  -  r(o 

gegeben  sind.  Hiernach  ist  die  Gleichung  (7)  vollständig 
gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 

(10)    p.G:r^d.^p.fw^^^, 

wenn  ■il^{z)  als  ganze  Funktion  vom  w'""  Grade  gedacht  wird. 
Um  aber  jetzt  zu  zeigen,  dass  diese  Gleichung  für  jedes 
i  ==  \,  2,  3,  .  .  .  n  besteht,  wenn  diese  Funktion  ^(z)  geeignet 
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gewählt  wird,  genügt  es  ofifenbar  uaclizuweisen,  dass  bei  un- 
bestimmter Integration  die  Beziehung 

erfüllbar  ist,  indem  man  die  Funktion  "^{ß)  so  bestimmt,  dass 
sie  an  den  Grenzen  der  bestimmten  Integrationen,  d.  h.  für 
alle  Werthe  Zq,  2^,  z^,  ...  -?«  verschwindet;  denn  dann  kommt 
man  beim  Uebergange  zur  Integration  zwischen  den  Grenzen 
Zq,  Zi  auf  die  Gleichung  (10)  zurück.  Jene  Beziehung  aber 
ist  wieder  mit  der  nachstehenden,  welche  durch  Difl'erenzirung 
daraus  hervorgeht,  völlig  gleichbedeutend 

(1 1)  e-^ .  ^-^I^"^  =  e--  fizr  •  ^  -  ^\^  ; 

und  letztere  lehrt,  dass  e'  •  W(z)  eine  ganze,  durch  /'(^)"'~' 
theilbare  Funktion  von  z  sein  müsste.  Diese  Bedingung  und 
zugleich  auch  die  andere,  dass  ^(^)  für  alle  Werthe  Zq,  z^, 
z^,  ...  z,i  verschwinde,  wird  aber  erfüllt,  Avenn  wir  ansetzen: 

(12)  W{z)  =  e-^-f{zY-ip{z), 

und  unter  (p{z^  eine  ganze  Funktion  verstehen.  Die  Glei- 
chung (11)  nimmt  dann  leicht  die  Form  au: 

(13)  m  •  {^^  =  i^{z)  +  [/■(.)-  mflz)]  g>(£)  -  f{z)q>\z), 

in  welcher  wir  versuchen  wollen,  ihr  durch  geeignete  Wahl 
von  q){z)  und  i^iz)  zu  genügen.  Dass  dies  überhaupt  und  in 
völlig  bestimmter  Weise  möglich  ist,  davon  überzeugt  man 
sich  durch  die  Ueberleguug,  dass  auf  der  linken  Seite  eine 
ganze  Funktion  vom  Grade  2n  -j-  1  steht,  rechts  aber,  wenn 
der  Grad  von  (p{z)  gleich  n  gewählt  wird,  ebenfalls  eine 
Funktion  des  (2«  -|-  1)**''^  Grades,  und  dass  die  Anzahl  der 
Coefficieuten  von  q){z)  und  -^'i/)  zusammen  genommen  genau 
2n  -\-  2  beträgt,  sodass  dieselben  den  2n  -\-  2  durch  Identifi- 
cirung  beider  Seiten  entstehenden  Bedingungsgleichungen  zu 
genügen  im  stände  und  dadurch  bestimmt  sind.  Zur  wirk- 
liehen  Berechnung  von  q)(z)  und  xp{z)  schreibe  man  die  vorige 
Gleichung  in  der  neuen  Form: 
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Hier  steht  links  eine  ganze  Funktion,  rechts  aber  zunächst 
die  echt  gebrochene  Funktion  -—■ ;  demnach  ist  offenbar  die 
Funktion  q){z)  so  zu  wählen,  dass  die  in  dem  Ausdrucke 

(l  -  «/^%(.)  -  9>'(.) 

f(z) 
enthaltene  ganze  Funktion  gleich  J_     wird.     Nun  ist 

A£)  _  _L_  ,  _i_  ,  _Jl_  .   ...   .  _J_ 

f{z)         Z  —  Zq    '    z  —  z^     '    z-^z,^    '  '     z  —  z^ 

oder,  wenn  allgemein 

(15)  Si  =  m  (4  +  4  +  4  + h  4) 

gesetzt  wird, 

setzt  man  daher  noch 

(16)  (p{s)  =  «0^"  +  «1^"-'  +  «2^"~'  -i h  «., 

also 

9,'(^)  =  wa^^"-!  -f-  (n— l)a^0"-2  _{-  (w  — 2)«2^«-3  -j , 

so  muss  schliesslich  derjenige  Bestandtheil  des  nach  fallenden 
Potenzen  von  0  entwickelten  Ausdruckes 

(i  -  ^  - ';.  -  -J  -  •  •  •)  (s-""  +  «1^'^-^  +  «2^«-^  -f  •  •  •) 

—  hccqZ"-^  —  (n  —  l)«^^"-^  —  (w  — 2)a2^"~^  —  ••'? 

welcher  die  ganzen  Potenzen  von  2  enthält,  j:;leich  — ^i.  sein. 
Da  man  aber,  wenn 

(17)  f{s)  =  ^"+1  +  2h^-  +  p,^"-'  -{-■■■+Pn+i 
und 

(18)        ^c  =  ^'-  +  2>i  t'- '  +  i>2  e'-^  +  ----{-Pi 

gesetzt  wird, 

(18a)  ^^  =  g"  +  ^i^''-^  +  ^2^"-'  +  •  •  •  +  tn 

findet,  so  ergeben  sich  durch  Vergleichung  der  entsprechenden 
Potenzen  von  2  folgende  Gleichungen: 
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«u  ==  1 

«1   —  i.^0  +  «)  «0  =  ^1 

(19)         { a,  -  (s„  +  n  —  1)  ß,  -  s, «,  =  t> 

!   —   («0   +   '^    —    2)  «2  —  Si«,    —    .S,«„   =   ^3 


zur   Bestimmung    der   Grössen  «,-    d.  h.    zur   Bestimmung  der 
Funktion  9'(^);  und  zwar  findet  man 

^«0  =  1 

«I  =  ^1  +  So  +  >i 

a,  =  t,  +  {s,  +  «  —  l)Si  +  (s,  +  «)  (So  +  «-!)  +  •'^1 

+  (So  +  >0  («0  +  w  -  1)  (So  +  w  —  2) 
+  (25o  +  2>i-2)s,+s, 


(20)- 


Mit  Beachtung  der  Definition  der  Zeichen  pi,  t,i,  wie  sie 
aus  (17)  und  (18)  hervorgeht,  findet  man  aus  den  vorstehenden 
Gleichungen  allgemein  a,  als  eine  ganze  Funktion  von  ^  vom 
i'*°  Grade,  von  deren  Coefficienten  der  der  höchsten  Potenz 
gleich  1  ist,  während  die  übrigen  sich  durch  die  ersten  drei 
Rechnungsoperationen  aus  den  Grössen  pi,  Si  und  ganzen 
Zahlen  zusammensetzen,  also  ganze  und  •  ganzzahlige  sym- 
metrische Funktionen  der  Wurzeln  2q,  z^^,  z^^  •  •  •  Zn  der  Glei- 
chung f{z)  =  0  sind.  Demnach  werden  sie  —  nach  den 
einfachsten  Fundamentalsätzen  aus  der  Theorie  der  Glei- 
chungen —  selbst  ganze  Zahlen  sein,  wenn  die  Coeffi- 
cienten dieser  Gleichung,  insbesondere  also,  wenn 
die  Wurzeln  derselben  ganze  Zahlen  sind.  Wir  wollen, 
um  die  Zusammensetzung  der  Grössen  «,  anzudeuten, 
«i  =  9't(^)  und  demnach 
(21)  cpiz)  =  r  +  <p,a)  ■  z"-'  +  •••  +  g>n{t) 

schreiben-,  desgleichen  wollen  wir,  um  die  Abhängigkeit  der 
Funktion  (p{z)  von  t,  zu  bezeichnen,  statt  (p{z)  uns  lieber  des 
Zeichens  (p  (z,  ^)  bedienen. 

Ist  durch  diese  Betrachtung  die  Funktion  (p(z)  ermittelt, 
so  findet  sich  jetzt  sogleich  aus  (LS) 
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V>{Zo) 


=  m  -cpiZf,,^), 


^(^„) 


=  m  '  (p  {Zn,  0 


und  daher  nach  den  Formeln  (8)  und  (9) 

Wir  hatten  voraufgeschickt,  dass  es  wirklich  zwei  ganz 
bestimmte  Funktionen  ff{z),  -^{z)  geben  muss,  welche  die 
Gleichung  (13)  erfüllen;  wir  haben  diese  nunmehr  in  den 
Formeln  (21),  (22)  ermittelt.  Die  hieraus  entspringenden 
Funktionen  i){z),  ^(^)  erfüllen  demnach  auch  die  Gleichung 
(11),  daher  '\\>{z)  auch  die  Gleichung  (10),  sodass  sich  sogleich 
folgendes  Gesammtergebniss  herausstellt; 


(23) 


J 


m 


'+1 


z-t 


(h 


.-.  m 


—  ds-\ \-  m 


■<p(^n,0-J 


m' 


dz, 


welches  die  Gleichung  (7)  ist,  deren  Bestand  wir  be- 
hauptet hatten. 

4.  Die  Wurzel  4f,-  ist  eine  beliebige  unter  den  Grössen 
■^'u  %;  ■  ■  ■  ^rtj  während  dagegen  ^  eine  der  Grössen  Zq,  z^,  s^, 
•  •  ■  Zn  bedeutet.  Hält  man  zunächst  Zi  fest,  lässt  dagegen  t, 
seine  Werthe  durchlaufen,  so  entstehen  aus  der  einen  Glei- 
chung (23)  w  -j-  1  Gleichungen.  Um  diese  möglichst  einfach 
zu  schreiben,  führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein: 

( 


(24) 


1.2.3  . 


zY  dz 


'-        1.2.3...(m-l)J^         ^-^/ 


Aus  (6)  folgt  dann  vor  allem  die  Beziehung: 


(25) 


+   fm   +   f'/i   +    •••-!- 
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und  wenn  in  den  genannten  ;?  -}-  1  Gleichungen  noch  m  in 
m  —  1  verwandelt  wird  —  wobei  wir  die  Bezeichnung  der 
Coefficienten  tp  {z^,  Zq)  u.  s.  w,  beibehalten,  aber  beachten 
müssen,  dass  sie  natürlich  bei  der  Verwandlung  von  m  in 
»i  —  1  zwar  andere  Wertho  erhalten  wie  vorher,  ohne  jedoch 
ihren  oben  näher  bezeichneten  Charakter  zu  verlieren  —  so 
nehmen  die  n  -\-  1  Gleichungen  folgende  Gestalt  an: 
(   0 


(26) 


<p{ZQ,Zi)el,-l  +  (p{Zi,Zi)sl-i  +  •  •  +  (p{Zn,2i)sl-i 


fm  ==  <pi2Q,Z„)6,n^i  +  ip{Zi,Zn)E,n-l  H h  (p{ZnyZ„) S,n—l 


Indem  nun  hierin  zunächst  m  =  2,  dann  m  =  3  gewählt 
wird  u.  s.  w.,  gewinnt  man  eine  Reihe  von  Systemen  linearer 
Gleichungen,  welche  offenbar  gestatten,  zuletzt  die  Grössen 
fm,  fm,  •••  £m  üncar  auszudrücken  durch  die  Grössen  fi,  Si, 
•  ■  ■  Si,  sodass  man  setzen  darf: 

0 


(27) 


,s"n  =  Lo  £i  +  Zi  f  1  +  •  •  •  +  L,  £i  , 


Gleichungen,   über  deren  Determinante  wir  eine  wichtige  Be- 
merkung zu  machen  haben. 

In  der  Determinante   der  Gleichungen  (26),   nämlich  der 
Determinante 


hat  das  allgemeine  Glied  die  Gestalt 

<p(z,;z,)  =  4  +  ^r'  -(pM)  +  ----\-^-  <r'.(^^V, 

infolge  dessen  ist  sie  nach  als  bekannt  vorauszusetzenden 
Sätzen  der  Determinanteuthoorie  das  Produkt  nachstehender 
zwei  Determinanten: 
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^0, 

4,     . 

n 

3o       , 

/r^  . 

^0' 

^'l   ! 

1, 

1. 

.     .        1 

welche  bekanntlich  das  Produkt  der  Wurzeldififerenzen  Si  —  Zk 
vorstellt,  und 

1,  1,  ...     1  I 


z 


<Pi(^o)>      9'.(^l); 


9>i{^n)  r 


In  der  letztern  aber  ist  —  nach  den  über  ai  =  (pi(t)  gemachten 
Bemerkungen  — 


(pi{Zn)  =  z\-{-  C^Zn     ^   -\-  •■•  +  Ci-iZn  +  Ci  ] 

ihre  (i  +  1)*^  Horizontalreihe  entsteht  also  aus  der  (von  unten 
gerechnet)  (i  -\-  ly^^  Horizontalreihe  der  Determinante  z/,  in- 
dem dazu  die  unteren  Reihen  derselben  mit  q,  ...  c,_i,  c, 
bezüglich  multiplicirt  hinzugefügt  werden,  ein  Verfahren, 
welches  bekanntlich  den  Werth  der  Determinante  z/  nicht 
ändert.  Und  somit  ergiebt  sich  Z  =  J,  d.  h.  die  Determinante 
der  Gleichungen  (26)  hat  den  Werth  z/"-,  welchen  Werth  man 
für  m  auch  vorausgesetzt  hat.  Da  nun  die  Determinante  der 
Gleichungen  (27),  den  Gesetzen  der  Zusammensetzung  linearer 
GleichuDgssysteme  gemäss,  das  Produkt  aus  den  Determinanten 
der.  m  —  1  aufeinanderfolgenden  Systeme  linearer  Gleichungen 
ist,  aus  deren  Zusammensetzung  jene  entstanden,  so  findet 
sich  sogleich  für  die  Determinante  der  Gleichungen  (27)  der 
Werth  ^2(m-i)^  j)j[e  Wurzeln  s^^  z^,  z^^  ...  Zn  der  Glei- 
chung f{z)=^0  werden  aber  als  von  einander  ver- 
schieden vorausgesetzt;  daher  ist  z/  und  somit  auch 
jene  Determinante  verschieden  von  Null, 
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5.  Um  zur  Einsetzung  in  die  Gleichungen  (27)  die 
Werthe  der  Grössen  s'i  zu  ermitteln,  gehen  wir  aus  von  der 
Betrachtung  des  Integrales 


J 


dz  f 


in  welchem  t,  irgend  eine  der  Wurzeln  r^,,  2^,  z^,  ...  z^  der 
Gleichung  f{s)  =  0  bedeuten  soll.  Man  findet  es  zunächst 
nach  (18)  und  (18  a)  gleich 

je-^  ■  [z-  +  ii+ih)^"-'  +  a'+i'ie+i'.)^'"--  +  ••• 

+  e"  +  1hl'-'  +  Ihl"-'  +  •  •+  Vn\dz, 

und  da  nach  der  Her  mite' sehen  Grundformel  —  (24)  vor. 
Vorlesung  —  sogleich  gefunden  wird: 

je-'  •  z'" dz  =  —  e--'  (^'^  +  mz"^-^  +  m  (m  —  1)  ^'"-^  +■••), 

so  kann  man  setzen: 

(28)  je-'~ '  ^^  dz  =  -e-'-  ^{z,  ^ , 

wobei  die  Funktion  ^(z,  ^)  statt  der  Summe 

z"  4-  nz"-'^  +  n(n  —  l)z"-'  +  ••• 
+ a+Ä)  (^"-' +  (>*  -  l)^''-"-''+ •  •  •) 

+  ---  +  ^''+i),e''-^  +  ---+^. 
steht,  also  gleich 
^'^  +  {l-\-Pi  +  n)z--' 

+  (e^  +  (Pi-{-n-l)l+P,-\-{n-  l)p,  +  n^n  -  l))z'-' 

+  ••• 
ist.     Wenn  man  folglich  schreibt 

0(z,  S)  =  ^^  +  <p\0  •  ^"-'  +  <P'(5)  •  ^"  -2  +  •  •  •  +  T"(0, 
so    wird    (p'(t),    wie    früher    die    Funktion    (pi(t),   eine    ganze 
Funktion   von   ^  vom  i'*""  Grade,   von   deren  C^oefficienten  der 
höchste    gleich   1,    die    übrigen    ganze   und   ganzzahlige   sym- 
metrische   Funktionen    der   Wurzeln    Zq,  Zi,  Z2,  .-•  ^n,    also 
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ganze  Zahlen  sind,  so  oft  die  letzteren  es  sind.  In 
diesem  Falle  werden  demnach  auch  die  sämmtlichen 
Werthe  ^{Zi,Zk)  ganze  Zahlen  sein,  und  aus  der  Zusammen- 
setzung von  0(0,  ^),  welche  derjenigen  von  (p(z,  ^)  gänzlich 
analog  ist,  schliesst  man,  gerade  wie  es  für  die  Determinante 
der  Grössen  rp{Zi,2i^  geschehen  ist,  dass  auch  die  Deter- 
minante der  Grössen  ^{zi,  z,)  gleich  A^  also  von  Null 
verschieden  ist. 

Nunmehr  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Definitions- 
gleichungen (24)  nach  der  Formel  (28)  der  Werth 

(29)  a\  =  e-'^-  0{z„  z,)  -  e"^'  •  0(^,, z„) . 

Wenn  wir  also,  um  die  Abhängigkeit  der  Grössen  e^  auch 
von  Zi  anzudeuten,  jetzt  lieber  £,-,,„  statt  £„,  setzen,  so  werden 
die  Gleichungen  (27)  folgende  Gestalt  annehmen: 


r  0    - 


(30) 


£/, ,.  =  e   '"  -  ß^  —  c    ''  •  ßi 


in  welcher  gesetzt  ist 

■«.■  =  A  '  ^(^M  ^0)  +  A  •  ^(^n^O   -\ 1-  A  0{Zi,Zn) 

ß;  =  B,  ■  0(^,-,^o)  +  B,  ■  0{z^,z,)  +  •  •  •  -f  B„0(z,,z,:) 


(31) 


J.i  =  L^-0{Zi,z^)  +  L,  •^{Zi,z,)  H 1-  L,0{zi,Zn). 

So  oft  die  Wurzeln  Zf^,  z^,  z^,  ...  z^  als  ganze 
Zahlen  vorausgesetzt  werden,  werden  auch  diese 
Grössen  «j,  ßi,  ...  A,-  sämmtlich  ganzzahlig  sein;  denn 
dann  werden  nicht  nur,  wie  bemerkt,  die  sämmtlichen  Grössen 
^{Zi,  Z]^,  sondern  aus  gleichen  Gründen  auch  die  sämmtlichen 
Grössen  (p{Zi,  Zk)  und  demnach  auch  die  aus  Ausdrücken  dieser 
Art  nur  durch  Additionen,  Subtraktionen  und  Multiplikationen 
zusammengesetzten  Coefficienten  A,  B,  ...  L  ganze  Zahlen  sein. 

6.  So  haben  wir  die  Grundlage  gewonnen,  auf  welcher 
nun  der  Hermite'sche  Satz,  dass  die  Zahl  e  transcendent  sei, 
sehr  einfach  erwiesen  werden  kann.  Denn,  wäre  im  Ge^en- 
theil  e  eine  algebraische  Zahl,  d.  h.  Wurzel  einer  algebraischen 
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Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten ,  so  müsste  eine  Be- 
ziehung stattfinden  von  folgender  Form: 

(32)  e^o  •  iV„  +  e'.  .  x, -\- ■  •■  -\- e'n  ■  N„  =  0 , 

in  welcher  die  iV,-  ganze,  von  Null  verschiedene  Zahlen,  die 
Exponenten  ^q,  z^,  z^,  -  .  .  Zn  aber  positive  ganze  Zahlen  (Null 
einschliesslich)  wären.  Nun  ergiebt  sich  aber,  indem  diese 
ganzen  Zahlen  jetzt  zu  Wurzeln  der  Gleichung  f{z)  =  0  ge- 
wählt werden,  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (30),  wenn  i 
die  Werthe  1,  2,  3,  ...  n  erhält. 


0        — ;o  — -s« 


und,  wenn  diese  Gleichungen  der  Reibe  nach  mit  e^^N^, 
e-^N^,  .  .  .  e'nNn  multiplicirt  und  dann  addirt  werden,  die  nach- 
stehende Gleichung: 

e''  •  fU  •  ^1  +  0'  ■  4"'  -A'o  +  •  •  •  +  c'""  •  £?,,.  •  N„ 
=  e-'«aQ  (e-'iVj  -f  e'^N.  +  •  •  •  +  e'nN„) 
—  {a^Ni  -f  or^iVg  -\ \-.anNn). 

Diese  nimmt  aber  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass 
die  Gleichung  (32)  besteht,  die  Form  an: 

«0^0  +  «l^""!  +   «2^2  H h  «nNn 

=  —  {e'eln^N,  +  e''4,u.N,  +  •  •  •  +  e-"»<„,iV„)  . 

Hier  steht  links  eine  ganze  Zahl.  Da  man  andererseits,  dem 
bekannten  Mittelwerthsatze  der  Theorie  der  bestimmten  Inte- 
grale gemäss, 


0      


1 .  2  .  3  .  .  .  (wi  —  1) 


gleich 


1 

mr 

1.2.3 

{m  -  1) 

i-^-„ 

m 

m'"- 

-1 

i  —  z^     1  .  2  .  3  . . .  (m 


;j 

^- 

z  —  z^ 

dz 

'-dz 

n 

.{e-^ 

■0    Q- 

~'i 

Hermite's  Untersuchung  der  Zahl  c.     (Fortsetzung.)  95 

setzen  darf,  wo  unter  |  ein  gewisser  Werth  zwischen  den 
Grenzen  0^,  Zi  zu  verstehen  ist,  und  da  folglich  mit  unendlich 
wachsendem  m  der  Werth  von  £,,,„  zugleich  mit  dem  zweiten 
Faktor  des  letzten  Ausdruckes  unendlich  abnimmt,  welchen 
Werth  i  auch  hat,  so  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (33) 
mit  wachsendem  m  unter  jeden  Grad  von  Kleinheit  herab- 
sinken, von  einem  gewissen  Augenblicke  an  folglich  unter  der 
Einheit  liegen,  also  die  Gleichung  (33)  nicht,  wie  sie  doch  er- 
halten ist,  für  jeden  Werth  von  m  möglich  sein,  wenn  nicht 
die  ganze  Zahl  links  gleich  Null  ist.  So  gelangt  man  zu  der 
ersten  Gleichung  des  nachfolgenden  Systems: 

dCqNq  -f  a^N^  +  a^Aa  + [-  ««^«  =  0 


deren  übrige  auf  ähnlichem  Wege  erschlossen  werden  und 
welche  sämmtlich  von  einem  gewissen  Werthe  von  m  an 
dauernd  bestehen  müssen.  Das  ist  nicht  anders  möglich,  als 
wenn  ihre  aus  den  Grössen  a,-,  /3j,  ...  Aj  gebildete  Deter- 
minante verschwindet,  und  dies  wieder  kann  nicht  geschehen, 
da  jene  Determinante,  wie  die  Gleichungen  (31)  sogleich  dar- 
thun,  das  Produkt  zweier  Determinanten  ist,  deren  eine  gleich 
^2(m— 1)^  deren  andere  gleich  z/^  gefunden  wurde,  das  Produkt 
also  zweier  Faktoren,  welche  beide,  wie  z/  selbst,  von  Null 
verschieden  sind. 

Hieraus  folgt  die  Unmöglichkeit  jeder  Beziehung 
von  der  Form  (32)  und  daher  auch  die  Transcendenz 
der  Zahl  e. 

7.  Wir  setzen  zum  Beschluss  dieser  Betrachtungen  bei- 
spielsweise w  ==  1  und  f{z)  =  z{z  —  x)  voraus.  Dann  hat 
man  nach  (24) 


X 

■  I  e-'  ■  z"'(z  —  x)" 

0 


^'"  =  1.2.3...-^  •  '  '~'  ■  '"'('  -  ^'>"'  '^^ 


fm  =  ,    ^   o    ^  /-   _i)  •  I  C-'  ■  z"'-^{z  —  xy"dz 


0    

1  .  2  .  3  . . .  (»i 
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X 

u 
ferner  ist 

f(z)  =  z^  —  XZ  j 
also 

1\  =  —  X,     ^,  =  ^  -f  2j,  =  ^  —  a;,     s„  =  2m 
und  daher 

<^(^,^)=^  +  (e  +  2m+  \-x). 

Demnach  liefern  die  Gleichungen  (26),  wenn  m  um  eine  Ein- 
heit vergrössert  wird, 

4+1  =  (2w  +  1  —  x^B,u  -\-  {2m  +  1)4, 
«L+i  =  (2  m  +1)  £,],  +  (2m  +  1  +  x)  el , 

woraus  durch  Subtraktion  und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 
fm  =  im  +  Bm  die  folgende: 

(34)  •  «i+i   —  £,„+1  =  X  •  S,n, 

durch     Addition     und     mit     Rücksicht     auf     die     Gleichung 
£?„-|.i  -f-  £,!,  +  !  =  £,„  +  1  die  andere: 

(35)  £,„+1  ==  (4  m  +  2)£,„  +  x{s]„  —  £°) 
hervorgeht.     Da  aus  (34)  aber 

1  *m+l  "y  ^  '  ^tn 

£,„  +  1  —  2 


0  *m  +  l 

£;«  +  !  


—  X  ■  B. 


2 
oder,  indem  m  in  m  -    1    verwandelt  wird,  für  m  >  1 

£/<,  = :;: 


0 

£», 


2 

gefunden  wird,   so  nimmt  die  zuletzt  erhaltene  Gleichung  für 
m  >  1  die  Gestalt  an : 

(36)  £„,+1  =  (4m  +  2)  £,„  +  X-  •  £„,-1 . 
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Dieselbe   gilt  jedoch  auch  für  m  =  1:   denn  man  findet  ohne 
Mühe  die  Formeln: 

£(,  =  1  —  e-^,      £i  =  2  —  a;  —  e-^  (2  +  ic) 
.  £o  =  12  —  Ga;  4-  x'  —  ^— ^  (12  -}-  6x  +  x^) 
und  vermittelst  derselben  in  der  That 

£^  =  6  •  £i  -\-  x^  ■  £q. 

Aus    der    so    gewonnenen  Reduktionsformel,    welche   der 
Formel  (8)  der  vorigen  Vorlesung  völlig  analog  ist,  geht  nun 

für  —  ein  Kettenbruch,  und  da 

^  =  2  —  ^^^ 
ist,  folgender  Kettenbruch  hervor: 

C^  —   1    X 


6  +  x"- 


10  +  x'' 


14  +  ...' 
welcher  sich  sogleich  in  den  früher  nach  Lambert  für 


e^  +  e-^ 

angegebenen  verwandelt,  wenn  2x  statt  x  eingeführt  und 
die  Gleichheit 


e^^  _  1         e"  -  e-^- 

lachtet  wird. 

^2x  ^  ^            gx   _^  g-o: 

Achte  Vorlesung. 

Die  Liulolpli'sche  Zahl  rr. 

1.  Wir  wenden  uns  nunmehr  zur  Betrachtung  der  Zahl  n 
und  beginnen  mit  einer  allgemeinen  Vorbemerkung,  Bei  den 
Hermite'schen  Untersuchungen  verstanden  wir  unter  z^^,  z^, 
z.,,  ...  2u  stets  reelle,  zuletzt  sogar  ganze  reelle  Zahlen;  im 

Baclimann,  Irrationalzahlüii.  7 


08 


Achte  Vorlesung 


Folgenden  wird  s^,  stets  gleich  Null,  ^j,  z^j  ...  2„  werden  je- 
doch als  die  Wurzeln  einer  beliebigen  Gleichung  )?**"  Grades 
mit  gauzzahligen  Coefficienteu  vorausgesetzt  werden,  und  dem- 
nach auch  imaginäre  oder  allgemeiner  complexe  Werthe  be- 
deuten können.  Die  Grössen,  welche  unter  (24)  vor.  Vor- 
lesung mit  £,„,  £,'„  bezeichnet  worden  sind,  werden  dann  aber 
bestimmte  Integrale,  deren  Grenzen  imaginär  sind,  und  bei 
denen  also  die  Veränderliche  0  eine  complexe  Werthreihe,  einen 
sogenannten  complexeu  Integrationsweg  durchläuft.  Auf  die 
Theorie  der  complexen  Funktionen  und  ihrer  Integrale  hier 
näher  einzugehen,  können  wir  uns  nicht  gestatten,  jedoch 
mögen  einige  wenige  Punkte,  auf  die  es  hier  ankommt,  kurz 
erwähnt  oder  in  Erinnerung  gerufen  werden. 

Eine  complexe  Grösse  x  -\-  yi  lässt  sich  durch  denjenigen 
Punkt  einer  Ebene  geometrisch  darstellen,  welchem  die  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y  entsprechen,  oder,  was  dasselbe 
ist,  wenn  x  -{-  yi  in  der  „Normalform"  r  (cos  9  -(-  i  sinqp)  ge- 
schrieben wird,  durch  den  Punkt  P  mit  den  Polarcoordinaten 
r,  (p  oder  auch  durch  den  nach  Grösse  und  Richtung  ge- 
dachten Radiusvektor  OP,  welcher  vom  Coordinaten- 
anfangspunkte  0  nach  P  hinführt.  Die  Grösse  dieses  Radius- 
vektors, r  =  y x'^  -\-  y^ ,  ist  der  sogenannte  Modul us  oder 
absolute  Betrag  der  complexeu  Grösse  x -\- yi. 


Entsprechen  so  die  Punkte  P,  1^'  den  zwei  complexen 
Grössen  x  -\-  yi,.  x'  -\-  y'i,  so  wird  die  Differenz  zwischen 
letzteren,  {x'-\-y'i)  —  (x -{- yi),  durch  die,  nach  Grösse  und 
Richtung  gedachte  Strecke  PP'  geometrisch  dargestellt;  die 
Summe  beider  dagegen  durch  die  andere  Diagonale  OM  des 
über  OP  und  ()  J*'  gezeichneten  Parallelogramms.    Aus  diesem 
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letzteren  Umstände  folgt  nach  bekanntem  Dreieckssatze  leicht 
folgender 

Satz:  Der  Modulus  einer  Summe  zweier  complexer 
Grössen  ist  niemals  grösser  als  die  Summe  der  Mo- 
duln der  complexen  Grössen  selbst;  ein  Satz,  der  auf 
beliebig  viel  Summanden  sofort  erweitert  werden  kann. 

Da  jeder  complexen  Grösse  ein  Punkt  der  Ebene  ent- 
spricht, wird  einer  veränderlichen  complexen  Grösse  ein 
beweglicher  Punkt  entsprechen,  und  einer  stetigen  Reihe 
complexer  Werthe  eine  zusammenhängende  Curve,  welche  der 
entsprechende  Punkt  beschreibt,  und  welche  der  Weg  der 
complexen  Veränderlichen  genannt  wird;  und  umgekehrt  ent- 
spricht jedem  beliebigen  Wege  zwischen  zwei  Punkten  P,  P' 
eine  stetige  Werthreihe  der  complexen  Veränderlichen.  Da 
es  unendlich  viel  verschiedene  solche  Wege  giebt,  ist's  auch 
einer  complexen  Veränderlichen  möglich,  auf  unendlich 
maunigfaltio;e  Weise  stetig  von  einem  bestimmten  Werthe  zu 
einem  zweiten  überzugehen. 

Eine  complexe  Grösse  iv  =  u  -\-  vi,  welche  für  jeden 
Werth  einer  complexen  Veränderlichen  2  =  x  -\-  yi  einen 
gleichfalls  bestimmten  Werth  hat  und  sich  also  im  allgemeinen 
gleichzeitig  mit  2  verändert,  heisst  —  nach  Riemann  —  eine 
Funktion  von  z,  iv  =  f{z),  wenn  sie  der  partiellen  Differenzial- 

gleichung  ^  "^^^^  gßiiügt;  sie  heisst  stetig  längs  eines  be- 
stimmten Weges  der  Veränderlichen  z,  wenn  der  sie  dar- 
stellende Punkt,  während  z  jenen  Weg  beschreibt,  gleichfalls 
eine  stetig  zusammenhangende  Curve,  d.  i.  einen  Weg  durchlauft. 
Man  denke  sich  nun  zwei  complexe  Werthe  l,  l'  und 
zwischen  ihnen  einen  beliebig  gegebenen  Weg,  dargestellt  bez. 
durch  die  Punkte  P,  P'  und  die  Curve  PCP'.  Zwischen  den 
Endpunkten  denke  man  beliebig  viel,  beliebig  nahe  Zwischen- 
punkte Zi,  Z2,  ...  z„  eingeschaltet  und  bezeichne  die  ihnen 
entsprechenden  complexen  Werthe  gleichfalls  durch  Zi,  Zo,  .. .  z„. 
Mit  ^(y,  t,i,  ^2}  •  •  •  ^n  bezeichne  man  Punkte  innerhalb  der 
einzelnen  Abschnitte  P.z^,  z^z.^^  z.^z.^,  .  .  .  z^P'  der  Curve,  bez. 
die  ihnen  entsprechenden  complexen  Werthe,  und  mit  f(z) 
irgend  eine  Funktion  von  z.     Die  folgende  Summe: 

7  * 
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(1)    s  =  /(U  i.^,  -  e^  +  /-(eo  (^2  -  ^i)  +  AQ  (%  -  ^.) 
+  ---  +  AS«)-a'-^«) 

hängt  daun  zwar  offenbar  ab  sowohl  von  der  Anzahl,  als  auch 
von  der  Lage  der  einzelnen  Zwischeuwerthe  auf  der  Curve, 
und  folglich  auch  von  dem  bestimmten  Wege  der  Veränder- 
lichen 0,  welcher  zwischen  ^  und  ^'  gewählt  worden  ist;  aber 


es  lässt  sich  zeigen,  dass,  wenn  die  Menge  der  Zwischenwerthe 
durch  stets  fortgesetzte  Einschaltung  unendlich  wächst  und 
die  Zwischenwerthe  zugleich  einander  unendlich  nahe  rücken, 
jene  Summe  im  allgemeinen  für  jeden  bestimmten  Weg 
gegen  einen  gleichfalls  ganz  bestimmten  Grenzwerth  con- 
vorgirt,  welcher  das,  diesem  bestimmten  Integrationswege 
entsprechende  Integral  von  f{iz).,  in  Zeichen: 


/ 


f(2)di 


genannt  wird;  und  ferner,  dass  die,  den  verschiedensten, 
zwischen  ^  und  ^'  möglichen  Integrationswegen  entsprechenden 
Integrale  gleich werthig,  das  Integral  mit  andern  Worten  un- 
abhängig ist  vom  Integrationswege,  vorausgesetzt,  dass 
jene  Wege  gewisse  Punkte  der  Ebene,  welche  kritische 
Punkte  der  Funktion  f(s)  heissen,  nicht  mitsammen  um- 
schliesseu. 

2.  Für  die  oben  erwähnten,  mit  s,„,  f,',,  bezeichneten  In- 
tegrale wäre  der  einzige,  dem  Faktor  e~'  der  zu  integrirendeu 
Funktion  entspringende  kritische  Punkt  der  Unendlichkeits- 
punkt der  Ebene,  ^;  =  oo.  Wir  wollen  ihn  ausschliessen,  d.  h. 
die  lutegrationswege,  sonst  zwar  beliebig,  doch  so  gewählt 
voraussetzen,    dass    sie    nicht    durch    ^'  ==  oo    hindurchführen; 
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h 


dann  haben  s,n,  £m  ganz  bestimmte,  vom  Integratiouswege 
unabhängige  endliche  Werthe,  die  freilich  complex  sein 
werden.  Trotz  dieser  wesentlichen  Aenderuug  des 
arithmetischen  Verhaltens  der  Grössen  e,a,  «t  werden 
aber  gleichwohl  die  Beziehungen  (25)  und  (26),  sowie 
die  daraus  abgeleiteten  Gleichungen  (27),  (30)  und  (31) 
vor.  Vorlesung  bestehen  bleiben;  denn  sie  ergeben  sieh 
aus  den  Formeln,  welche  in  No.  1 — 3  jener  Vorlesung  ent- 
halten sind,  und  diese  sprechen  lediglich  identische  Um- 
formungen aus  und  müssen  deshalb  sowohl  für  reelle,  wie  für 
complexe  Werthe  der  Grössen  0  und  ^j,  z^,  ...  Zn  in  Geltung 
bleiben. 

Da  ferner,  wie  in  No.  3  vor.  Vorlesung  bemerkt  worden 
ist,  die  Funktion  qp;(^)  eine  ganze  Funktion  von  ^  mit  ganz- 
zahligen Coefficienteu  ist,  wenn,  wie  hier  vorausgesetzt 
wurde,  z^,  5*2,  ...  z„  einer  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cienteu Genüge  leisten,  so  wird  cp{s,^)  in  diesem  Falle  eine 
ganze  Funktion  von  0  und  2;,  also  (p{Zi,Zk)  eine  ganze  Funk- 
tion von  Zi,  Zk  mit  ganzzahligen  Coefficienten.  Da  ganz 
dieselbe  Bemerkung  sich  bezüglich  der  Grössen  O  (Zi,  ^a) 
wiederholen  lässt,  so  werden  nicht  nur  die  Coefficienten 
A,  B,  ...  L  der  Gleichungen  (27),  sondern  auch  die  unter 
(31)  vor.  Vorlesung  gegebenen  Werthe  der  Grössen 
«,-,  ßi,  .  .  .  Xi  ganze  Funktionen  der  Wurzeln  z^,  z^i  •■•  •^» 
mit  ganzzahligen  Coefficienten. 

3.  Der  Keim  der  Lindemann'schen  Betrachtung 
über  die  Zahl  n  ist  nun  folgende  einfache  Ueberlegung: 
Lässt  sich  zeigen,  dass  e^  nicht  rational  sein  kann,  so  oft  t, 
eine  algebraische  Zahl  ist,  so  folgt  aus  dem  Bestehen  der 
Gleichung  e'"  ==  —  1  unmittelbar,  dass  ni  und  folglich  auch 
71  keine  algebraische,  also  nur  eine  transcendente  Zahl  sein 
kann.  —  Es  genügt  aber,  hierbei  ^  als  eine  ganze  algebra- 
ische Zahl  anzunehmen.  Denn,  sei  im  Gegentheil  2;  Wurzel 
der  Gleichung 

(2)  r  +  ne'-^+7'.r-^+  •■■+?',='> 

mit  rationalen  Coefficienten,   sodass  Pi  =  —  gesetzt  werden 
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kann,  unter  n,  </,  ganze  Zahlen,  unter  q  nämlich  den  Geueral- 
ueuuer   aller  jj,   verstanden,   so   leistet   t,' '=  ql  der  Gleichung 

l''  +  Qd''-'  +  Q.V:-'  +  •  •  •  +  ^A-  =  0 

Genüge,  in  welcher  die  Coefficienten  Qi  =  2,2'"^  sämmtlieh 
ganze  Zahlen  sind,  ist  also  eine  ganze  algebraische  Zahl. 
Wird  aber  e^  als  rational  angenommen,  so  folgt  für  e^'  =  (fi-)'^ 
dasselbe;  aus  dem  Nachweise  also,  dass  e^'  nicht  rational  sein 
kann,  sobald  t,'  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist,  folgt  die- 
selbe Unmöglichkeit  für  e^,  wenn  t,  eine  beliebige  algebra- 
ische Zahl  bezeichnet.  Hiernach  dürfen  wir  uns  im  Folgenden 
auf  die  Voraussetzung  beschränken,  dass  die  Coefficienten  der 
Gleichung  (2)  ganze  Zahlen  sind.  Auch  werden  wir  offenbar 
die  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigen,  wenn  wir  jene  Glei- 
chung als  irreduktibel  voraussetzen;  denn,  wäre  die  ganze 
Funktion  zur  Linken  von  (2)  nicht  irreduktibel,  so  würde  sie 
in  irreduktible  Faktoren  zerlegt  werden  können,  und  eine 
Grösse  2;,  welche  die  Gleichung  (2)  erfüllt,  mttsste  einen  dieser 
Faktoren  zu  Null  machen  und  würde  daher  Wurzel  einer 
ähnlichen  irreduktiblen  Gleichung  sein,  welche  statt  (2) 
unserer  Betrachtung  zu  Grunde  gelegt  werden  könnte.  Be- 
zeichnet man  daher  mit  ti,  ta^  •••  ^r  die  Wurzeln  der  jetzt 
als  irreduktibel  anzunehmenden  Gleichung  (2),  so  müssen  diese 
bekanntlich  alle  von  einander  verschieden  sein,  weil  sonst  die 
ganze  Funktion  zur  Linken  mit  ihrer  Abgeleiteten  einen  ratio- 
nalen Faktor  gemeinsam  haben,  also  nicht  irreduktibel  sein 
würde. 

Die  Grössen 

(3)  e-,  <J^,  ...  c^/- 

sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(Z  —  c'>)  ■  {Z  —  e''^)  ■■■{Z  -  (fr)  =  U 
d.  h.,  entwickelt  geschrieben,  der  Gleichung  ;'""  Grades 

(4)  Z»-  +  .VjZ'-i  +  M.Z'--  -^ \-3I,.=-(), 

deren  Coefficienten,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  mit  den  folgen- 
den Ausdrücken  identisch  sind: 


^^^'"'^     ^^^'  +  ^'     ^c^+C.+;. 


,;M-f  ;,-}-•  ••  +  :,. 
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Hier  ist  uämlicli  die  erste  Summe  die  Summe  der  Grössen  (3) 
selbst;  die  zweite  ist  die  Summe  aller  Produkte  aus  zweien 
von  ihnen,  d.  i.  die  Summe  aller  Ausdrücke,  welche  aus  e^i+^i 
entstehen,  wenn  statt  %^  -{-  t,.^  die  Summe  je  zweier  der  Grössen 
\\i  ^2>  •  •  •  ^'-  0^^^"  <^^6  algebraisch  verschiedenen  Werthe  ge- 
setzt werden,  welche  die  Funktion  %^  -\-  t,^  von  den  Wurzeln 
der  Gleichung  (2)  durch  Vertauschung  dieser  Wurzeln  an- 
nimmt;   u.   s.  w.      Wird    nun    vorausgesetzt,    dass    eine    der 

Grössen  (3)  rational  sei,  etwa  e^J  =^  — ,  so  würde  (Sx^  Glei- 
chung (4),  wenn  Z  =  —  gesetzt  wird,  befriedigt  und  die  ent- 
stehende Identität  würde  folgende  Gestalt  annehmen: 

(6)  ^'o+^^'i  •  Ve-  +  xAVy'^-+-^H h  iY,.  •eH+-+---+^rr 

in  welcher  ^„j  iVi,  "N^y  .  .  .  Nr  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche 
nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind;  zum  Beweise  des  Linde- 
mann'schen  Vorhabens  bleibt  demnach  nur  die  Un- 
möglichkeit einer  Bezieljung  dieser  Art  nachzuweisen. 
4.  Wir  verfolgen  hierzu  zunächst  den  Fall,  in  welchem 
für  jede  der  in  den  Exponenten  stehenden  Wurzelfunktionen 
tif  ti  +  ^2,  ?i  +  ^2  +  ?3;  •  •  •  die  algebraisch  verschiedenen 
Werthe,  welche  sie  bei  den  Permutationen  der  Wurzeln  an- 
nehmen, auch  numerisch  von  einander  verschieden  sind. 
Ist  nun 

irgend  eine  ganze  Funktion  der  Wurzeln  mit  ganzzahligen 
Coefficienten,  so  leisten  die  numerisch  verschiedenen  Werthe 
derselben,  wie  hier  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  muss, 
einer  Gleichung  Genüge,  welche  ebenso  wie  die  gegebene 
Gleichung  (2)  ganzzablige  Coefficienten  hat  und  irreduktibel 
ist.  Da  hiernach  auch  die  Werthe  der  Exponenten  in  jeder 
der  in  der  Beziehung  (6)  auftretenden  Summen  die  Wurzeln 
einer  solchen  Gleichung  sein  werden,  so  kann  zunächst  keiner 
aller  jener  Exponenten  Null  sein,  ausgenommen  etwa  allein 
der  letzte,  ^i  +  ^2  "f"  ^a  +  '  • "  +  ^r,  welcher  Null  wird,  wenn 
in  der  Gleichung  (2)  Jh  =  0  wäre.     Ferner  aber  darf  man  alle 
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jeue  Exponenten  auch  als  verschieden  von  einander  voraus- 
setzen, nicht  nur  die  in  derselben  Summe,  was  bereits  ge- 
schehen ist,  sondern  auch  die  zu  verschiedenen  Summen  ge- 
h(3rigen;  denn,  wären  zwei  solche  einander  gleich,  so  müssteu 
die  irreduktibeln  Gleichungen,  denen  sie  genügen,  mit  ein- 
ander identisch  sein,  also  alle  Wurzeln  gemeinsam  haben; 
dann  wären  aber  jene  Summen  gleichfalls  mit  einander  iden- 
tisch und  mau  könnte  sie  in  ein  einziges  Glied  zusammen- 
fassen, ebenso  wie  in  dem  vorher  erwähnten  Falle  Pi  =  0  das 
erste  und  letzte  Glied,  und  erhielte  so  eine  andere  Beziehung 
von  ganz  ähnlicher  Beschaffenheit  wie  die  Beziehung  (6\  und 
könnte  mit  dieser  in  derselben  Weise  verfahren  wie  mit  der 
ursprünglichen,  wenn  darin  alle  Exponenten  von  vorn- 
herein als  von  Null  und  von  einander  verschieden 
vorausgesetzt  werden. 

Endlich  hat  irgend  welche  Vertauschung  unter  den 
Wurzeln  ti,  Sa?  •  •  •  tr  nur  die  Wirkung,  dass  in  jeder  der 
Summen  die  Exponenten  nur  unter  einander  auf  gewisse 
Weise  gleichzeitig  vertauscht  werden. 

Dies  vorausgeschickt,  setze  man 

bezeichne  mit 

die  Werthe,  welche  die  Exponenten  der  zweiten  Summe  haben 
u.  s.  w.,  endlich  mit 

(7)  ^« 

den  Exponenten  ^i  +  ^^  +  " ' '  +  ^'  —  welcher  dem  Gesagten 
zufolge  für  die  anzustellende  Betrachtung  als  von  Null  ver- 
schieden angesehen  werden  darf  — ,  so  sind,  wie  leicht  ein- 
zusehen, z^^.  z^,  ...  Zn  die  von  Null  und  von  einander 
verschiedenen  Wurzeln  einer  Gleichung  n^"'^  Grades 
mit  ganzzahligen  Coefficienten.  Die  Gleichung  (6),  deren 
Unmöglichkeit  nachgewiesen  werden  soll,  ist  demnach  nur  ein 
specieller  Fall  der  Gleichung  (^32)  vor.  Vorlesung,  und  man 
zieht  daraus,  ähnlich  wie  aus  jener  die  Gleichung  (33),  nach- 
stehende Folgegleichungen: 
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-{-•••   +   UnNn  =  ^0 

ßo^\.  +  (/3i  +  /3,  +  .  • .  +  ß^)N,  +  (/3,  +1  +  .  • .  +  /3.+,)^% 

+  •••  +  ^«^«  =  1. 

C^'^)  { 7o-^;  +  (7i  +  ;^..  +  •  •  •  +  yr)N,  +  (y,.+  i  +  • .  •  +  }^,.+,)iV^2 

Ao-:^^o  +  (/i.  +  ^2  +  •  •  •  +  ^OiV,  +  a.+i  +  •  •  •  +  ^r+o)N, 

in  Jenen  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

+  ---  +  o'-eX„.Nr] 
und  li,  ^^,,  ...  ^,j  die  entsprechende  Bedeutung  haben. 

5.  Vertauscht  man  nun  zwei  Grössen  ^i,  Zk  mit  einander, 
welche  ein-  und  derselben  der  unter  (7)  unterschiedenen 
Gruppen  von  Wurzeln  angehören,  z.  B.  s^  mit  z.,,  so  geht, 
da  allgemein 

h  1  /*_-   f{zr 

C  .  := I    O .       '    *■      — 


1.2.3...  (»j  —  1) 


j 


war,  £i,„j  in  «2,«  "ud  umgekehrt  über,  wenn  /i  von  1,  2  ver- 
schieden ist,  während  Bg^m  dabei  unverändert  bleibt,  wenn 
auch  g  weder  1  noch  2  gleich  ist.     Es  geht  also  z.  B. 

d.  h.  «1  in  «^  und  umgekehrt  über,  während 

d.  h.  alle  übrigen  a  ungeändert  bleiben,  wenn  s^  und  ^.,  ver- 
tauscht werden;  bei  solcher  Vertauschung  wird  also  die  linke 
Seite  der  ersten  Gleichung  (8)  ungeändert  bleiben,  ebenso  die- 
jenigen der  4"^",  5*""  u.  s.  w.,  weil  diesen  die  Werthe  3,  4,  .  . . 
des  Index  li  zukommen  würden.  Dagegen  geht  bei  derselben 
Vertauschung 
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in 


-'"'         1.2.3  ...{m-l)J  '^      'z 


—  z. 


und  umgekelirt  über,  desgleicheu  f2,„,  in  fj,,,,  und  umgekehrt, 
endlich;  wenn  g  von  1  und  2  verschieden  ist, 


1     


•2.3...  (,/// 


i)J  2  —  ^1 


m 


2 1 /*_.       t\zT 

^''"'  "~  1.-2.3  ...{m-l)J  ^       '  z-z, 
über  und  umgekehrt:  d.  h.,  da 


(h 


el.  =  e-"'ß,-e-'^ß,, 

4»'  =  c    '>o 

-6- *•>■_> 

4,m  =  e~-""/3o  ~  e~''ß.,, 

fl,'«  =  ß~"'>o 

-  c~-''y, 

fj,.,  =  6'- ■■"■^0  —  6-^^/3,, 

«jr,  »1  =  e       J^o 

—  c~'''yr, 

ist,  es  vertauschen  sich,  wenn  2^  und  ^g  vertauscht  werden, 
gleichzeitig  ß^  und  j^q,  ß^  und  yg?  /^2  ^^^^^  ^i»  endlich,  sobald 
.(/  von  1,  2  verschieden  ist,  auch  ß^  und  y^.  Oftenbar  wird 
hierdurch  die  linke  Seite  der  zweiten  Gleichung  [ß)  sich  mit 
derjenigen  der  dritten  vertauschen,  da  /3,,  ß.^  bez.  y^,  y.^  je 
derselben  Summe  angehören. 

Man  findet  also  im  Ganzen:  wenn  irgend  zwei  derselben 
Gruppe  (7)  angehörige  Grössen  s,-,  0k  vertauscht  werden,  so 
ändern  sich  in  den  Gleichungen  (8)  die  linken  Seiten  nicht 
bis  auf  zwei,  welche  mit  einander  tauschen;  und  zwar  bleibt 
die  linke  Seite  der  ersten  jener  Gleichungen  immer  un- 
geändert,  da  der  ihr  entsprechende  Werth  des  Index  Jt,  näm- 
lich //  =  0,  immer  von  i  und  Je  verschieden  ist.  Weil  nun 
jede  Permutation  der  Grössen  ^,,  z.^,  z^,  ...  z„,  bei  welcher 
nur  immer  solche  dieser  Grössen  unter  einander  vertauscht 
werden,  welche  je  derselben  Gruppe  (7)  angehören,  durch  eine 
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Reihe  Vertauschungeu  von  zwei  derselben  Gruppe  zugehörigen 
Grössen  0i,  Zk  hervorgebracht  werden  kann,  gewinnt  man  so- 
gleich das  allgemeinere  Ergebniss:  Bei  jeder  der  angegebeneu 
Permutatioueu  bleibt  die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  (8) 
ungeändert,  diejenigen  der  anderen  aber  vertauschen  sich  nur 
unter  einander. 

Nun  wissen  wir  aber  schon,  dass,  wie  immer  auch  die 
Wurzeln  t,^,  l,,  . ..  'i^r  unter  einander  vertauscht  werden  mögen, 
nur  solche  Vertauschungen  zwischen  den  Grössen  z^^^  z.^^  .  -  ■  Zn 
daraus  hervorgehen,  wie  sie  soeben  angegeben  wurden.  Das 
gewonnene  Ergebniss  lässt  sich  demnach  auch  so  aussprechen: 
Bei  den  Vertauschungen  der  Wurzeln  ^j,  t,^)  •  •  •  ^r  bleibt  die 
linke  Seite  der  ersten  Gleichung  (8)  ungeändert,  die  n  Aus- 
drücke auf  den  linken  Seiten  der  übrigen  Gleichungen  (8) 
aber  vertauschen  sich  unter  einander,  und  deshalb  werden 
Ausdrücke,  welche  symmetrisch  aus  ihnen  zusammengesetzt 
sind,  gleichfalls  ungeändert  bleiben.  Beispielsweise,  wenn  man 
die  Gleichung  aufstellte,  welche  die  genannten  n  Ausdrücke 
zu  Wurzeln  hat,  so  würden  die  Coefficienten  derselben  solche 
symmetrische  Ausdrücke  sein  und  würden  sich  also  bei  den 
Vertauschungen  der  Wurzeln  ^j,  ^2>  •  •  •  ^>-  ^^r  Gleichung  (2) 
nicht  verändern.  Nun  sind  aber  die  Ausdrücke  zur  Linken 
der  Gleichungen  (8)  gemäss  der  Bedeutung  der  Zeichen  a,  ß, 
y,  .  .  .  l  ganze  und  ganzzahlige  Funktionen  der  Grössen  z^^, 
z^f  ...  Zn  und  demnach  auch  der  Wurzeln  ^^,  S;^,  ...  ^r,  ^md 
die  Coefficienten  der  Gleichung  (2)  sind  als  ganze  Zahlen  vor- 
ausgesetzt worden.  Nach  den  bekanntesten  Sätzen  über  sym- 
metrische Wurzelfunktionen  findet  sich  hieraus  endlich,  dass 
die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  (8)  einer  ganzen 
Zahl  —  sie  heisse  U  —  gleich,  die  linken  Seiten  der 
n  übrigen  Gleichungen  aber  die  Wurzeln  einer  Glei- 
chung w*®*  Grades 

(10)       F"  +  f/,  •  V—'  +  U.,  •  F"-2  H 1-  Un  =  0 

sein  müssen,  deren  Coefficienten  JJ,  ebenfalls  sämuit- 
lich  ganzzahlig  sind. 

6.  Die  Gleichungen  (8),  sowie  die  aus  ihnen  gezogenen 
Folgerungen   bestehen  für  jeden  Werth,   welchen  man  m  bei- 
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legen  uiag,  und  werden  demnach  auch  bestehen  bleiben,  wenn 
wir  m  unendlich  wachsen  lassen.  Wir  wollen  untersuchen, 
was  dabei  aus  den  mit  ^„,  ^j,  . ..  ^,,  bezeichneten  rechten  Seiten 
jener  Gleichungen   werden   wird.     Nun   war  in    dem  Integrale 


« 


z,. 


der  Integrationsweg  abgesehen  davon,  dass  er  im  Endlichen 
bleiben  muss,  ein  ganz  beliebiger;  doch  wollen  wir  jetzt  über- 
einkommen, ihn  so  zu  wählen,  dass  er  nicht  durch  einen  der 
Punkte  ^1,  Z2,  ...  ^n  hindurchführe  und  dass  seine  Länge, 
welche    li    heisse,    nur    endlich   sei.     Auf  diesem   Wege   wird 

dann  nicht  nur  f'(d),  sondern  auch endliche  Werthe  be- 

halten,  sodass  der  absolute  Betrag  jeder  dieser  Funktionen  auf 
demselben  eine  obere  Grenze  haben,  nämlich  einen  endlichen 
Werth,  welcher  311,  il/,'  resp.  heissen  möge,  nicht  über- 
schreiten wird.  Der  absolute  Betrag  des  Integrales  (11)  wird 
demnach  einem  einfachen  Principe  zufolge  auch  nicht  grösser 
sein  können,  als  eine  leicht  angebbare  Grösse.  Bedenkt  mau 
nämlich,  dass  das  Integral,  der  in  No.  2  gegebenen  Definition 
gemäss,  nichts  anderes  ist,  als  eine  Summe  von  unendlich  viel 
Summanden  von  der  Form 

so  kann  infolge  dos  dort  hervorgehobenen  Satzes  sein  Moduhis 
nie  grösser  sein  als  die  Summe  der  Moduln  der  einzelnen 
Summanden,  d.  i. 


2 


mod  •  :r^  -  •  mod  •  fls)'"  •  mod  •  (^a  +  i  —  ^k) , 


und  umsomehr  nicht  grösser  als 


^M;"  ■{Mfr-inodiz.+.-z,). 

Hier  ist  aber  mod  (^A-f  1  —  ^k)  gleich  dem  Abstände  der  beiden 
Curvenpunkte  äV-,  ^a  +  i  von  einander  d.  h.  gleich  dem  Curven- 
elemente;  und  da  letztere  zusammengenommen  die  ganze  Länge 
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trag  des  Integrales  nicht  grösser  als 
also 


l'i   des  Weges  ausmachen,  findet  sich  endlich  der  absolute  Be- 
ihi  grösser  als 


der  abs.   B.  v.  <.<  <  iT2T3T^7(„,-^Tj- 

Bezeichnen  also  31,  M',  l  die  grössten  unter  den  Werthen 
Mi ,  M'i ',  li  resp.,  welche  allen  Combinatiouen  li,  i  entsprechen, 
so  findet  man  schliesslich,  dass  die  sämmtlichen  Grössen  £/,,„ 
ihrem  absoluten  Betrage  nach  die  Grenze 

Tum—X 
1.2.3  ...  {m  —  1) 

nicht  überschreiten.  Hierbei  sind  M,  M',  l  Werthe,  welche 
von  m  unabhängig  sind,  und  demnach  sinkt  die  bezeichnete 
Grenze  wegen  ihres  ersten  Faktors  mit  unendlich  wachsendem 
m  schliesslich  unter  jeden  Grad  von  Kleinheit  herab.  Gleiches 
wird  demnach  auch  mit  dem  absoluten  Betrage  der  Grössen 
£,',„  und  Gleiches  also  auch  mit  demjenigen  der  Grössen  ^g, 
1^,  5^,  ...  ^,(  geschehen:  für  alle  m,  welche  eine  gewisse  Zahl 
ft  übertreffen,  wird  der  absolute  Betrag  dieser  Grössen  beliebig 
klein  sein,  z.  B.  derjenige  von  ^^  kleiner  als  Eins.  Da  aber 
die  linke  Seite  der  ersten  der  Gleichungen  (8),  welche  gleich 
i,Q  war,  immer  eine  ganze  Zahl  ist,  muss  für  alle  m  >  yb  ihr 
Werth  die  Null  sein. 

Die  linken  Seiten  der  übrigen  n  Gleichungen  (8)  waren 
aber  die  Wurzeln  der  Gleichung  (10);  da  nach  dem  Gesagten 
diese  Wurzeln  sämmtlich  nach  ihrem  absoluten  Betrage  be- 
liebig klein  werden,  sobald  m  >  pc  ist,  muss  das  Gleiche  auch 
gelten  von  ihren  Coefficienteu  Uu  U^,  ...  ?7„;  diese  letzteren 
werden  z.  B.,  ^  hinreichend  gross  gewählt,  sämmtlich  kleiner 
als  Eins  und  folglich,  da  sie  ganze  Zahlen  bedeuten,  sämmt- 
lich gleich  Null  sein  müssen.  Dann  sind  es  aber  auch  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (10)  selbst,  d.  h.  die  linken  Seiten  der 
Gleichungen  (8).  Man  findet  also  im  Ganzen,  dass  für  alle 
hinreichend  grossen  Werthe  von  tn  die  Gleichungen  stattfinden: 
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"oK  +  («1  +  «-^  H +  ccr)Ni  +  (a,-+,  H [-  cc,.+^:)K, 

+  ■  •  •  +  ^„  iS^.  =  0 

K^u  4-  a,  +  A,  +  •  •  ■  +  A,.)^;  +  (A.+i  +  •  •  •  +  A.+,,)iSV 

welche  doch  nur  stattfinden  können,  da  die  N,-  nicht  sämuit- 
lich  Null  sein  sollten,  wenn  die  aus  den  Grössen  «,-,  ß,,  j',, 
...  A/  gebildete  Determinante  verschwindet.  Dies  kann  aber 
nur  geschehen,  wie  gelegentlich  der  Zahl  e  gezeigt  ist,  wenn 
die  Discriminante  der  Gleichung  mit  den  Wurzeln  z^,  0.^, .. .  z,, 
verschwindet,  und  geschieht  also  nicht,  wenn  diese  Grössen, 
wie  hier  vorausgesetzt  werden  durfte,  von  einander  ver- 
schieden sind. 

Hiermit  ist  die  Unmöglichkeit  der  Beziehung  {C)) 
unter  der  am  Anfange  von  No.  4  gemachten  Annahme 
erwiesen. 

Wir  müssten  nunmehr  auch  den  Fall  erledigen,  wo  die 
algebraisch  verschiedenen  Werthe  der  Wurzelfunktionen 
ti  +  t>,  ^1  +  ^2  +  ^3»  •  •  •»  welche  in  der  Gleichung  (6)  als 
Exponenten  sich  finden,  nicht  sämmtlich  auch  numerisch 
ungleich  sind.  Dann  erst  wäre  der  Beweis  für  die  Traus- 
cendenz  der  Zahl  tc  vollständig  erbracht.  Dieser  Theil  der 
Lindemann'scheu  Untersuchung  bietet  nun  aber  «Gewisse 
Schwierigkeiten  dar,  insofern  er  eine  weitere  Bekanntschaft 
mit  dem  Verhalten  der  Wurzelfunktionen  bei  Vertauschung 
der  Wurzeln  erfordert,  als  hier  für  bekannt  angenommen 
werden  soll;  deshalb,  und  weil  durch  das  bereits  Gesagte  die 
Art  und  Weise  jener  Untersuchung  genügend  gekennzeichnet 
worden  ist,  ziehe  ich  es  vor,  den  zu  leistenden  Beweis  auf 
einem  einfacheren  Wege  zu  erbringen,  nämlich  statt  der 
Lindemann'scheu  Darstellung  noch  in  Kürze  den  wesent- 
lichsten Inhalt  der  Abhandlung  mitzutheilen,  in  welcher 
Weierstrass  dieselbe  zu  vereinfachen  gesucht  und  gelehrt  hat. 
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Neunte  Vorlesimg. 

Weierstrass'  Beweis  von  der  Traiisceudenz  der  Zahl  7t. 

1.  Weierstrass  begründet  seinen  Beweis  für  die  Trans- 
cendenz  der  Zahl  jt  auf  einen  Hilfssatz,  zu  dessen  Herleitung 
ihm  die  Hermite'sche  Untersuchung  über  die  Zahl  e  den 
Weg  angegeben  hat.  Direkter  als  er  selbst  es  gethan  hat, 
wollen  wir  hier  mit  unserer  Betrachtung  an  jene  Untersuchung 
anknüpfen,  indem  wir  zu  der  Formel  (24)  der  6.  Vorlesung 
zurückkehren.  Wir  wählen  darin  x  =  1  und  erhalten  die 
Gleichung 

(1)  Je--.  F{z)  dz  =  -  e-'  •  ^(0) , 

worin 

(2)  %(^z)  =  F(z)  +  FXz)  +  • .  •  +  F(^')(z) , 

fi   aber  der  Grad   der  ganzen  Funktion  F(z)   ist.     Nun   seien 

f\S)  =  «0^"  +  ^   +   «10"   -| +   ünS  +  «„  +  1 


ganze  Funktionen  n  -j-  1*^^"  bez.  n^'^^  Grades,  deren  erstere 
lauter  ungleiche  Wurzeln  haben  soll,  während  die  Coeffi- 
cienten  der  letztern  ganz  willkürlich  sind;  und  man  wähle  nun 

(4)  F(,s)^'J^. 

Bei  dieser  Wahl  findet  sich 

■p'fA  —  1'y)fi^Il  _i    Hz)  ■  fizY''-' .  fjz) 
^   ^^^  m\        "T"  (»t-1)! 

-p,n..  _  h"{z)f{zr    ,    2  h\z)  .  f(zr-'  •  fjz) 
^  ^  ml         "■  (m  —  1)! 

h{z) .  fizY''-^  j'j/f    h{z)  ■  fizr-'  ■  rw 

"•  (m  — 2)!  "•  (m-1)! 

u.  s.  w.  Man  kann  demnach  %(s)  nach  den  fallenden  Potenzen 
von  f{z)  geordnet  denken,  und,  wenn  man  so 

(=v)      ^(^)  =  ~^  m"  +  -^%  m"-'  +  •  •  • 
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kürzer 

üetzt,  so  sind  ersichtlich  die  Funktionen  H,{z)  ganze  und 
ganzzahlige  Funktionen  der  Grössen  s,  «„,  a^,  ...  fl„-}-i,  c„, 
Cj,  ...  Cn  und  zwar  homogene  lineare  Funktionen  der  letzt- 
genannten Coefficienten  c^,  c^,  ...  c„.  Aus  der  Grundformel  (1) 
folgt  mit  Rücksicht  auf  (4) 

Wenn  also  die  c,-  nicht  sämmtlich  Null  sind,  so  ist  %{/)  eine 
ganze  Funktion  vom  Grade  ft  =  m  +  *>*  i}^  +  1);  welche  nicht 
für  jeden  Werth  von  z  verschwindet;  die  vorige  Gleichung 
lehrt  zudem,  dass  %{z)  nicht  durch  f{/)  theilbar  ist.  Denn, 
wäre  sie  es  im  Gegentheil,  und  setzte  man  dann 

worin  q){z)  nun  nicht  mehr  durch  f{z)  theilbar  gedacht  wird, 
so  fände  sich  nach  jener  Gleichung 

((p{s)  -  tp  {z))  ■  f{z)  -  Q  .<p(z)f(z)=    -^-^, ; 

also  müsste  q  ■  q){z)f{z)  durch  f{z)  theilbar  sein;  nach  der 
über  die  Wurzeln  von  f{z)  gemachten  Voraussetzung  hat  aber 
f\z)  keinen  Theiler  gemeinsam  mit  f{z^  und  (p{z)  ist  nicht 
theilbar  durch  f{z)'.^  man  kommt  also  auf  einen  Widerspruch, 
sobald  man  q  von  Null  verschieden  d.  h.  die  Funktion  '^{z) 
in  der  That  theilbar  durch  f{z)  voraussetzt;  da  hiernach  %{z) 
nicht  durch  f{z)  theilbar  sein  kann,  so  ist  es  nach  (ö)  die 
Funktion  Il,„(z)  ebensowenig. 

2.  So  oft  z  irgend  einen  der  Werthe  bedeutet,  für  welche 
f{z)  verschwindet,  reducirt  sich  nach  (5)  ^(z)  auf  H„,{z). 
Sind  demnach  z',  z"  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  f(z)  =  0, 
und  integrirt  man  in  der  Formel  (1)  auf  irgend  einem  Wege 
zwischen  den  Werthen  z',  z",  so  findet  mau  die  Gleichung 

(7)    li,„(z  )  •  c-=    —  H,„{z  V  ^--   =-  —  /       '^^^,  —  b-'dz. 
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Die  obigen  Ausdrücke  für  F'iz),  F"{z),  . .  .  aber  zeigen,  dass 
das  erste  dureb  f(s)  niebt  theilbare  Glied  von  %{2)  aus 
i^'"''(0)  bervorgebt,  in  dessen  Ausdrucke  das  Glied  h{2)f\sy" 
sieb  findet;  Hia{z')  ist  demnacb  von  demselben  Grade,  wie 
dieses  Glied,  uämlicb  vom  Grade  {m  -\-  1)m;  zudem  erkennt 
man  aus  der  Zusammensetzung  der  einzelnen  Glieder  jeuer 
Ausdrücke,  dass  die  böebsten  Coefficienten  von  II„^{z)  nacb 
der  Reibe  durcb  a'o" ,  «'ü~  ,  ...  a^  tbeilbar  sein  müssen;  daraus 
folgt,  dass  die  Funktion  üq    ~^^  •  Hm{z)  sieb  auf  die  Form 

(8)  «f  "-^^ .  H„iz)  =  G(z, m)  .  f(z)  +  g{z, m) 

bringen  lässt,  worin  G(s,m),  g{z,m)  beides  ganze  und  ganz- 
zablige  Funktionen  der  Grössen  z,  üq,  a^,  .  .  .  a„4-i,  c^,  c^,  .  .  . 
Cn ,  die  letztere  böcbstens  vom  Grade  n  in  Bezug  auf  z  be- 
deuten. Und  damit  nimmt  die  Gleicbung  (7)  folgende  ein- 
fachere Gestalt  an: 

g{s'\m)  'CT'-"  —  (jiz'.m)  •  c-'-' 

=  -J  K^)  — ^^1 —  e  -lU. 

Die  Funktionen  G{ß,m)  bez.  (j{z,m)  sind,  ebenso  wie  II,n{z), 
bomogene  lineare  Funktionen  der  Coefficienten  c,.  Man 
kann  demnacb 

n  n 

(10)   G  {z,  m)  =^  d  Gi  {z,  m) ,     g  (z,  m)  =^  d  •  gi  {z,  m) 

i  =  ü  i  =  0 

setzen,  indem  man  unter  Gi(z,m)j  gi{z,ni)  diejenigen  Ausdrücke 
versteht,  welche  jene  allgemeinen  Funktionen  annehmen,  wenn 
d  =  1,  alle  übrigen  c  gleich  Null  gewählt  werden,  d.  b.  wenn 
h(z)  sich  auf  z'  reducirt.     Demnach  liefert  die  eine  Gleichung 

(9)  folgende  n  -\-  l  Gleichungen; 

gi{z",m)  ■  e-'"  —  gi{z',m)  •  e-=' 

(in 

z' 

(für  1  =  0,  1,  2  •■■  7i) 

und  die  Gleicbung  (8)  nimmt  die  Gestalt  an: 

1)  aclim  a  II II,  Irratioiia1z:ilileii.  8 
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/  =  (!  (  =  (1 

uud  lehrt  zufolge  dem  zuvor  bewiesenen  Umstände,  dass  TI,„{z) 
nicht  durch  f{z)  theilbar  ist,  dass  der  Ausdruck 

(12)  ^c.-g^{z,m) 

nicht  für  jeden  Werth  von  z  gleich  Null  sein  kann. 

Bedeuten  also  z^,,  z^^  z.>,  .  .  .  z^  n  -\-  1  ungleiche  AVerthe, 
so  hat  die  Determinante  der  Grössen  gi(Zkym),  nihulich: 


\g(,{0n,'in),  '  gi(z„,m),     .  .  .    g„{z„,m)  \ 

stets  einen  von  Null  verschiedenen  Werth.     Denn  sonst 
könnten  die  n  -\-  1   Gleichungen 

n 

^  Ci  ■  gi{zt:,ni)  =  0 

(für  yt  =  0,  1,  2,  •■•  7i) 

mit  einander  bestehen,  ohne  dass  die  w  +  1  Grössen  Cq,  i\,  . . . 
Cn  sämmtlich  Null  wären;  das  heisst  aber:  der  Ausdruck  (12), 
welcher  eine  ganze  Funktion  von  z  höchstens  vom  Grade  n 
ist,  würde  für  mehr  als  n  Werthe  von  z  und  daher  —  zu- 
wider dem  soeben  Bewiesenen  —  für  jedes  z  gleich  Null  sein. 
Diese  Ergebnisse,  insbesondere  die  Formel  (11),  haben 
Giltigkeit,  wie  gross  die  mit  m  bezeichnete  ganze  Zahl  auch 
gedacht  werde;  man  kann  letztere  aber  so  gross  wählen,  dass 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (11)  ihrem  absoluten  Betrage 
nach  beliebig  klein  wird.  In  der  That,  wenn  der  beliebige 
Integrationsweg  jetzt  als  ein  endlicher  und  seine  Länge  gleich 
/  vorgestellt  wird,  so  heisse  M  der  grüsste  absolute  Betrag, 
welchen  z'c~'  längs  des  Integrationsweges  annimmt,  31'  das 
Maximum  des  absoluten  Betrages  von  «o"  f(z)  längs  desselben. 
Dann  ist   —   ähnlich  wie  in  No.  0  der  vor.  Vorlesunj^  —  der 
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31"" 
absolute    Betrao"    des    Integrales    kleiner    als    31  ■  ^—r  •  ^    "Jid 

sinkt  mit  wachsendem  m  zugleich  mit  dem  zweiten  Faktor 
dieses  Produkts  unter  jeden  Grad  von  Kleinheit  herab.  Also 
convergirt  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung  (11),  oder  auch, 
nachdem  sie  mit  e-  +-     multiplicirt  ist,  der  Ausdruck 

( 14)  (ji{s', m)  -e"  —  cji{s", m)  ■  e' 

bei  unendlich  wachsendem  m  gegen  Null. 

3.  Wir  verstehen  nunmehr  unter  z^^  z^,  :..  Zn  sämmtliche 
Wurzeln  der  Gleichung  f{z)  =  0,  die  wir  als  ungleich  bereits 
vorausgesetzt  hatten,  und  nehmen  ausserdem  jetzt  an,  dass  die 
Coefficienten  in  dieser  Gleichung  ganze  Zahlen  sind.  Ent- 
sprechend werden  dann,  dem  oben  schon  Gesagten  gemäss, 
auch  die  Coefficienten  der  Funktionen  gi{z,'tii)  sämmtlich  ganz- 
zahlig sein.  Nach  der  vorigen  Nummer  ist  ferner  die.  Deter- 
minante r  von  Null  verschieden  und  m  kann  so  gross  gewählt 
werden,  dass  jede  der  Grössen 

(ji{zQ,m)  •  e^  —  giiZk.m)  ■  e" 

(für  /,  A-  =  0,  1,  2  •  •  •  «) 

ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist,  als  eine  beliebig 
klein  angenommene  positive  Zahl  d. 

Hiermit  ist  der  Hilfssatz  von  Weierstrass  bewiesen 
und  kann  folgendermassen  ausgesprochen  werden: 

Es  sei  f{z)  eine  ganze  und  ganzzahlige  Funktion 
;/  -|~  1**^"  Grades  von  z  mit  den  von  einander  verschie- 
denen Wurzeln  Zq,  z^,  ^2;  •  •  •  ^»f  ^^  giebt  es  ein  System 

von  n  -\-  1  ganzen  und  ganzzahligen  Funktionen  von 
z,  höchstens  vom  Grade  n,  so  beschaffen,  dass  die 
Determinante  der  Grössen  ^,(2'*)  von  Null  verschieden 
und  jede  der  Differenzen 

(fil^i,  A  =  0,  1,2,  •••  n) 

ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist,  als  eiue 
beliebig  klein  angenommene  positive  Zahl  d. 
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4.  Auf  Gruüd  dieses  Satzes  lässt  sich  mm  der  Nachweis 
für   die  Traiiseendenz   der  Zahl  n  folgendermasseii   erbringen. 

Bekanntlich  hat  die  Gleichung  c^  -\-  \  =  0  keine  andern 
Lösungen,  als  die  durch  die  Formel 

(15)  x  =  {2n  -{-  l)ni 

gegebenen  Werthe  von  x.  Lässt  sich  demnach  zeigen,  dass 
der  Ausdruck  (f  -\-  1  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  hat,  sobald  x  eine  algebraische  Zahl  ist,  so  folgt 
sogleich,  dass  jeder  durch  die  Formel  (15)  gegebene  Werth 
und  damit  auch  die  Zahl  n  eine  nicht  algebraische  Zahl  sein 
muss.  Alles  läuft  also  darauf  hinaus,  jenen  Nachweis 
zu  führen. 

Es  bedeute  zu  diesem  Zwecke 

(16)  X' +  C.x'--" -\- C^x^-^' -\ \-Cr  =  0 

eine  beliebige  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  und  von 
einem  Grade  ;•  >  2;  ihre  Wurzeln,  welche,  ohne  die  Allgemein- 
heit zu  beschränken,  als  ungleich  vorausgesetzt  werden 
dürfen,  seien  a^j,  x^,  x.^,  ...  Xr.     Betrachten  wir  das   Produkt 


n 


(/*  + 1)  =  (,'.  + Ij  (/'+  1)  ...  {Z'  +  W 
und  daneben  das  gleichgebildete  Produkt 

(c'"«  +  1)  =  (6'-'  +  1)  («'•  +!)■■•  (-■••■  +  1), 


u 


in  welchem  ^j,  1^,,  ...  ^,.  beliebige  Unbestimmte  bezeichnen. 
Das  allgemeine  Glied  des  entwickelten  Produktes  kann  man 
schreiben: 

-fi'Ji  +  fs-^sH ("«;■•;,- 

wo  die  Ei  entweder  0  oder  1  sind,  und  man  erhält  olfenbar 
alle  Glieder,  wenn  man  für  die  £,  alle  möglichen  Combina- 
tionen  dieser  zwei  Werthe  allmählich  einsetzt,  sodass  man 
setzen  kann: 

fj{c'''  +  1)  =.yT/'''+^-'^+- ••+*'->, 
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wo  die  '/-fache  Summation  sich  eben  auf  alle  diese  Combiiia- 
tionen  erstreckt,  also  j3  =  2''  Summanden  vorhanden  sein 
werden.  Die  Exponenten  in  dieser  Summe,  in  irgend  einer 
Anordnung  genommen,  seien  t,^,  ^, ,  ti,  •■•  tp—i,  sodass 

(17)  lJ(/"-\-^)-^^'- 

Sind  Sq,  ^1,  ^2,  ...  Sp-i  die  Werthe,  welche  ^q,  ^j^,  t^,  •  •  • 

tp—i  dadurch  annehmen,  dass  man  den  Unbestimmten  h,i,  |_,, 

.  .  .  I,.  die  bestimmten  Werthe  a?i,  X2,  ...  Xr  beilegt,  so  er- 
giebt  sich  aus  (17)  sogleich  auch 

(18)  jr7(e-^"  +  i)=^V^ 

/( =  1  A-  =  0 

Die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  Werthe, 
welche  in  der  Reihe  2q,  8-^,  z.^,  ...  Zp—x  vorhanden  sind,  sei 
n -\-  1;  da  unter  diesen  Werthen,  indem  man  alle  £,:  bis  auf 
eins,  das  gleich  1  ist,  gleich  0  wählt,  auch  die  Wurzeln  x^, 
x^,  ...  Xr  gefunden  werden,  ist  n -{-  1  sicher  grösser  als  1; 
die  Ausdrücke  ^0,  t,^,  t,^,  ...  ^^^—i  können  dabei  so  geordnet 
gedacht  werden,  dass  die  Grössen  z^,  s^,  z<^,  .  .  .  Zn  die  unter 
einander  verschiedenen  Zi  darstellen  und  Zq  =  0  ist.  Dies 
vorausgesetzt,  lässt  sich  nun  eine  ganze  und  ganz- 
zahlige Funktion  f{z)  vom  Grade  n  -\-  1  angeben, 
welche  diese  n  -f-  1  Werthe  Zq,  z^,  z^,  ...  z,i  zu  Wur- 
zeln hat. 

Betrachtet  man  nämlich  das  Produkt 
p-i 

A-  =  ü 

das  letztere  über  alle  p  Combinationen  erstreckt,  welche  den 
Werthen  f^  =  0,  1  entsprechen,  so  ist  dasselbe  offenbar  eine 
ganze  und  ganzzahlige  Funktion  der  Grössen  z,  ^j,  1^,  ...  ^;., 
welche  in  Bezug  auf  die  |j  symmetrisch  ist.  Erhalten  also 
die  Unbestimmten  |/  jetzt  die  Bedeutung  als  Wurzein  Xi  der 
Gleichung  (1<>)>  ^^  yi\r<^  das  Produkt 
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eine  ganze  Funktion  von  2  sein,  deren  Coefficionten  ganze 
und  ganzzahlige  symmetrische  Funktionen  von  diesen 
Wurzeln  und  folglich  ganze  und  ganzzahlige  Funktionen  von 
den  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung  sind;  haben 
diese  rationale  Werthe,  wie  wir  es  von  der  Gleichung  (16) 
vorausgesetzt  haben,  so  wird  demnach  jenes  Produkt  eine 
o-anze  Funktion  von  z  sein  mit  gleichfalls  rationalen  Coeffi- 
cienten. Wir  denken  uns  diese  ganze  Funktion  —  sie  heisse 
^(^^j  —  durch  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  dividirt,  den 
sie  mit  ihrer  ersten  Abgeleiteten  ip'{s)  gemeinsam  hat;  der 
Quotient  hat  bekanntlich  gleichfalls  rationale  Coefficienten, 
aber  nur  noch  die  von  einander  verschiedenen  Zk,  d.  h.  die 
Werthe  Zq,  z^,  z^,  -  >  ■  ^n  zu  Wurzeln;  mit  dem  Generalnenner 
der  rationalen  Coefficienten  multiplicirt  wird  er  also  eine 
ganze  Funktion  f{z)  11 -{-  V'^'^  Grades  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  sein,  welche  jene  Werthe  zu  Wurzeln  hat,  eine 
Funktion  also,  wie  sie  nachgewiesen  werden  sollte. 

5.  Nunmehr  findet  der  Hilfssatz  von  Weierstrass  seine 
Verwendung.  Denn  in  Anwendung  auf  die  soeben  festgestellte 
Funktion  f{z)  ergiebt  er  das  Vorhandensein  von  n  -{-  \  ganzen 
Funktionen  gQ{z),  f/i(z),  ..  .  (/ni^)  von  der  im  Hilfssatze  an- 
gegebenen Beschaffenheit,  der  Art  insbesondere,  dass,  wenn  d 
ein  beliebig  kleiner  positiver  W^erth  ist,  die  sämmtlicheu 
Ausdrücke 

giiO)-e''  -(ji{z,) 

ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  d  sind,  oder,  was 
dasselbe  sagt,  dass 

^,(0)  •  e'^  —  (/i{sk)  =  £i,k  ■  ö 

gesetzt  werden  kann,  während  die  absoluten  Beträge  von  £,^t 
sämmtlich  kleiner  als  1  sind,  die  Determinante  der  Grössen 
(ji{zK)  aber  von  Null  verschieden  ist.  Wir  wollen  sogleich  ö 
so  klein  gewählt  denken,  dass  2^  ■  cC  •  ö  <  1  ist.  In  der  vor- 
stehenden Gleichung  erhält  zwar  h  mit  Bezug  auf  den  Hilfs- 
satz nur  die  Werthe  0,  1,  2,  .  .  .  n,  welche  auch  i  erhält;  aber, 
da  die  übrigen  Zi  der  Reihe  Zq,  z^,  z.^,  ...  ^^_i  keine  andern 
Werthe  als  einen  der  Reihe  z^,  0,,  ...  Zn  darstellen,  so  darf 
man  h   die  ganze  Reihe  0^  1,  2,  .  .  .  ;j  —  l  durchlaufen  lassen. 
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So  fiudet  man  durch  Summation  aus  jener  Gleichung  zunächst 
die  andere: 

),—\  p—\  /,— 1 

oder,  da  der  absolute  Betrag  der  letztern  Summe  nicht 
grösser  als  p  sein  kann,  diese  folgende: 

i,  —  \  p—\ 

(10)  alg,{<))  -^e'^  ^.'^dUnizu)  +  ^^■, 

A==U  A  =  U 

(für  (  =  0,1,2  ■••«) 

worin  der  absolute  Betrag  von  tii  kleiner  als  1  ist. 

Zur  besseren  Erkenntniss  der  Natur  der  Summe  auf  der 
Rechten  dieser  Gleichung  betrachten  wir  zunächst  die  ähnliche 
Summe 

i,—  \ 

^ci'i  •  (/i{tk)  =^f^o  ■  yii^o^Q  +  ^1^1  +  •  •  ■  +  f/b/-) , 

letztere  Summe  über  alle  Combinationen  der  Werthe  a,-  =  0,  1 
erstreckt.  Da  gi  eine  ganze  und  ganzzahlige  Funktion  be- 
deutet, ist  auch  diese  Summe  eine  ganze  und  ganzzahlige 
Funktion  der  Grössen  ^i,  ^2»  •  •  •  ^r,  aber  in  Beziehung  auf 
dieselben  ofi'enbar  auch  symmetrisch;  demnach  ist 

{•20)  ^'«o-^,(^0 

k=0 

eine  ganze  und  gauzzahlige  symmetrische  Funktion  der  Grössen 
Xi,  X2,  .  .  .  Xr  d.  h.  der  Wurzeln  von  (16),  also  eine  ganze  und 
ganzzahlio-e  Funktion  der  Coefficienten  dieser  Gleichung 
und  daher  jedenfalls  eine  rationale  Zahl.  Andererseits  ist 
gi  eine  ganze  und  ganzzahlige  Funktion  höchstens  vom  u^'^^ 
Grade,  und  demnach  hat  a"gi{zk)  die  allgemeine  Gestalt 

^o(«o^0"  +  A  («o^'A-)"~^  + h  A-1  •  f'(s^k  +  A„ , 

worin  die  Äi  ganze  Zahlen  sind.  Da  nun  Zk  als  Wurzel  der 
Gleichung  f[d)  =  0  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist,  so  ist's 
auch  Uf^Zk  und  —  nach  dem  Zusätze  in  No.  2  der  2.  Vor- 
lesung —  auch   der   vorstehende  Ausdruck   und  folglich  auch 
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die  ganze  Summe  (20).  Eine  ganze  algebraische  Zahl  aber, 
Avelche  rational  ist,  ist  (s.  Vorlesung  1  No.  2)  sogar  eine 
ganze  Zahl,  und  so  gewinnen  wir,  alles  in  allem,  das  Er- 
gebniss:  die  Summe  (20)  ist  gleich  einer  gewöhnlichen 
gangen  Zahl. 

Aber  diese  ganze  Zahl  kann  nicht  für  jeden  der 
Werthe  ?  =  0,  1,  2,  .  .  .  n  gleich  Null  sein.  Denn,  indem 
man  in  der  Summe  (20)  diejenigen  Glieder  zusammennimmt, 
in  denen  Zk  denselben  Werth  hat,  kann  sie  gesetzt  werden 
gleich: 

i  =  0 
(für  1  =  0,  1,  2,  •■•  ;i) 

worin  nun  die  Nk  sämmtlich  positive  ganze  Zahlen  bedeuten; 
und  diese  n  -{-  1  Ausdrücke  können  nicht  sämmtlich  ver- 
schwinden, da  es  sonst  auch  ihre  Determinante,  nämlich  die 
Determinante  F,  müsste,  dem  Hilfssatze  von  Weierstrass 
zuwider. 

Es  giebt  also  sicher  wenigstens  einen  Werth  von  i,  für 
welchen  in  (19)  das  erste  Glied  rechts  eine  von  Null  ver- 
schiedene ganze  Zahl  und  demnach  die  ganze  rechte  Seite 
nicht  Null  ist.  Für  diesen  Werth  von  i  wird  dann  auch 
die  linke  Seite  d.  h.  nach  (18)  das  Produkt 


o9i(0)-JJ(e'"  +  l) 


^0,     ,    . 

A 

von    Null    verschieden    sein,    und    demnach    kann    keiner    der 

Faktoren  /''  -f-  1  gleich  Null  sein,  d.  h.  e'^  +  1  ist  stets 
von  Null  verschieden,  wenn  x  eine  algebraische  Zahl 
ist;  denn  X/,,  als  Wurzel  der  Gleichung  (16)  vorausgesetzt, 
bedeutet  jede  beliebige  algebraische  Zahl.  In  der  That,  die 
scheinbare  Beschränkung,  der  wir  die  Gleichung  (IG)  unter- 
warfen, indem  wir  ihren  Grad  mindestens  gleich  2  voraus- 
setzten, hindert  nicht,  jenen  Satz  auszusprechen;  wäre  nämlich 
X  Wurzel  einer  Gleichung  ersten  Grades  mit  rationalen 
Coefficienten,  so  wär's  selbst  eine  rationale  Zahl;  (f  aber  ist 
für  ein  rationales  x  stets  positiv  und  demnach  kann  auch  in 
diesem  Falle  t"^  -\-  1  nicht  Null  sein. 
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6.  So  ist  —  wie  man  sieht,  durch  Betrachtungen  von 
verhältnissmässiger  Einfachheit  —  die  wichtige  Erkeunt- 
niss  strenge  begründet,  dass  die  Zahl  it  eine  nicht 
algebraische  Zahl  ist.  Zugleich  hiermit  ist  nun  aber  eine 
Frage  endlich  auf  entscheidende  Weise  beantwortet,  über  eine 
Aufgabe  endgiltig  entschieden  worden,  welche  viele  Jahr- 
hunderte lang  eine  offene  gewesen  ist  und  hundertfältige  Ver- 
suche der  Lösung  veranlasst  hat.  Freilich  entsprangen  diese 
letztern  zum  grossen  Theile  der  missverstehenden  Auffassung 
Unberufener.  Es  handelt  sich  um  das  weltberühmte  Problem 
von  der  Quadratur  des  Kreises  d.  i.  um  die  Aufgabe:  ein 
Quadrat  zu  bestimmen,  dessen  Inhalt  gleich  dem- 
jenigen eines  gegebenen  Kreises  ist.  Ein  Kreis  aber 
ist  nach  seiner  Grösse  gegeben,  wenn  sein  Radius  gegeben 
wird;  und  die  Aufgabe,  richtig  verstanden,  würde  verlangen: 
es  soll  eine  Construktion  gefunden  werden,  welche  aus  dem 
gegebenen  Kreisradius  die  Seite  jenes  Quadrates  ermittelt.  Die 
alte  Geometrie,  welche  zuerst  diese  Aufgabe  sich  stellte,  kannte 
keine  andern  Hilfsmittel  der  geometrischen  Construktion,  als 
den  Zirkel  und  das  Lineal,  d.  h.,  richtiger  gesagt,  Kreislinie 
und  Gerade.  Und  so  würde  das  Problem  von  der  Quadratur 
des  Kreises,  noch  genauer  ausgesprochen,  folgendermassen  zu 
fassen  sein:  Aus  dem  gegebenen  Kreisradius  —  welcher 
dabei  als  Längeneinheit  gewählt  werden  darf  —  soll 
durch  eine  geometrische  Construktion,  bei  welcher 
nur  Gerade  und  Kreislinien  zur  Verwendung  kommen, 
die  Seite  eines  Quadrates  gefunden  werden,  dessen 
Inhalt  demjenigen  des  Kreises  gleich  ist. 

Die  Versuche  der  Mathematiker,  diese  Aufgabe  zu  lösen, 
haben  sich  nun  allezeit  als  vergeblich  erwiesen;  obwohl  die 
mathematische  Wissenschaft  nach  verschiedensten  Seiten  hin 
die  ausserordentlich sten  Fortschritte  machte,  brachten  doch 
diese  Fortschritte,  auch  der  geometrischen  Disciplinen,  nicht 
den  geringsten  Gesichtspunkt  herbei,  unter  welchem  die 
Lösung  der  Aufgabe  zu  erhoffen  war,  und  so  waren  die  Mathe- 
matiker seit  lange  von  der  Unmöglichkeit  derselben  überzeugt 
und  hatten  sich  darein  gefunden,  eine  Entscheidung  darüber 
dem   stetigen   Entwicklungsgange   der   Wissenschaft  zu   über- 
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lasseu.  Denn  raelir  als  einmal  ist  es  geschehen,  dass  durch 
den  letztern  zwischen  Problemen,  welche  ganz  verschiedenen 
Gebieten  der  Mathematik  angehören,  eine  unerwartete  Be- 
ziehung aufgedeckt  worden  ist  und  dann  eine  Aufgabe,  welche 
mit  den  Hilfsmitteln  der  einen  Disciplin  nicht  gelöst  werden 
konnte,  in  einer  andern  ihre  Erledigung  fand.  Mancher  frei- 
lich, der  ausserhalb  der  Wissenschaft  stand,  glaubte  sich  be- 
fähigt, die  Frage  mit  den  Kenntnissen,  die  er  von  der  Schule 
her  gerettet,  angreifen  und  lösen  zu  können,  wobei  es  mit  der 
mathematischen  Strenge  der  Lösung  oft  genug  nicht  genau 
genommen  und,  wie  Kummer  einmal  es  ausgedrückt  hat, 
allerlei  Mittel  angewandt  wurden,  nur  dasjenige  nicht,  was 
in  der  Mathematik  einzig  zum  Ziele  führt,  der  Verstand.  Die 
Akademien,  welche  mit  der  Prüfung  solcher  Lösungen  bemüht 
wurden,  sahen  sich  schliesslich  zu  dem  Beschlüsse  genöthigt, 
gegenüber  jedem  neuen  Versuche  dieser  Art  sich  ablehnend 
zu  verhalten.  Wie  richtig  die  Wissenschaft  gethan,  sich  eine 
Zeit  lang  zu  bescheiden,  zeigt  nun  die  jetzt  gewonnene  Ent- 
scheidung; in  der  That:  wieder  nicht  durch  gewaltsame  Ver- 
suche in  der  nächstliegenden  Wissenschaft,  der  Geometrie, 
sondern  aus  einer  ganz  anderen  Quelle,  die  erst  mit  den  Fort- 
schritten einer  viel  jüngeren  Disciplin,  der  Algebra,  eröffnet 
worden  ist,  wurde  es  möglich,  die  Erkenntniss  zu  gewinnen, 
dass  die  Quadratur  des  Kreises  eine  Unmöglicheit, 
nämlich  die  genannte  Aufgabe  unlösbar  ist. 

Man  kann  die  geometrische  Fassung  unserer  Aufgabe  in 
der  That  leicht  durch  eine  algebraische  ersetzen,  wenn  man 
sich  erinnert,  dass  die  Construktion  von  geradlinigen  Strecken 
mittels  Geraden  und  Kreislinien  im  wesentlichen  nur  auf  eine 
der  beiden  Aufgaben  zurückkommt:  1)  zu  drei  gegebenen 
Strecken  die  vierte  Proportionale,  2)  zu  zwei  gegebenen 
Strecken  die  mittlere  Proportionale  zu  finden;  d.  h.  arithmetisch 

aufgefasst:  eine  Grösse  x  durch  die  Gleichung  —  =  -  bez. 
durch  die  Gleichung  —  =  —  oder  x^  =  ah  zu  ermitteln.     Dies 

sind  algebraische  Gleichungen  ersten  bez.  zweiten  Grades. 
Wenn  demnach  eine  gewisse  Strecke  aus  einer  oder  mehreren 
gegebenen  Strecken,  z.  B.  die  Quadratseite  aus  dem  gegebenen 
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Kreisradius,  mittels  Zirkel  und  Lineal  d.  h,  durch  eine  gewisse 
Reihe  von  Construktionen  der  genannten  beiden  Arten  con- 
struirbar  sein  soll,  so  muss  ihre  Grösse  ermittelt  werden 
können,  indem  man  eine  entsprechende  Reihe  von  algebraischen 
Gleichungen  der  angegebenen  Art  löst  und  verknüpft.  Die 
gesuchte  Grösse  entsteht  mit  andern  Worten  aus  der  Ge- 
gebenen mittels  einer  Reihenfolge  rationaler  Operationen  und 
Wurzelausziehungen,  sodass,  wie  leicht  einzusehen  ist,  eine 
gewisse  algebraische  Gleichung  hergestellt  werden  kann, 
welcher  sie  genügt.  Ihr  Werth  wäre  demnach  —  mit  Be- 
nutzung des  von  uns  eingeführten  Ausdrucks  —  eine  algebra- 
ische Zahl.  Ist  nun  aber  die  Seite  jenes  Quadrates  eine 
solche,  so  ist's  auch  der  Inhalt  des  Quadrates,  welcher,  wenn 
er  dem  Inhalte  des  Kreises  vom  Radius  r  gleich  sein  soll, 
bekanntlich  durch  iir^  oder,  falls  wir  den  Kreisradius  zur 
Längeneinheit  wählen,  durch  die  Zahl  n  gemessen  wird.  Diese 
müsste  also,  wäre  die  Quadratur  des  Kreises  möglich,  eine 
algebraische  Zahl  sein;  da  wir  sie  als  eine  nicht  algebra- 
ische erkannt  haben,  ist  die  Quadratur  des  Kreises  unmöglich. 

So  ist  es  das  rühmliche  Verdienst  des  Herrn  Liude- 
mann,  indem  er  uns  die  an  sich  höchst  interessante  Erkennt- 
niss  vermittelte  von  der  eigentlichen  Natur  der  Zahl  n,  zu- 
gleich eins  der  berühmtesten  Probleme  der  Mathematik 
endgiltig,  wenn  auch  in  negativem  Sinne,  erledigt  zu  haben; 
und  dies  Verdienst  wird  auf  keine  Weise  durch  die  grössere 
Einfachheit  geschmälert,  welche  dem  späteren  Beweise  von 
Weierstrass  vor  dem  seinigen  den  Vorzug  giebt.  Aber 
freilich  darf  man  nicht  vergessen,  wie  ihm  durch  die  geist- 
volle Untersuchung  des  Herrn  Ch.  Her  mite  über  die  Zahl  e 
die  principielle  Grundlage  schon  gegeben  war,  auf  der  er  nur 
weiterzubauen  brauchte  und  die  allein  deo  Erfolg  seiner  Be- 
mühungen ermöglichte. 

7.  Die  Abhandlung  von  Weierstrass  enthält  nun  auch 
noch  den  Beweis  einiger  allgemeineren  Sätze,  welche  Linde- 
mann gleichfalls  schon  ausgesprochen,  aber  ohne  ausgeführten 
Beweis  gelassen  hat.  Wir  wollen  uns,  indem  wir  in  dieser 
Hinsicht  auf  die  Abhandlung  selbst  verweisen,  damit  begnügen, 
nur  diese  Sätze  selbst  hier  anzufügen. 
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Sind  Xi,  X.,,  ...  Xr  die  als  verschieden  voraus- 
gesetzten Wurzeln  einer  Gleichung 

x'-n'-  C\x'-^  H hCV  =  0 

mit  rationalen  Coefficienten,  iVi,  IVg,  ...  iV^-  aber  ganze 
(oder  auch  nur  rationale)  Zahlen,  unter  denen  wcMiig- 
stens  eine  nicht  Null  ist,  so  ist  die  Gleichheit 

'=1 
unmöglich.  Dieser  Satz  enthält  in  sich  die  von  Her  mite 
bezüglich  der  Zahl  e  gewonnene  Erkenn tuiss;  denn  er  besagt, 
wenn  man  für  Xj^,  X2,  ...  x,-  irgend  r  von  einander  verschie- 
dene ganze  Zahlen  wählt,  dass  e  keine  algebraische  Zahl 
sein  kann.  Er  lässt  zudem  leicht  eine  Verallgemeinerung 
zu,  indem  man  unter  a.\,  x.^,  .  .  .  Xr  irgend  r  von  einander 
verschiedene  algebraische  Zahlen  verstehen  darf. 

Endlich  aber  lässt  der  Satz  noch  eine  Erweiterung  zu 
und  verwandelt  sich  so  in  den  nachstehenden,  welcher  alle  die 
vorigen  umfasst: 

Allgemeinster  Satz:  Bedeuten  x^^  x^,  ...  Xr  irgend 
r  von  einander  verschiedene,  X^,  X^,  . .  .  Xr  aber  hc- 
liebige  algebraische  Zahlen,  von  deren  letztern  eine 
wenigstens  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  die 
Gleichung 

(21)  ^X,/'  =  0 

(=1 

unmöglich. 

Wählt  man  z.  B.  r  ==  2,  X^  =  —  1,  x.^  =  0  und  ersetzt 
Xi,  X2  durch  die  Zeichen  x,  X,  so  nimmt  vorstehende  Glei- 
chung die  Form  an 

(22)  (f  =  X. 

Dem  allgemeinen  Satze  gemäss  kann  diese  nicht  bestehen, 
wenn  x,  X  gleichzeitig  algebraische  Zahlen  und  x  von  x.j  =  0 
verschieden  ist.  Demnach  findet  der  besondere  Satz  statt: 
Die  Exponentialgrösse  c-^  ist  stets  eine  trans- 
cendente  Zahl,  wenn  x  eine  von  Null  verschiedene 
algebraische  Zahl  ist. 


Zehnte  Vorlesung:  Ueber  die  kubischen  Irrationellen.  125 

Da  X  in  der  Gleichung  (22)  der  natürliche  Logarithmus 
von  X  ist  und  dem  Werthe  x  =  0  der  Werth  X  =  1  ent- 
sprechen würde,  folgt  aus  (21)  gleichermassen  auch  folgender 
zugehörige  zweite  Satz: 

Der  natürliche  Logarithmus  einer  algebraischen 
Zahl  X  ist  immer  eine  trauscendente  Zahl,  wenn  X 
nicht  den  Werth  1  hat. 


Zehnte  Vorlesung, 
lieber  die  kiibisclien  Irrationelleii. 

1.  Während  wir  in  den  voraufgehenden  Vorlesungen  von 
Untersuchungen  berichten  konnten,  welche  ihren  endgiltigen 
Abschluss  bereits  gefunden  haben,  wollen  wir  nun  zum  Schlüsse 
noch  eine  Frage  berühren,  die  noch  vieler  eingehender  Unter- 
suchungen bedürfen  wird,  bevor  sie  in  einer  ähnlich  befrie- 
di<jenden  Weise  beantwortet  sein  wird.  In  der  vierten  Vor- 
lesung  haben  wir  für  die  quadratischen  Irrationellen  ein  ihnen 
durchaus  eigenthümliches  arithmetisches  Kennzeichen  her- 
geleitet, darin  bestehend,  dass  sie  und  nur  sie  allein  in  einen 
periodischen  Kettenbruch  der  dort  näher  angegebenen  Art 
entwickelt  werden  können.  Es  ist  auch  bereits  daran  die 
Frage  geknüpft  worden,  ob  für  die  Irrationellen  höheren 
Grades  ein  ähnliches  arithmetisches  Kennzeichen  vorhanden 
sei  und  worin  es  bestehe. 

Wie  wichtig  und  interessant  der  Nachweis  eines  solchen 
sein  würde  und  welch  reiches  Feld  der  Forschung  sich  hier 
eröffnet,  ist  kaum  nöthig  besonders  hervorzuheben;  es  sei  aber 
erlaubt,  eine  Stelle  aus  Hermite's  zahlentheoretischen,  an 
Jacobi  gerichteten  Briefen*)  ausführlich  hier  beizubringen, 
welche  sehr  anregend  über  diese  Frage  sich  äussert.    Sie  findet 


*)  Extrait  de  lettres  de  M.  Ch.  Herrn ite  d  M.  Jacobi  sur  ditturonts 
objets  de  la  th^orie  des  uombres. 
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sich  in  Grell e's  Journal  Bd.  40  pag.  286  und  lautet  folgender- 
massen:  Mais  permettez-moi,  Monsieur,  de  revenir  un  instant 
sur  les  circonstances  remarquables,  auxquelles  donne  Heu  la 
reduction  des  formes  dont  les  coefficiens  dependent  de  racines 
d'equations  algebriques  a  coefficiens  cntiers.  Peut-etre  par- 
vieudra-t'-on  a  deduire  de  la  un  Systeme  complet  de  caracteres 
pour  chaque  espece  de  ce  genre  de  quantites,  aualogue  par 
exemple  ä  ceux  que  donne  la  theorie  des  fractions  continues 
pour  les  racines  des  equations  du  second  degre.  On  ne  peut 
du  moins  faire  concourir  trop  d'elements  pour  jeter  quelque 
lumiere  sur  cette  variete  infinie  des  irrationnelles  algebriques, 
dont  les  symboles  d'extraction  de  racines  ne  nous  representent 
que  la  plus  faible  partie.  Ici  comme  daus  la  theorie  des  trans- 
cendentes  il  a  ete  facile  de  trouver  ä  une  longue  suite  de  notions 
analytiques  de  plus  en  plus  complexes  une  origine  commune, 
une  definition  unique  et  complete,  oü  u'entrent  que  les  premiers 
elemeuts  du  calcul;  mais  quelle  tache  immense,  pour  la  theorie 
des  nombres  et  le  calcul  integral,  de  penetrer  dans  la  nature 
d'une  teile  multiplicite  d'etres  de  raison,  en  les  classant  en 
groupes  irreductibles  entre  eux,  de  les  constituer  tous  indivi- 
duellement  par  des  definitions  caracteristiques  et  elemeutaires? 
Wie  man  sieht,  giebt  Her  mite  in  dieser  Stelle  auch 
einen  Fingerzeig,  auf  welcher  Grundlage  etwa  die  Lösung  der 
Aufgabe  zu  suchen  sei,  nämlich  vermittelst  der  „Reduktion 
der  sogenannten  zahlen  theoretischen  Formen".  In  der  That, 
nachdem  durch  Lagrange,  wie  wir  in  der  vierten  Vorlesung 
gesehen,  der  innige  Zusammenhang  der  Frage  bezüglich  der 
quadratischen  Irrationellen  mit  der  Theorie  der  quadratischen 
Formen  aufgedeckt  worden  ist,  lag  die  Vermuthuug  sehr  nahe, 
dass  zwischen  dem  Verhalten  höherer  Irrationelleu  und  der 
Theorie  der  höheren  Formen  eine  analoge  Beziehung  bestehe. 
Und  Hermite  hat  aus  dieser  Erwägung  eine  Reihe  von 
Untersuchungen  begonnen  und  in  seinen  Briefen  auseinander- 
gesetzt, welche  hauptsächlich  zunächst  dahin  zielen,  geeignete 
Definitionen  der  „reducirten  Formen"  höherer  Art  zu  liefern 
und  nachzuweisen,  dass  bei  der  Berechnung  derselben  aus 
einer  ursprünglich  gegebenen  Form  eine  gewisse  Periodicität 
sich     herausstellen     müsse.       Einer     seiner     Schüler,     Herr 
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Charve*),  hat  in  einer  ausführlichen  Arbeit  über  ternäre 
quadratische  Formen,  welcher  er  diejenige  Auffassung  re- 
ducirter  Formen  zu  Grunde  legt,  die  man  Selling**)  ver- 
dankt, die  Hermite' sehen  Gedanken  entwickelt  und  bestätigt, 
indem  er  die  arithmetische  Operation  der  Reduktion  einer 
Form  zugleich  geometrisch  veranschaulicht;  theils  theoretisch, 
theils  an  einer  Reihe  numerischer  Beispiele  findet  er  eine 
Periodicität  in  der  Reihe  der  Substitutionen,  welche  die  re- 
ducirteu  Formen  aus  der  ursprünglich  gegebenen  Form  herzu- 
leiten geeignet  sind. 

Andererseits  hat  Jacobi  auf  dem  vorliegenden  un- 
erforschten Gebiete  einen  wichtigen  Schritt  voran  gethan,  der 
gewiss  die  richtige  Fährte  verfolgt.  In  einer  Abhandlung, 
welche  erst  nach  seinem  Tode  veröffentlicht  worden  ist***), 
entwickelt  er  einen  Algorithmus,  der  als  eine  sehr  nahe 
liegende  Verallgemeinerung  desjenigen  anzusehen  ist,  auf 
welchen  wir  in  der  3.  und  4.  Vorlesung  die  Kettenbrüche  und 
ihre  Periodicität  im  Falle  der  quadratischen  Irrationellen  be- 
gründet haben  und  welchen  er  deshalb  auch  einen  Kettenbruch- 
algorithmus  nennt;  und  indem  er  denselben  zur  Anwendung 
bringt  auf  die  Kubikwurzel  aus  einer  ganzen  Zahl,  findet  er 
an  verschiedenen  numerischen  Beispielen  die  Vermuthung  be- 
stätigt, dass  der  Algorithmus  periodisch  sei.  Die  sehr 
interessante  Frage,  ob  diese  Eigenschaft  der  Kubik- 
wurzel allgemein  und  derselben  bez.  den  Irrationellen 
dritten  Grades  charakteristisch  sei,  blieb  leider  einst- 
weilen ungelöst;  denn,  obwohl  sie  nach  den  Ergebnissen 
von  Hermite  und  Charve  unzweifelhaft  bejahend  zu  beant- 
worten sein  dürfte,  können  doch  die  genannten  Untersuchungen 
nicht  als  entscheidend  dafür  gelten,  solange  zwischen  ihnen 
und  dem  Kettenbruchalgorithmus  nicht  ein  fester  Zusammen- 
hang nachgewiesen  worden  ist. 

*)  Theses  pies.  a  la  facwlte  des  Sciences  de  Paris:  de  la  reduction 
des  formes  quadratiques  temaires  positives  et  de  leur  application  aux 
irrationnelles  du  troisifeme  degre. 

**)  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  M.    Bd.  77. 

***)  Jacobi,  allgem.  Theorie  der  kettenbruchähnlichen  Algorithmen, 
in  welchen  jede  Zahl  aus  drei  vorhergehenden  gebildet  wird;  heransg. 
von  Heine,  Journ.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  69  pag.  29. 
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Auch  eine  Arbeit  von  Fürsteuau  (über  Ketteubrüclie 
höherer  Ordnung,  im  Jahresberichte  über  das  Königl.  Real- 
gymnasium zu  Wiesbaden  1874)  giebt  diese  Lösung  nicht. 
Ihm  gebührt  zwar  das  Verdienst,  analytische  Ausdrücke,  die 
soc^enannten  Kettenbrüche  höherer,  insbesondere  zweiter  Ord- 
nuug  aufgefunden  zu  haben,  welche  den  Jacobi' sehen  Algo- 
rithmen genau  so  entsprechen,  wie  dem  von  uns  in  der  3.  Vor- 
lesung zu  Grunde  gelegten  Algorithmus  die  gewöhuliclien  Ketten- 
brüche; ob  er  so  zugleich  an  Stelle  jenes  Kettenbruchalgorithmus 
etwas  Uebersichtlicheres  gesetzt  hat,  das  vor  ihm  den  Vorzug 
verdiene,  muss  ich  in  Frage  stellen;  mir  wenigstens  scheint 
den  Rekursionsformeln  von  Jacobi,  aus  denen  aufs  Einfachste 
alle  Folgerungen  sich  herleiten,  vor  den  sehr  weitschichtigen 
Ausdrücken  von  Fürstenau  der  Vorrang  zuzukommen.  Jeden- 
falls gelingt  es  Fürsteuau  nur,  den  nicht  schwierigen  Nach- 
weis zu  führen,  dass,  wenn  der  Ketteubruch  zweiter  Ordnung, 
welcher  einer  Grösse  x  gleich  ist,  ein  periodischer  ist,  x 
Wurzel  einer  kubischen  Gleichung  mit  gauzzahligen  Coefti- 
cienten  sein  muss;  die  Umkehrung  aber,  welche  eigentlich 
das  Wesentlichere  der  Frage  ist,  bleibt  gänzlich  unerörtert. 
Wir  wollen  im  Folgenden  das  Ergebniss  von  Fürstenau  be- 
stätigen, indem  wir  aber  formell  an  dem  Kettenbruchalgo- 
rithmus  von  Jacobi  selbst  festhalten. 

Ausserdem  aber  hat  der  Verfasser  dieses  Buches  den 
Versuch  gemacht*),  jene  Umkehrung,  d.  i.  die  von  Jacobi 
an  einzelnen  Beispielen  bemerkte  Thatsache  als  allgemein 
«iltiff   zu   beweisen.     Er   glaubte   dies  Ziel   dadurch   erreichen 

OD  O 

zu  können,  dass  er  die  in  der  vierten  Vorlesung  dargestellte 
Untersuchung  von  Lagrange  in  ganz  analoger  Weise  auf  den 
hier  vorliegenden  Fall,  nämlich  auf  gewisse  ternäre  kubische 
Formen  übertrug.  Wenn  ihm  freilich  bisher  der  gesuchte 
Nachweis  so  noch  nicht  gelungen  ist,  so  dürften  doch,  bis 
Vollkommeneres  gewonnen  worden  ist,  die  Ergebnisse  dieser 
Untersuchung  des  Interesses  namentlich  deshalb  nicht  ent- 
behren, weil  sie  aufs  deutlichste  zeigen,  dass  die  Jacobi'schen 
Algorithmen  mit  den   obgenannten   Her  mite' sehen  Gesichts- 

*)  Jouni.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.    Bd.  75,  pag.  25. 
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punkten  in  der  That  in  Verbindung  sein  müssen;  und  so 
sollen  sie  als  einstweiliger  Abschluss  der  Untersuchungen  über 
die  Natur  der  algebraischen  Irrationellen  zum  Schlüsse  noch 
dargestellt  werden. 

2.  Um  zunächst  den  Jacobi'schen  Kettenbruch- 
algorithmus  seinem  Wesen  nach  zu  bezeichnen,  führen  wir 
drei  Unbestimmte  a,^,  o^,  a.^  ein  und  leiten  aus  ihnen  durch 
die  Beziehungen: 


(1) 


in  welchen 

(2)  l^,  ?!,  l^,  ..  .,     m^,  m„  m^,  ... 

beliebig  gegebene  Grössen  bedeuten,  andere  Grössen  «3,  a^,  ... 
in  beliebiger  Menge  her.  Vermittelst  dieser  Beziehungen  ist 
schon  «3  durch  «„,  a^,  a.-,  linear  ausgedrückt;  wird  sein  Werth 
in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt,  so  wird  es  auch  «4,  und 
wenn  «3  und  a^  in  die  folgende  Gleichung  eingesetzt  werden, 
auch  ür,  u.  s.  w.,  sodass  man  schliesslich  drei  Gleichungen 
folgender  Gestalt  erhalten  wird: 

[  üi  ■  =  FiO,^     +  -^/ «1      +  -Pr«2 

(3)  «,  +  1  =  Vi+iUQ  +  P,'+i  (ii  +  P/4-1  ^a 

l  a,_|_2  =   P,-+2«o  +    P/  +  2«i   +   P»  +  2«2l 

die  Coefficienten  P,  P',  P"  werden  dabei  sämmtlich 
l)üsitive  ganze  Zahlen  sein,  wenn  wir  dies,  wie  es  von 
vornherein  geschehen  soll,  von  den  Zahlen  (2)  voraus- 
setzen; denn  sie  entstehen  dann  aus  diesen  positiven  ganzen 
Zahlen,  indem  mit  denselben  nur  Additionen  und  Multiplika- 
tionen zur  Ausführung  gebracht  werden.  In  diesen  Gleichungen 
ist  der  Sache  nach  i  >  3  vorausgesetzt,  d.  h.  sie  geben  die 
Werthe  der  Zahlen  «3,  a^,  a^,  .  .  .;  jedoch  liefern  sie  offenbar 
auch  die  Zahlen  «„,  a^,  a.,,  gelten  also  für  jeden  Index  /, 
wenn  folgende  Werthe  festgesetzt  werden: 

llacUniauii,  Irrati' lualzalilfii.  l) 
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(4) 


R 
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1,      Po  =  0,     Po'  =  0 


p,  =  o,  p;  =  i,  p[=o 
F,  =  o,  Po  =  o,  p;  =  i. 

So  liefert  dann  die  letzte  der  Gleichungen  (3),  wenn  i  in 
i  -f-  1  verwandelt  wird,  für  jeden  Werth  des  Index  i  die 
folgende : 

«,  +  3  =   P,  +  3«o  +   -P/+3«!   +   P/+3«2; 

andererseits  findet  man,  wenn  in  die  letzte  der  Gleichungen  (1) 
die  Wertlie  (3)  eingesetzt  werden, 

+  (p;-{-hP;+i-i-miP;+,)a, 

+  (P,''+  hp;+i  +  ni,P;+2)a,. 

Dieser  Werth  muss  also  dem  vorigen  gleich  sein  und  ergiebt 
wegen  der  Unbestimmtheit  der  Grössen  a^,  a^,  a^  folgende 
drei  Beziehungen  zwischen  den  aufeinanderfolgenden 
P    P'    P"- 

P.    +   Z,P,  +  i  +  W/,P,+2  =  P,  +  3 

(5)  PI  +  /,-  p;+i  +  mi  p;+2  =  p;+3 

i^-'+z,p;+i  +  m,p;+.  =  p;+3. 

Wird  demnach  die  Determinante  der  Gleichungen  (3)  mit  77 
bezeichnet, 

P  P-  P" 

77=  p,+i,   p;+i,  i^+i 

Pi  +  2,        Pi  +  i)        Pi  +  2 

so  lässt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Beziehungen 
nach  bekannten  einfachen  Determinantensätzen  dieselbe  auch 
so  schreiben: 

P(  +  l,        Pi  +  l)        Pi  +  l 

n  =       Pi-\-2,       Pi  +  2,        Pi  +  2 

Pi  +  5,       P(  +  3j        Pi  +  3 

d.  h.  sie  ändert  sich  nicht,  wenn  der  Index  i  um  eine  Einheit 
vermehrt  oder  vermindert  wird,  und  ist  demnach  sciiiiesislich 
gleich  der  Determinante 
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-Po,      -Po,      Po    1 

Pl,         Pl  ,         ^1      I  7 
'     P.,         P2,         P2      \ 

welche  den  unter  (4)  festgesetzten  Werthen  ihrer  Elemente 
zufolge  gleich  1  ist.     Man  hat  also  die  Gleichung: 

Fi,  Pi:  P'i 

(6)  p,+i,  p;+i,  p;+i  =1. 

Pi  +  -2j        Pi  +  2,        Pi  +  2 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (3) 
nach  «0,  tti,  «2  für  jedes  i  drei  Gleichungen  hervorgehen  von 
folgender  Gestalt: 

(  %=  Pitti  +  Qiüi+i  +  n«,+2 

(7)  tti  =piai  +  q'iai+i  +  r/«,  +  2 

l  %  =p'iai  +  ql'Oi+i  +  ri'ai+2, 

deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind.  Die  Deter- 
minante dieser  aufgelösten  Gleichungen  ist  aber  bekanntlich 
dem  reciproken  Werthe  der  Determinante  der  ursprüng- 
lichen Gleichungen  (3)  gleich,  und  folglich  findet  sich  die 
fernere  Gleichung: 

Pi ,     li ,     »•«• 

(8)  pi,     q'i,     r'i   1  =  1, 

pi,     üi',     ri' 

und  die  einzelnen  Elemente  der  Determinante  ((>)  werden  die 
zu  den  entsprechenden  Elementen  der  Determinante  (8)  ad- 
juugirten  zweigliedrigen  Unterdeterminanten  sein,  und  um- 
gekehrt. 

Wird    endlich    in    der    ersten    der   Gleichungen    (7)    i    in 
i  -\-  1  verwandelt,  sodass 

erhalten  wird,  und  nun  statt  0,4.3  sein  Werth  nach  den  Glei- 
chungen (1)  eingesetzt,  so  kommt 
«0  =  ri+io,  +  (;),  +  ,  +  ^,r,  +  i)f/,  +  i  -f  '(/,  +  i  +  w,- >•, _|_ 0 rt,  +  2 , 

eine  Gleichung,  welche  mit  der  ersten  der  Gleichungen  (7) 
verglichen,  und  wenn  man  bedenkt,  dass  in  den  Beziehungen  (1) 
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ebenso  gut  wie  a„,  «,,  a.^  auch  die  letzten  drei  Grössen 
rt/+i,  (ii-\--i,  rt,+3  als  die  beliebigen,  gegebenen  Grössen  auf- 
get'asst  werden  können,  aus  denen  dann  die  übrigen  vermittelst 
jener  Beziehungen  hervorgehen,  noch  folgende  Gleichungen 
erschliessen  lässt: 

(9)  r,  +  i  =X>i,     Pi^i  +  /,n  +  i  =  g,,     5,  +  i  +  ?«,r,  +  i  =  n 
oder  umgekehrt: 

(10)  29,  + 1  =  q;  —  JiPi,     5,  +  i  =  r,-  —  w,p,.     n+i  =  ;>, . 

Diese  Gleichungen  können  dazu  dienen,  die  Coef'fi- 
cienten  der  Gleichungen  (7)  allmählich  zu  berechnen 
ohne  Zwischenkunft  der  Grössen  P,,  P/,  P/'.  Da  die 
mittlere   der  Formeln  (9),   wenn  i  in  i  -\-  \  verwandelt  wird, 

(/'  +  !  =  'Pi+^  +  h+iri  +  'i     d.  h,    2J.  +  2  +  /,-f-ii)/+i , 
und  die  mittlere  der  Gleichungen  (10)  für  i  >  0 

ergiebt,  so  erhält  man  durch  Vergleichung  beider  Ausdrücke 
noch  die  Beziehung 

(11)  iJ/+2  =Pi-i  —  niiPi  —  h+iPi+i, 

um  die  Grössen  pi  aus  den  jedesmal  vorhergehenden 
drei  ähnlichen  Grössen  zu  berechnen^  worauf  dann  die 
Formeln  (10)  die  Grössen  g,  und  r,  finden  lassen. 

Ganz  die  gleichen  Beziehungen,  welche  die  Formeln  (9), 
(10)  und  (11)  zwischen  den  Grössen  pi,  qi,  r,-  ausdrücken, 
bestehen  aber  offenbar  auch  zwischen  den  Grössen  p)'if  Qh  *'i' 
bez.  zwischen  den  Grössen  pi',  ql',  rl' . 

3.  Wir  wollen  nunmehr  die  bisher  beliebigen  positiven 
ganzen  Zahlen  li,  mi  bestimmter  wählen.  Unter  w^,  v,^,  iVq 
nämlich  wollen  wir  drei  gegebene  positive  Werthe  verstehen, 
von   welchen  iv^   der   grösste   sei.     Dann  seien  7„,  w„  die  den 

Brüchen   — ,  —   nächst  kleineren  ganzen  Zahlen;   indem  man 

«o'     "o 

setzt 

^0  —  ^0^0  =  "i»     «^0  —  ''^o"o  =  ^i  >     «0  =^  «^i » 

seien  /, ,  m,  die  den  Brüchen  '  —  nächst  kleineren  Ganzen, 
dann 
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wiederum  l>,  nu  die  den  Brüchen  -,  —  nächst  kleineren 
Ganzen    u.  s.  f.,    sodass    allgemein    /,-,    m,-    die    den    Brüchen 

— ,  —  nächst  kleineren  Ganzen  sind  und  aus  «,-,  v,-,  Wi  die 
"/       "/ 

nächstfolgenden  «<,4.i,  Vz+i,  «t-z+i  durch  die  Formeln 

(12)  IV  —  hlii  =  Ki^i,       IVi  —  IlliUi  =  ViJ^x,       Ui  =  Wi+i 

gewonnen  werden.  Bedeuten  jetzt  in  den  rekurrirenden  Glei- 
chungen (1)  li,  nii  die  so  bestimmten  positiven  ganzen  Zahlen, 
so  werden  alle  Resultate  der  vorigen  Nummer  Bestand  be- 
halten.    Wir   wollen   den  Algorithmus  (1)  dann  den  zu 

den   Werthen  — ,   —    gehörigen  Kettenbruchalgorith- 

mus  nennen. 

Setzt  man  nun 

(13)  U  =  üqUo  +  «1^0  H-  (hWQ 
und 

(14)  Ui  =  aiUi  +  ai+iVi  -\-  a,+2W,-, 

so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  der  letztere  Ausdruck  unverändert 
bleibt,  wenn  i  in  i  -\-  1  verwandelt  wird,  und  dass  demnach 
die  Ausdrücke  (13),  (14)  einander  gleich  sind.  Denn  ersetzt 
mau  in 

die  Grössen  «,+ 1,  Vi+i,  ic,-\-i  durch  ihre  Werthe  (12),  so  wird 

Ui+i  =  tti+iVi  -\-  a,j^2Wi  +  (rt,-)-3  —  w».«.+2  —  la,  +  i)u, 

d.  h.  der  letzten  der  Gleichungen  (1)  zufolge 

üi+i  =  ttiU,  +  üi+iVi  +  ai+2^Vi  =  Ui. 

Hiernach  besteht  die  Gleichung 

üiiii  +  üi+iVi  -f  a,+2^^V  =  «0^0  +  ^'i^o  +  «2^0- 

Werden  nun  hierin  für  a,-,  «,  +  1,  a,  +  2  ihre  Werthe  (3)  ein- 
gesetzt und  die  Coefficieuteu  der  Unbestimmten  a^,  a, ,  a.^  auf 
beiden  Seiten  mit  einander  verglichen,  so  gehen  daraus  folgende 
drei  Beziehungen  hervor: 
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I    Uy  =  P,  II,  +  Fi  +  iVi  -\-  Fi +  2  IV i 
(15)  N'o  =  ^i  "'  H-  ^^/+i^i  +  -P.'+n«t'i 

1  «t'o  =  P;'/^  +  P'i\iVi  +  P,'+2«t''/, 

aus  denen,  wie  die  Gleichungen  (7)  aus  den  Gleichungen  (^o), 
durch  Umkehrung  noch  die  nachstehenden  erschlossen  werden 
können: 


(16)  V, 


Setzen    wir   jetzt   den    Fall,   in    der    Reihe    der   Systeme 

V  ■         W  ■ 

—^,      '  ,  welche  den  aufeinanderfolgenden  Werthen  des  Index 
i  entsprechen,  kehre  einmal  eins  wieder,  sodass  etwa 

sei.     Dann  werden   natürlich  auch  die  diesen  Brüchen  nächst 
kleineren  Ganzen  übereinstimmen,  d.  h. 

sein.     Aus  (12)  folgen  die  Gleichungen 

%+i  ^  '^ .         ^^t+1  ^ L_ . 

^k  »k 

sie  lehren  offenbar,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
auch  ,    — —    sich    nicht    ändern,    wenn    der    Index    um 

h  Einheiten  wächst,  dass  mit  andern  Worten  auch 

'"k  +  /i  +  \  "a  +  I  "a+A  +  I  "A:  +  1 

und  folglich  auch 

(,  +  /,  +  !   =   k  +  l,         Wf..^,,+  1   =  Wa-^-I 

ist.     So  kann  man  gleicherweise  fortschreiten  und  findet  also 
allmählich  auch 
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^k  +  2h   ^/fc  +  A  "^k  +  2h   ^^>i:+/. 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  ursprüngliche  Annahme 


(18) 


k+2h 


■^*  +  2A 


«1 


U. 


*k  +  2h  '"k  "'k  +  2h  "'k 

Die  beiden  ersten  der  Gleich iingeu  (15)  aber  liefern  für 
das  Verhältniss     ^  folgenden  Werth: 


V- 

W^ 

^; 

+ 

1 

+  1 

u- 

+ 

^^ 

+  2 

Mj. 

v- 

^i 

F. 

+ 

^, 

+  1 

Mj. 

+ 

F 

+  2 

Wj. 

oder  die  Gleichung 

Indem  wir  in  der  letztern  für  i  die  drei  Werthe  k,  Je  -\-  h, 
Je  -\-  2h  einsetzen  und  die  Gleichungen  (17)  und  (18)  beachten, 
gewinnen  wir  folgende  drei  Gleichungen: 


0 


Pk> 


0  =-  P,  +  ,,  '  ^^  -  K+2„  +  „*  (P*+2/,  +  i  •  ^  —  P'k+2^  +  ^) 

+   ^^"  (P/  +  2/-  +  2  •  ^   -   P;  +  2A  +  2)  , 


welche   nur  bestehen  können,   wenn  ihre  Determinante   ver- 
schwindet.    So  ergiebt  sich  die  Bedingung: 


I3r. 
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0  = 


^0  P' 


k+i 


-P, 


P* 


+  2  • 


Pa 


+/' 


^~  PI 


k  +  2/t 


Pk  +  /.  +  2  • 

—    Pk  +  21,  , 

Pk  +  2/,+2 


k+-2 


k  +  l.  +  l 


k+l 


■0    _p. 


k  +  h  +  l  , 


^  —   Pk 


k+2li  +  l 


k+h+2  I 
Pa  +  2/,  +  1, 


^«-P 


il-f  2A  +  2 


Sie   ist,    entwickelt  gedacht,    in   Bezug   auf  —   eine  kubische 

Gleichung,  deren  sämmtliche  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind. 
Denn  diese  setzen  sich  aus  den  ganzzahligen  P,-,  P/,  P/  durch 
Additionen,  Subtraktionen  und  Multiplikationen  zusammen. 
Ganz    dasselbe   Ergebniss    kann    aus    der    ersten    und    dritten 

der    Gleichungen    (15)    bezüglich    des    Verhältnisses    -"    her- 

geleitet  werden,  und  so  finden  wir  endlich  den  Satz,  welcher 
mit  dem  von  Fürsten  au  im  Wesentlichen  identisch  ist:   Ist 


der    zu    den    Grössen     -,    —    gehörige 


Kettenbruch- 

algorithmus   periodisch,  d.  h.  stösst  man  bei  ihm  auf 

die    Gleichungen    (17),     so     sind    — ^ ,    — ^    gleichzeitig 

Wurzeln     kubischer    Gleichungen     mit    ganzzahligeu 
Coefficienten,  d.  h.  sie  sind  kubische  Irrationellcn. 

4.  Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  umgekehrten  Frage, 
ol)  für  alle  kubischen  Irrationellen  der  Jacobi'sche  Kettenbruch- 
algorithmus  periodisch  sei  oder  nicht;  wir  werden  uns  bei 
ihrer  Behandlung  auf  den  einfachsten  Fall  beschränken,  in 
welchem  die  Irrationelle  eine  Kubikwurzel  aus  einer  ganzen 
Zahl  ist,  beginnen  aber  mit  einigen  allgemeiner  giltigen  Be- 
merkungen. 

Die  kubische  Gleichung,  welcher  die  Irrationelle  genügt, 
sei  die  Gleichung 


(19) 


.r*  -(-  CiX-  -f  c.,x  -(-  c,  =  0 
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mit  gaiizzahligen  Coefficienten,  und  von  ihren  Wurzeln  a,  ß,  y 
sei  die  eine,  etwa  a,  reell  und  positiv,  die  beiden  andern  ß,  y 
eonjugirt  imaginär.  Unter  einer  ganzen  complexen  Zahl 
verstehen 'wir  jeden  Ausdruck  von  der  Form 

ra^  Ar  sa  A^  t 

mit  gauzzahligen  Coefficienten  r,  s,  f,  und  nennen  jeden  gemein- 
samen Th eiler  dieser  Coefficienten  einen  Theiler  der  com- 
plexen Zahl.  Die  Ausdrücke,  welche  aus  jenem  hervor- 
gehen, wenn  a  durch  ß  und  y  ersetzt  wird,  und  welche  offen- 
bar zu  einander  eonjugirt  imaginär  sind,  heisseu  die  ihm 
conjugirten  complexen  Zahlen.  Das  Produkt  aller  drei 
eonjugirt  complexen  Zahlen,  nämlich 

{ra-  +  sa  +  t^  {rß-  +  s/3  -f  ^  {ry'  -f  sy  +  0 

heisst  ihre  gemeinsame  Norm. 

Hier     gelten     zunächst     folgende     einfache     Be- 
merkungen: 

1)  Sind 

ra^  -\-  Stt  -\-  t^     r'c?  -f-  s'a  -f-  t' 

zwei  ganze  complexe  Zahlen,  so  lässt  sich  dem  Produkte 

(ra-  -f-  sa  +  0  ('"'"'^  +  ^'^  +  ^') 
vermittelst  der  Identität 

a^  +  Ci«^  -f  c^a  +  c.,  =  0 
wieder  die  Gestalt  einer  ganzen  complexen  Zahl 

r"ci}  -j-  s" a  ■\-  t" 
geben. 

2)  Da  ß,  y  die  Wurzeln  der  Gleichung 

•*'  +  («  +  CJ  X  +  c^  +  c-j«  +  t'a  =  0 
also 

/?  +  7  =  —  (a  +  C j,     /3j;  =  «^  -I-  Cj  ß  +  c', 

sind,  findet  sich  leicht,  dass  das  Produkt 

{rß'  +  sß  -f  0  •  {ry'  +  sy  +  t), 

dessen  Werth  positiv  ist,  da  die  Faktoren  eonjugirt  innigiiiür 
sind,  als  eine  ganze  complexe  Zahl 

;•,  er  -\-  s^a  Ar  h 
geschrieben  werden  kann. 
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3)  Die  Norm  einer  complexen  ganzen  Zahl: 
{ra^  +  sa  +  t)  ■  (rß'  +  sß  +  0  ■  (ry'^  +  sy  +  0 

ist,  als  ganze  und  ganzzahlige  symmetrische  Funktion  von  den 
Wurzeln  der  Gleichung  (10),  gleich  einer  reellen  ganzen  Zahl. 
Dies    vorausgeschickt,    verstehen   wir  unter   den   Zeichen 
itQ,  Vq,  zVq  jetzt  die  Werthe 

Mq  =  1,     Vf^  =  a,     tVQ  =  «"^ 
und  bilden  den  J ac ob i' sehen  Kettenbruchalgorithmus,  welcher 
zu  den  Grössen  — ^  =  «,      "  =  «^  gehört,  jedoch  auf  folgende, 

von    der    früheren    etwas    abweichende    Weise:    Wir    nennen 
Iq,  Wq  die  grössten  Ganzen,  welche  in 


enthalten  sind,  der  Art,  dass 

positive  Werthe  bezeichnen.     Aus  den  Grössen 

Uq,  Vq,  Wfjf  Iq,  hIq 
bilden  wir  nun  andere: 

«1,  Vi,  w^,  l„  w,, 
aus  diesen  wieder  andere: 

«2,  v.^,  w.^,  I2,  ni.^ 
u.  s.  w.  nach  bestimmtem  Gesetze.     Wir  bezeichnen  nämlich 

V-        tr- 
mit  li,  nii  jedesmal   die   in  den  Brüchen  — ,  —   enthaltenen 

nächst  kleinereu  ganzen  Zahlen,  sodass  immer 
Vi  —  hUi,     Wi  —  niiUi,     «, 

positive  Werthe  werden,  sobald  es  die  Grössen  t<,,  v,,  iVi  schon 
sind.  Ist  ferner  schon  m,  eine  ganze  Zahl,  und  «;,,  Wi  com- 
plexe  ganze  Zahlen,  so  sind  letzteres  auch  v,  —  Z,t*,,  w,  —  w,?(,. 
Werden  daher  unter  v/,  vi'  die  zu  v,  conjugirten  Zahlen  ver- 
standen, so  ist  nach  2)  der  positive  Ausdruck 
(20)  fi  =  {vl—hu,){vi  —  hn>i 

eine  complexe  ganze  Zahl,  und  die  drei  Produkte 
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(21)  /;(i\  —  ku,),    fi{Wi  —  mriii),    fiiu 

nach  1)  ebenfalls  complexe  ganze  Zahlen,  das  erste  sogar 
nach  3)  eine  reelle  ganze  Zahl,  alle  drei  von  positivem 
Werthe.  Nennt  man  endlich  gi  die  grösste,  positiv  genommene 
ganze  Zahl,  die  gleichzeitig  Theiler  aller  drei  Zahlen  (21)  ist, 
so  sollen  aus  den  vorhergehenden  Grössen 

Ui,    Vi,    Wi 

die  jedesmal  folgenden  i<<  +  i,  v,  +  i,  ?(',4-i  durch  nach- 
stehende Gleichungen  gebildet  werden: 

(gi'Ui^i  =  fi(Vi  —  hui) 
giVi+i  =  fi(Wi  —  mitii) 
giWi+i  =  fiUi. 

Da  für  i  =  0  die  bezüglich  w,-,  Vt,  Wi  gemachten  Voraus- 
setzungen erfüllt  sind,  so  bleiben  m,-,  v,-,  Wi  hiernach  für  jeden 
Werth  des  Index  *  positive  Werthe,  die  erste  eine  reelle,  die 
beiden  andern  complexe  ganze  Zahlen,  während  li,  nii  stets 
positive  ganze  Zahlen  oder  die  Null  bedeuten.     Wird  noch 

(23)  F,  .=  1 

und  für  i  >  0 

f^  .  Ik^ .  h-  ...    '"—^ 
9o 


(24) 


Fi  = 


^ 

+1 

= 

Vi 

-li' 

«,: 

F 

-fi 

Fi 

V 

+  1 

= 

w. 
F. 

—  nii 

u. 

F 

'•-fi 

'Fi 

w 

i  +  l. 

U- 

9i      <Ji  9i-i 

gesetzt,  so  nehmen  die  Gleichungen  (22)  die  Gestalt  an; 


(25) 


I  F.j_,         F   • 

Die  Vergleichung  dieser  Beziehungen  mit  den  Gleichungen  (12), 

sowie  die  Bemerkung,  dass  die  Grössen  -tt-,  ^t- ,  -^-  dieselben 

Verhältnisse   haben    wie  bez.  die  Grössen  «,-,  v,-,  Wf  zu  ein- 
ander, lässt  erkennen,  dass  gegenwärtig  die  Grössen 

M-  V;  W- 

F  '    F.  '   F.^      '   *'*' 
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genau  in  derselben  Weise  zu  einander  bestimmt  sind,  wie 
früher  die  Grössen 

«,,    Vi,    Wj,    li,    7Hi- 

infolge  davon  müssen  zwischen  jenen  dieselben  Formeln  be- 
stehen, die  wir  in  voriger  Nummer  für  die  letztern  hergeleitet 
haben;  z.  B.  finden  sich  an  Stelle  der  Gleichungen  (15)  und 
(16)  gegenwärtig  nachstehende  Gleichungen: 

Fit(^^  =  P,i(i  +  Pi+iVi  -\-  Pij^<iiVi 

FiV^  =  P'i.tii  +  Pi+iVi  +  Pi+->iVi 

FiiÜQ  =  P'i'ui  +  P'i'^iVi  +  P'i'+^Wi 


und 


(  U: 


(27) 


Die  erste  der  Gleichungen  (2(V)  lehrt  offenbar,  dass 
F;  immer  eine  ganze  complexe  Zahl  ist. 

5.    Nach   diesen  Vorbereitungen  betrachten  wir  nun  eine 
ganze  complexe  Zahl 

xa^  -\-  ijc<  -\-  z 

mit  unbestimmten  Coefficienten  x,  y,  z.  Ihre  Norm  N(x,y,z), 
nämlich  das  Produkt 

(28)  {xa'  +  ycc-\-z)-  ixß-'  +  yß  +  z)  ■  {xf  +  ?/y  +  z) 

ist  offenbar  eine  homogene  Funktion  dritten  Grades  von 
X,  y,  z  mit  bezüglich  der  Wurzeln  «,  /3,  y  der  kubischen 
Gleichung  (19)  symmetrischen  also  ganzzahligeu  Coefti- 
cienten,  eine  sogenannte  ternäre  kubische  Form.  Man 
findet   sie  in   der  That   durch   eine   einfache  Rechnung  gleich 

(29)  c^x^  —  c^c^xry  +  c^c^xy-  —  c^y^  +  {c.^  —  2c^c,,)x-z 

+  (ci^  —  2c,)xz^  +  c^y'^z  —  c^yz^  +  (Sc.,  —  CiC^xyz  +  z^. 

Wird  nun  auf  diese  Form  die  Substitution  angewendet: 

(30)  \y  =  P;x'-\-P;+ry'-{-P:+,z' 

\  z  =  P'i'x'-\-  P'i'+xy'  +  P/+2^', 
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so  geht  sie  iu  eiue  andere  ternäre  kubische  Form  über,  welche 
Njix',]}',/)  heisse  und  durch  deu  Ausdruck 

[pi{a)  ■  x'  +  Pi+i{ci)  -y'  -\r  Pi+2{cc)  ■  /] 

•  [Piir) '  ^'  +  pi+iiv)  •  y'  +Pi+2{y)  •  ^'] 

gegeben  wird,  worin 

(31)  p,ia)  =  P^a'  +  p;«  4-  pr' 

und  Pi{ß),  Pi{y)    die    zu  Pi{cc)   conjugirten   complexen  ganzen 
Zahlen  sind,  oder  auch  durch  die  Gleichung 

(32)  N,(x,y',,')  =  N^ia)  •  N,{ß)  •  N,{y), 
wenn  gesetzt  wird 

Ni{a)  =  2}!{a)x'  +  pi+i{a)y'  +  pi+^ia)^' 
N^iß)  =  PiißW  +  P^+iiß)y'  +  Pi+2{ß)^' 
Ni{y)  =pi(y)x'  +  Pi+i{y)y'  -\r  Pi+2iy)2' .  ' 
Werden  aber  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen  eingeführt: 

(34)  ^i=Pi('^)Pi{ß)pi{y), 

sodass  CO;  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und 
<Pi  (a)  -^Pi+i  («)  Pi  iß)  Pi  (y> 

M«)  =Pi+^is^)Vi{.ß)Pi{y), 

sodass  (piia),  tjjiicc)  complexe  ganze  Zahlen  sind,  deren  Werth 
gleichfalls  positiv  ist,  und  welche  die  Form  haben: 

<3P«(«)  =  §/«^  +  >?/«  +  t'i 


(33) 


(35) 


(30) 


so   lassen  sich  die  Gleichungen  (33)  auch  in  folgender  Weise 
schreiben : 


37) 


N.iß)  = 


1 


Pi{Y)Pi{'^) 


[-cöix'-\-  (piißjy'  -\-  Mß)s'] 
[iSix'-{-  (piiy)y'  -^  tiiy)3'] 


Die    Gleichungen   (33)    kauu    man    entstanden    denken    durch 
Zusammensetzung    der  beiden   Systeme   linearer  Gleichungen: 
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Ni{a)  ■■=  xa-  -\-  ya  -\-  z 
(38)  j  Mß)  =  xß'  -\-yß^z 

I  N.iy)  =  xy-  +  yy  +  z 

und  (30);  demnach  ist  ihre  Determinante  gleich  dem  Produkte 
der  Determinanten  dieser  Systeme,  d.  h.  gleich  der  Discri- 
minante  der  Gleichung  (19)  mal  der  Determinante  (6), 
welche  der  Einheit  gleich  ist.  Desgleichen  können  die  Glei- 
chungen (37)  erhalten  werden  durch  Zusammensetzung  der 
Gleichunsren 


(39) 


1 


Ni(r) 


1 

i>,(y)^,(«) 

1 
pMpM 


?/o 


zuerst  mit  den  Gleichungen 


Xq  ==  xa^  -\-  ya  -\-  s 

(40)  ■  y,  =  xß'  +  yß-{-z 

^0  =  ^7'^  •+■  yy  +  ^ 

und  darauf  mit  den  Gleichungen 

(41)  y  =  viy'  +  Vi'^" 
i!i  =  aix'-\-  th/  -\-  ti'^'; 

demnach  ist  ihre  Determinante,  d.  h.  die  Determinante  der 
gleichbedeutenden  Gleichungen  (33)  auch  gleich  dem  Produkte 
der  Determinanten  dieser  drei  Systeme  (39),  (40)  und  (41), 
und  durch  Vergleichung  der  so  für  die  Determinante  der 
Gleichungen  (33)  gefundenen  beiden  Werthe  ergiebt  sich  ohne 
Weiteres  die  Beziehung: 

j  ^ ^ii^inj'  -  gr^.o 

Pi{ß)Pi{7)  •  /',(y)P/(«)  •  p,(a);'/(/3) 
oder  einfacher  die  Gleichung: 

(42)  c5,==i;7?;-rr?;. 

Die    Formel    (32)    liefert,    wenn    man    dem    Index    i    alle 
möglichen  Werthe    beilegt,   eine    unbegrenzte  Menge   von 


lieber  die  kubischen  Irrationelleu.  143 

Formen,  welche  der  Form  N{x,y,z)  und  daher  auch 
unter  einander  äquivalent  sind,  da  die  Determinante  der 
Substitutionen  (30)  der  Einheit  gleich  ist.  Um  jede  aus  der 
vorhergehenden  herzuleiten  und  so  beliebig  viele  von  ihnen 
allmählich  zu  berechnen,  dient  die  Bemerkung,  dass  den  Glei- 
chungen (5)  zufolge  die  Beziehung  statthat: 

Hiernach  wird 

(43)  pi+x{cc)x'  -\-  Pi+^icc) i/  +  2ii+3((x) z 

=  Piia) z'  -\-  pij^^{a){x' -\-  liz")  +i)i+2(a)(y'+  w^/^') 
d.  h.  JV,_(_i(a)   geht  aus   iV,(a)   hervor  durch  die  Substitution 


0, 

0, 

1 

1, 

0, 

l; 

0, 

1, 

m, 

und     die    solches    aussprechende    Gleichung    (43)    lässt    sich 
schreiben  wie  folgt: 

2)i+i(ß)pi+i{y)-[(pi{a)x-\-ti{a)y'-Jr(l3i-]rli(pM)  +  mitiia))z'~\ 

=P'{ß)Pi(y)  ■  [ar,  +  ia;'+  (p/j^i{a)y'-\-  iji+i{cc)0'], 

und   ergiebt  durch  Vergleichung  der  Coefficienten   von  y',  z' 
auf  beiden  Seiten  folgende  Formeln: 

55,+ 1  •  Viioc) 


(44)  <3P,+x(a)  = 

(45)  ^,+,(«)  = 


<Pi(«) 


Ferner  findet  mau  leicht  bestätigt,  dass 

(46)  N<pi(a)  =  «,+1  •  13  i^ 

ist.  Die  Formeln  (44),  (45)  und  (46)  dienen  zur  all- 
mählichen Berechnung  der  Formen  (32);  in  der  That 
lässt  sich  vermittelst  derselben  aus  der  Form 

Ni(x',y',z')  =  -..  ■  NhSix'-\-  <jp,(a)7/'+  J^,(a)5r') 

i 

unmittelbar  die  Form 
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N,ji.i{x',y',.i)  =  ^^—'  N{(3,+ix'-i-  <pi+i{a)i/'-\-  4',+i{a)z') 

herleiten,  sobald,  wie  angenommen  wird,  die  Zahlen  /,,  mi  be- 
kannt sind. 

(3.    Von  nun  an  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,   dass 
die  kubische  Gleichung  (19)  die  einfache  Gestalt 

(47)  x^  —  D  =  () 

hat,  während  D  eine  positive  ganze  Zahl  ist;  so  werden 
a,  /3,  y  die  drei  Werthe  der  Kubikwurzel  aus  Z),  u  ihr  reeller 
Werth  und  folglich 

wo  ()-'  4"  P  +  1  ^  0  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (26)  ergiebt  sich  ohne  Mühe 
FiPi{a)pi(y)  .  («0^'  +  Vo/5  +  ^^^o)  =  w,-  w,-  +  r,  q>,{li)  +  w,-  rp..{ß). 
Da   aber  Wq  =  1,  Vq  =  a,   ic^  =  a^   gesetzt  worden   ist,   wird 

Wo/3^  -i-  v^ß  -\-  iVq  =  Q^a-  +  ()«-  -f-  cc-  =  0 
sein,  also  kommt 

UiMi  -\-  Vi (pi{ß)  +  ^Wi  ti{ß)  =  0 . 

Hierin  sind  «*,-,  Vi,  Wi  reell;  trennt  man  also  das  Reelle  vom 
Imaginären,  so  entstehen  folgende  Gleichungen: 

T3iiii  -\-  Viti  +  iVil'i'  =  {Vjrii  +  Wiri'i')a 
oder,  anders  geschrieben: 

V  ■  u-  ■ 


-^(g;a-.?;)  +  ^^(i;'a-.?;')  =  o. 

Wir  nennen  —  z/,   die  Determinante  dieser  Gleichungen   und 

setzen 

,,^^  w,-  =  i-Ty/'—  ^'i'rj'i,     tar/ =  S/^/'—  g/'|/ 

(48)  ,  , 

oT/  =  ->?,■  t-  —  ">//  5.- , 

dann  lindet  man 
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imtl   durch  Auflösung   der  Gleichungen   nach   —  ,    -    folgende 
Werthe: 


V:  a. 


m 


(50)     i  =  -i«"''-V),    ^  =  i:a--'iO. 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  kann  nun  gezeigt 
werden,  dass,  wenn  für  zwei  Werthe  des  Index  i, 
etwa  für  i^h  und  ^  =  Z; -j- ^^  ^l^-s  Grössensystem 

(51)  Wi,    (pi{a),    i>,{a) 

dieselben    Werthe     erhält,     Gleiches     auch     von     dem 
Grössensysteme 

(52)  — ,  — 

gelte  und  umgekehrt. 
In  der  That,  ist 

(53)  (ö/,^,,  =  mk,     9? A-i- /,(«)-=  9'a(«),     ^k+h{cc)  =  tkicc) , 

so   wird  wa'-i-a  =  o?I,   0!^'+ a  =  to'/c'  sein  müssen,   und  die  For- 
melu  (49)  und  (50)  ergeben  dann  auch  die  Gleichungen: 

Umgekehrt  folgt  aus  den  letzteren  zunächst 
oder  nach  (50): 

^;+,,  ■  ß  — »?;+/,     1;.'  • « -  »Ja-' 

d.  h.  die  drei  Gleichungen: 
Da 

ötK  =  U  n'k  —  lÄ  n'k 

nicht  Null  ist,  muss  eine  der  beiden  Zahlen  ll-,  |a'  wenigstens, 
etwa  %'i! ,  von  Null  verschieden  sein.     Man  findet  also 


^A^A  +  A 
.  +  A   =  g. 
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Dann  ist  entweder:  1^1.  =  0  also  |x_i-a  =  0,  aber  rjl  nicht 
Null,  folglich  rjk^h  ==  -^~, — '-.  Ist  nun  erstens  't]l'=  0,  so 
folgt    >;*'+/,  =  0    und    die    dritte    der   Gleichungen   (55)    giebt 


* V  =  -^-7-^ ,  so 
*  Vi- 


^47^  =  — 4^,  sodass  man  setzen  kann: 


(50)  , 

während  ;S  eine  gewisse  rationale  Zahl  bedeutet.  —  Ist  aber 
zweitens  1]'^    nicht  Null,  so  ergiebt  sich 

^A-  +  ^   ''^'k  +  h  ^k-\-h 

v'k    ~    n'k    ~    W 

und  daraus  erhält  man  wieder  dieselben  Gleichungen  (56). 

Oder:  |a  ist  nicht  Null;  dann  kann  nur  eine  der  beiden 
Zahlen  rj'k,  rj'k  Null  sein,  eine  von  ihnen,  und  es  ist  gleich- 
ciltiff,   von  welcher  wir  es  voraussetzen,   muss  also  von  Null 

''l'k  +  h'^k 

verschieden  sein.     Sei  ri'k  nicht  Null,  so  folgt  i^i'+a  = ' — . 

Ist  jetzt  erstens  iql' ^=  0,  so  folgt  auch  t^i'+a  ==  0  uud 

^i  +  Ä  ^kA-h   ^k-\-h 

also  wieder  dieselben  Gleichungen  (56).  —  Wenn  aber 
zweitens  rjk  nicht  Null  ist,  so  liefern  die  beiden  ersten  der 
Gleichungen  (55) 

^A-f//   Sa 4-//  ^k  +  h  ^Ik  +  Ii 

di(;  «Iritto  aber  kann  geschrieben  Averden  wie  folgt: 

\  nr  "    §;  /  ■  \K'      ik)~~    ' 

und    liefert,   da   Öik   und   daher   der   zweite   Faktor  nicht  Null 

fc'  j," 

ist,  die  Gleichheit    '',''  =  -^^t^',  also  finden  sich  wiederum  die 

^A  ^k 

Gleichungen  (56). 
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Aus   diesen  ergiebt  sieh  aber  03^+/,  =  z^  •  Wi,   und,   weil 

=  —  vorausgesetzt  ist,  z/^+/,  =  z^  -  /ik,  d.  h. 

z^  oJi-  •  ä^  4-  ö^+A  •  a  +  W/t'+Ä  =  ^^  Wi  ■  a-  +  z^  ^'k-  a  -\-  z^  äk, 
woraus  zuerst  0=1,  also  nach  (56) 

W+h  =  tk',     rj'i'^f,  ^  r]k  ,     |i'+/,  =  ^^.,     ri'kj^,,  =  n'k, 
ferner 

oder 

^k  •  ^k+h  —  Ia-  •  ^k+h  =  Ia-  •  i,k  —  ^k  •  tk 

■»?*'  •  ^k+h  +  ^A-  •  Üa'+ä  =   —   n'k    ■  ^'k  +  »?*  •  Ik  , 

also 

§*  +  /.  =  ik}       ^k+h  =   ^k  , 

und  endlich,  wie  behauptet  worden  ist, 

rät+A  =  o7i.,     (pk+h(a)  =  q)k{c(),     i^'a+ä(«)  =  ^aC«) 
gefunden  wird. 

7.  Wenn  nun  aber  die  Gleichungen  (53)  oder  (54) 
bestehen,  so  wird  die  Reihe  der  Grössensysteme  (51) 
periodisch,  indem  von  dem  Systeme 

an,    cpkicc),   tk(cc) 
au    eine    Periode   von   /*  Gliedern   unendlich    oft    sich 
wiederholen    muss.     Denn    aus    dem    Bestehen    der    Glei- 
chungen (53)  und  (54)  folgt  zunächst 

sodann  aber  nach  den  Formeln  (44),  (45)  und  (4ß)  auch 

WkJ^h-{-\  =  '^k  +  i,  qpA+/,  +  i(a)  =  9?A  +  i(«),  ^A+//  +  i(«)  =  J^*+i(a) 
u.  s.  f. 

Diese  Bemerkung,  mit  der  vorigen  verbunden,  liefert  den 
Satz:  Wenn  von  den  beiden  Reihen  von  Grössen- 
systemen  (51)  und  (52)  die  eine  periodisch  ist,  so  hat 
die  andere  genau  dieselbe  Periode. 

Die  Periodicität  der  erstem  Reihe  tritt  ein,  so- 
bald die  Grössen  (51)  für  ein  unendlich  wachsendes  i 
endlich  bleiben,  und  umgekehrt. 

Das  letztere  ist  offenbar.  Um  auch  das  erstore  zu  zeigen, 
nehmen  wir  an,  es  sei  für  jedes  i 

10* 
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während  A,  B,  C  endliche  Constanten  sind.     Setzt  man  dann 
wo  r  >  0  sei,  so  ist 

p{cc) 

also,    da  nach   den  Gleichungen   (5)  die   Grössen   P,,  P,',  Fi' 

und    deshalb    nach    der   Definitionsgleichung  (31)    auch   i'.(a) 

mit  wachsendem  i  immer  grösser  werden, 

r^  <  UJi  w,  + 1  <  J.%     r  <A. 

Daher  kann  mau  setzen: 

(pi{a)  =  i;«^  +  rjia  +  ^/  =  sB 

(f^iß)  =  tiß'  +  Viß  +  ii  =  e'A{coss  -h  ]/-  1  •  sins) 

T^Kr)  =  I.' y^  +  ^'' r  +  t'i  =  «'^  (cos  s  —  V—  1  •  sin  s) , 

woraus  sich 

'd^i  =  sB  -{-  2e'A  •  coss 

3ai]i  =  eB  -j-  2s' A  ■  cos  Is  —       j 
3a2|:  =sB  -\-2£'A-  cos  (s  +  ^) 

ergeben,  während  e,  s'  positive  echte  Brüche,  bedeuten.  Aehn- 
liches  gilt  von  1/',  r}-',  t,i'.  Da  demnach  diese  ganzen  Zahlen 
nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Werthe  erhalten 
können,  müssen  zwei  der  Grössensysteme  (51)  einander  gleich 
werden,  und  Periodicität  in  der  Reihe  derselben  eintreten. 

8.  Suchen  wir  nun  die  Bedingung  dafür,  dass  w,-,  9?,(a), 
^j(a)  endlich  bleiben,  wenn  i  über  jede  Grenze  hinaus  wächst. 
Man  findet  leicht  die  Formel: 

>'iP.{<x)  +  ViPi+i(a)  +  tVip,  +  .,{a)  =  'Sa^  •  Fi, 
welche  man  auch  so  schreiben  kann: 

(57)       07,  +  ^  g>,ia)  +  [^^  H'M  =  3«^  •  ^^  p.{ß)p,{Y)  • 

Hieraus  ergiebt  sich,  indem  mau  lüi*  — ,  —  die  unter  (50) 
angegebenen  Werthe  einsetzt  und  die  Gleichung 
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(58)  (§;«  —  iji)  ipi{a)  —  (l/'a  —  rj'i')cp>,{a)  =  3co,a^  —  J; 
beachtet,  für  z/,  folgender  positive   Wertli: 

(59)  Ji  =  mi-  yj)i(cc) 

V.        w. 

und   damit  und   mit   Rücksicht   darauf,  dass   auch   — ,   —   in 

den  Formeln  (50)  positiv  sind,  aus  der  Gleichung  (58)  die 
Ungleichheit: 

(60)  z/,<3oy,-al 

Hiernach  ist  ~   d.  h.  (nach  (59))  -Jr Pi{a)   stets  kleiner 

als  3a",  bleibt  also  bei  unendlich  wachsendem  Index  i  end- 
lich; es  kann  aber  auch  dabei  nicht  unendlich  klein  werden, 
sobald  ST,,  <Pi{(x),  t,(cc)  endlich  bleiben.  Denn  alsdann  er- 
halten Wi   und,  wie   wir  gesehen  haben,  auch   ^Z,  t^/,.  ^,',   |/', 

1//,   ^i     und   folglich   auch   ^r  nur  eine   endliche   Anzahl   von 

i 

Werthen,  nicht  eine  unbegrenzte  Reihe  von  Werthen,  welche 
gegen  Null  convergirt.     Weil  nun 

_         u.  F. 

^i  ^  w  VM  ■  —P'(ß)P'(Y) 

gesetzt  werden  kann,  folgt  aus  dem  eben  Gesagten,  dass,  wenn 
oJ,,    (pi{cc),    4^i{cc)    bei    wachsendem    i    unter    einer    endlichen 

F. 
Grenze  bleiben  sollen,  nothwendigerweise  — Pi(ß)Pi(y)  gleich- 

falls  endlich  bleiben  muss. 

Diese  nothwendige  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend. 
Hierzu  bemerken  wir  zuerst,  dass  die  erste  und  letzte  der 
Gleichungen  (25),  wenn  zugleich  i  um  eine  Einheit  verringert 
wird,  durch  Division  mit  einander  folgende  neue  Gleichung 
geben: 

^ 1^ 

t._i 


ihr  zufolge  ist        stets  grösser  als  Eins.     Ferner  ist 
(Pi  (a)  =  J'/+  i(a)  •  pi{ß)Pi(y) 
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kleiner  als 

da  j),  +  i(a)  <  2^1  +  2 (a)    ist.      Demgemäss    folgt    aus    der    Glei- 
chung (57)  sofort: 

>,(«)<  3«^  ■^>,(/3)i9,(y) 

F. 

q)i(a)<3a^  ■  -  2^i(ß)pi{y)  , 
u. 

und   daher  bleiben   in   der  That   oT,-,   (pi{cc),  ^iicc)   endlich   zu- 

F^ 
gleich  mit  —  i>t(/3)2),(y).     So  wird  der  Satz  erhalten: 

Damit  die  Reihe  der  Grössensysteme  (51)  oder  (52) 
periodisch    werde,    ist   nothwendig    und    hinreichend, 

F. 

dass  — 2h{ß)Pi(y)   endlich    bleibt,   während  i  über  jede 

Grenze  hinaus  wächst. 

Man    kann    demselben    leicht    eine    andere    Form    geben. 
Denn  man  bestätigt  ohne  Mühe  folgende  Gleichheit: 

^Pi(ß)ih(y)  =  (p;  —  p;«)"^  +  (p/'-  i'ic<j + «'  •  (p;-  luy  • 

F. 
Soll   demnach   —Pi{ß)pi{y)   endlich  bleiben,   so  müssen  auch 

die  beiden  Ausdrücke 

(p;--p,«^)]/|^,    (p;_i',„)i/J 

endlich   bleiben;    umgekehrt,    wenn   diese  endlich   bleiben,    so 

/'F. 

gilt  dasselbe   auch  von   (P/' — P/a)l/ — -   und   folglich  auch 

von      '  Pi(jß)pi{y).   —    Aus    der    ersten    der  Gleichungen   (2()) 

lolgt  noch     ,,    <  1. 

Diese  Bemerkungen    reichen    hin,    um    den   vorigen   Satz 
auch  folgendermassen  fassen  zu  können: 
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Zur  Periodicität  der  Reihen  von  Grössensystemen 
(51)  und  (52)  ist  uoth wendig  und  hinreichend,  dass 
die  Ungbeicliheit 

(57)     {P; -  F.af  +  {K-  P,ar  +  (^)' •  P.^  <  ^  •  ^ 

für  alle  Wertlie  von  i  erfüllt  sei,  während  k  eine 
passend  gewühlte  endliche  Constante  bezeichnet. 

Diese  neue  Fassung  zeigt  aufs  Deutlichste  an,  dass 
zwischen  den  aus  dem  Ja cobi' sehen  Kettenbruchalgorithmus 
entspringenden  ganzen  Zahlen  P,,  P/,  P/'  einerseits  und  den- 
jenigen andern  ganzen  Zahlen  X,  Y,  Z,  für  welche  die  Aus- 
drücke Y — aX,  Z  —  a^X  gleichzeitige  Minima  werden, 
oder  für  welche  die  quadratische  Form 

f=  {Y-aXf  -f  (Z-  a'X)'  +  ^, 

entsprechend  den  veränderlichen  Werthen  von  z/,  ihre  auf- 
einanderfolgenden Minima  annimmt  —  Aufgaben,  wie 
Her  mite  sie  in  seinen  zahlentheoretischen  Briefen  zu  lösen 
unternimmt  —  ein  naher  Zusammenhang  bestehen  muss; 
man  vergleiche  in  dieser  Hinsicht  nur  die  Stellen  jener  Briefe, 
welche  sich  finden  a.  a.  0.  pag.  2G5  und  295.  Auch  lehrt 
jener  Satz  (57)   das  Gesetz  kennen,  nach  welchem  die 

p:     P." 
Näherungsbrüche    p^,  ^    mit    gleichem    Nenner    den 

Werthen  a,  a^  resp.  sich  annähern,  so  oft  der  Ketten- 
bruchalgorithmus periodisch  wird.  Denn  da  in  diesem 
Falle  die  Ungleichheit  (57)  besteht,  ergeben  sich  daraus  leicht 
auch  die  nachstehenden: 

welche  das  Annäherungsgesetz  aussprechen.  —  Wie  sich  nun 
aber  jener  erwähnte  Zusammenhang  gestalte  und  ob  der 
Kettenbruchalgorithmus  allzeit  periodisch  sei,  bleibt  noch  eine 
offene  Frage. 


